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内  容  简  介 

本书根据作者 20 多年来在德国和中国开设数学物理方法讲座内容及相关

的研究成果提炼而成。其主要内容包括傅里叶级数、傅里叶变换、拉普拉斯变

换、数学物理方程的建立、分离变量法、本征函数法、施图姆-刘维尔理论、

行波法、积分变换法、格林函数法、贝塞尔函数、勒让德多项式、量子力学薛

定谔方程等。本书注重自身理论体系的科学性、严谨性、完整性与实用性, 将

中国传统教材讲授内容与国外先进教材相结合、教学实践与其他相关课程的需

要相结合、抽象的数理概念与直观的物理实例相结合、经典的数理方法与新兴

交叉学科的生长点相结合、基础的数理知识与科学前沿中的热点问题相结合。

本书既可为教学所用, 又可适应科研需要, 同时, 附有大量不同类型的综合性

例题, 便于不同层次读者学习掌握分析问题与解决问题的思路和方法。 
本书可作为物理学、应用数学及相关理工科专业本科生与研究生的教材,

也可供高等院校教师和科研院所技术人员在理论研究与实际工程中使用, 或

供有高等数学及普通物理学基础的自学者自修, 还可供在国外研读相关专业

的研究生及访问学者参考。  
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前 言

追溯历史，数学的发展有两条清晰的轨迹：一是纯理论性发展；二是与物理等

实体科学和工程问题相结合。数学物理方法明显属于后者，作为一门高等数理工

具，日益突显其广泛的实用性。它不仅可以直接用于物理学，而且涉及几乎所有理

工类学科，甚至包含生命科学和经济学。

自 20 多年前到德国之后，我一直从事生物光子学的研究、开发与应用。由于

自身理论物理的学术背景以及研究所的工作需要，也经常开设一些学术讲座，主讲

数学物理方法和量子力学。作为一名以中国模式培养出来的教授，我感到所使用的

外文教材系统性与缜密性不足。因此，我总是按照自己认定的逻辑授课，讲述的内

容与学生手中的教材大相径庭。

近年，我常回中国讲学。除介绍国外科学前沿与高新技术外，也讲授数学物理

方法和量子力学等基础课程，所用的通常是中文教材，面对母语颇感亲切。但对于

一个熟谙西方治学方法的学者，又感到中文教材的灵活性与实用性欠缺。所以，讲

课内容依然与学生手中的课本不相配合，而且不提供课件。有学生给我发邮件诉

求：“说句真心话，听顾老师的课是一种享受，您讲课太棒了！不知您能否把课件上

传，这样我们复习就可以节约一些时间。” 问题还是没有称心如意的教材。许多学

生以及听课教师问我为什么不出版自己的教材。我的想法是，有写教材的时间，不

如去钻研重要的生物光子学课题。

但是，这样的想法随着听课人数的增加，渐渐发生了改变，授课内容与课本不

相配合产生的负面影响越来越明显。于是，潜移默化地萌生了写书的念头。就在这

时，我发现不少学生已经设法将我的课件复制下来并发到网上，这说明学生们对

课件的喜爱，但殊不知其中很多原创内容迄今尚未发表。这个情况使写书的念头

突然间转化成一种冲动。其实，平心而论，作为一名定居海外多年的学者，在讲学

和研究之余，能为祖国留下几本教科书，以飨众多中国读者，也是一件很有意义的

事情。

成书后的《数学物理方法》涉及内容较多，教学中可根据需要和课时加以取

舍。书中所述知识绝非一个学期就可以完全掌握，需要长期反复思考与练习，所以

本书对硕士生和博士生同样有用。另外，本人基于自己的经历深深感到，即使是从

事教学、科研或工程多年的学者与技术人员，也常常需要查阅相关的基础性知识。

所以，既为教学所用、又适应科研需要，是本书的宗旨。书中列出大量例题，读者

可从中学习解决实际问题的思路与方法，但没有像普通教科书那样附上练习题。在



· ii · 前 言

本科阶段，授课老师寻找一些练习题布置给学生，并非一件难事。本书数学推导及

物理论述详尽、浅显、简明，可以作为各类人员的自学教材及参考书。

在多年的学术讲座中，有不少学生提出许多有意义的问题，使本书内容日臻丰

富，在此向他们致谢。另外，与 F. A. Popp教授的有益讨论以及在德国国际生物物

理研究所多年的学术合作使我受益良多。自 1977年进入大学以来，在 30多年的科

学生涯中我一直受到妻子张爱华的全力支持和悉心关照，谨此表示由衷的感谢。

本书不妥之处，恳请读者批评指正。

顾 樵

Prof. Dr. Qiao GU(Chief Scientist)

gu-qiao@gmx.de

International Institute of Quantum Biology

Haßloch, Germany

20 August 2011
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第1章 基础理论知识

1.1 常微分方程模型与求解

常微分方程理论在实际问题上的应用是建立模型并求解。本节将通过不同领

域的若干实例，论述常微分方程模型的建立和求解过程。这对于随后建立偏微分方

程模型、求解数学物理方法的定解问题，具有直接的参考价值。我们首先讨论一个

社会学问题。

例 1 马尔萨斯人口模型

英国著名人口统计学家马尔萨斯 (Malthus，1766∼1834) 在担任牧师期间，利

用教堂所拥有的资料，研究了英国 100多年的人口变化，并由此建立了一个描述人

口增长的模型，即后来闻名于世的 “马尔萨斯人口模型”。

解 马尔萨斯人口模型可以归结为常微分方程

1
u

du

dt
= α ⇒ du

dt
= αu (1.1.1)

其中，t是时间，u是依赖于时间的人口数目，α(α > 0)为相对增长率常数。式 (1.1.1)

中的 du/dt 是绝对增长率，被 u 除后则表示相对增长率。设初始时刻 (t = 0) 的人

口数目为 n，由方程 (1.1.1) 容易解出

u(t) = n exp(αt) (1.1.2)

式 (1.1.2) 显示了一个指数增长规律。

这个模型对于人口增长的相对短期预测是正确的。不过研究者发现，如果按

照该模型预测世界人口，到 2510 年世界人口将多达 2 万亿。这意味着，即使将全

世界所有陆地和所有海洋面积都计算在内，人均面积也只有 0.86m2。显然这样一

种状况是不可能出现的。这意味着马尔萨斯模型对于人口增长的长期预测是不正

确的。

马尔萨斯模型的缺陷在于没有考虑人口增长的非线性机制。事实上，人口总数

不太大时，其增长可以用式 (1.1.1) 所示的线性动力学 [即指数增长规律 (1.1.2)] 描

述。但是随着人口总数的增加，地球上生存环境及生态资源对人口增长的限制变得

越来越显著，这个重要的因素将使人口的增长趋于缓慢。马尔萨斯模型的问题在于

没有考虑环境对人口增长的制约。



· 2 · 第 1 章 基础理论知识

描述人口增长的更精确的模型是非线性的，它与下面的传染病问题有关。

例 2 传染病问题 (Logistic 模型)

一个区域有 M 只老鼠，其中 N 只患上了传染病。它们可以通过接触将病传

染给健康的老鼠。问任意时刻患上传染病的老鼠有多少？

解 设任意 t 时刻病鼠和健康老鼠的数目分别为 u 和 v，则

u + v = M (1.1.3)

病鼠数目的变化率正比于乘积 uv，即

du

dt
= βuv (1.1.4)

这里非线性项 uv 刻画老鼠的接触性传染，比例系数 β > 0。利用式 (1.1.3)，可以

将方程 (1.1.4)修改为

du

dt
= αu− βu2 (1.1.5)

其中，α = βM。现在求解方程 (1.1.5)，首先将它写成

Mdu

u(u−M)
= −αdt (1.1.6)

的形式，然后两边取定积分

M

∫ u(t)

N

du

u(u−M)
= −α

∫ t

0

dt (1.1.7)

利用积分公式

∫
du

(u + a)(u + b)
=

1
b− a

ln
a + u

b + u
(a 6= b) (1.1.8)

式 (1.1.7)给出

u(t) =
M

1 +
(

M

N
− 1

)
exp(−αt)

(1.1.9)

式 (1.1.9) 作为非线性方程 (1.1.5) 的解给出任意时刻病鼠的数目。我们看出，它正

是众所周知的生物学中的 “生长曲线”，如图 1.1 所示。



1.1 常微分方程模型与求解 · 3 ·

图 1.1 式 (1.1.9) 所示的生长曲线 (亦称 “S 曲线”)。初始值为 u(0) = N，饱和值为

u(∞) = M，曲线拐点出现在时刻 T =
1

α
ln[(M/N)− 1]，函数在拐点的取值达到饱和值的一

半，即 u(T ) = M/2。生长曲线能够描述许多生物学过程，如人体重量、身高随年龄的增加,

各种微生物的繁殖，生物群体中个体数目的增加，人体光子辐射信号随年龄的变化等

式 (1.1.5) 所示的非线性动力学包含了个体数目增长的非线性机制，能够相当

好地描述人口增长，在人口学中称为 Logistic 模型。其中，非线性项 −βu2 所包含

的机制是：人口的相对增长率不再是一个简单的常数，而是一个随 u 增大而线性

衰减的函数，即

α −→ α
(
1− u

M

)
(1.1.10)

这样方程 (1.1.1) 修正为

du

dt
= α

(
1− u

M

)
u = αu− βu2 (1.1.11)

由式 (1.1.11)可以看出，在人口增长的线性阶段，个体数量 u远小于饱和值 M，这

时比值 u/M ¿ 1，相对增长率 α(1 − u/M) ≈ α，Logistic 模型约化为马尔萨斯模

型。随着 u的增大，u/M 变得不能忽略，于是相对增长率下降，人口增长率趋于缓

慢。Logistic 模型被验证与许多国家及世界人口增长的统计数据相吻合。

由上述两个例子，可以大体看出建立常微分方程模型解决实际问题的基本步

骤是：①分析考查量的变化规律，建立相应的微分方程；②写出考查量所满足的相

关条件 (如上述两个实例中的初始条件)；③根据微分方程和相关条件，求出考查量

的解；④分析考查量的变化特征；⑤讨论解的适用条件 (比如，马尔萨斯模型只能

用于个体增长的线性阶段)。随后我们将对于数学物理方法的实际问题，建立偏微

分方程模型，而解决问题的步骤也基本如此。下面我们继续讨论常微分方程的模型

与求解。

例 3 L-C 电路

讨论图 1.2 的 L-C 电路中电容器所带电荷与回路中电流的变化规律，已知初

始时刻 (t = 0) 的电荷与电流分别为 Q(0) = Q0, I(0) = 0。
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图 1.2 一个 L-C 电路

解 设电路中任意时刻的电流为 I，它经过电感 L和电容 C 所产生的电压降

分别为 L
dI

dt
和

Q

C
，其中 Q 为任意时刻电容器的电荷。由基尔霍夫定律得到

L
dI

dt
+

Q

C
= 0 (1.1.12)

因为 I =
dQ

dt
，方程 (1.1.12) 可以写为

d2Q

dt2
+

Q

LC
= 0 (1.1.13)

这个方程的通解是

Q(t) = A cos
t√
LC

+ B sin
t√
LC

(1.1.14)

其中，A 和 B 均是待定的常数。电荷的初始条件为

Q(0) = Q0, Q̇(0) = I(0) = 0 (1.1.15)

利用后者得到 B = 0，再利用前者得到 A = Q0。这样式 (1.1.14) 给出特解

Q(t) = Q0 cos
t√
LC

(1.1.16)

而任意时刻的电流为

I(t) =
dQ

dt
= − Q0√

LC
sin

t√
LC

(1.1.17)

很明显，电荷与电流均以 1/
√

LC 为圆频率做周期振荡，故图 1.2 所示的电路又称

为 L-C 振荡回路。

最后我们考查电流的方程，事实上，方程 (1.1.12) 对 t 求导数立即得到

d2I

dt2
+

I

LC
= 0 (1.1.18)

可见它与电荷方程 (1.1.13)有完全相同的形式。这类常微分方程还可以描述许多其

他的实际问题，如下面的单摆问题。
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例 4 单摆问题

长度为 l 的柔软轻线，一端固定，一端系质量为 m 的质点 (称为摆球)，于铅

直平面内在平衡位置两侧摆动，如图 1.3 所示。问摆角 θ 的变化服从什么规律？

图 1.3 单摆：取摆球反时针运动的方向为摆角 θ 的正向

解 设任意时刻摆球偏离铅垂线的角度为 θ，摆球受到的合力为重力 mg 在

切向的分量 mg sin θ，其切向速度为 v = l
dθ

dt
。由牛顿第二定律得到

m
dv

dt
= −mg sin θ (1.1.19)

式 (1.1.19) 中有负号是由于摆球加速度 m
dv

dt
的方向与 θ 方向相反，故

d2θ

d2t
+

g

l
sin θ = 0 (1.1.20)

这就是单摆的运动方程，作为一个非线性方程它能够描述单摆在任意摆角时的运

动。如果摆动的角度很小，以致 sin θ ≈ θ，则方程 (1.1.20) 化为线性方程

d2θ

d2t
+

g

l
θ = 0 (1.1.21)

我们看到微振动单摆的角频率为
√

g/ l，它与 L-C 电路具有相同的数学模型

d2y

d2x
+ k2y = 0 (1.1.22)

其中，k > 0。不同问题可以具有相同的数学模型这一事实，反映了不同现象之间

的内在相通性。正是这样的相通性，提供了用模拟方法研究复杂问题的理论依据。

例如，利用简单的电路模拟力学系统、物理系统，生物系统中的动力学过程。

方程 (1.1.22) 是一个极为有用的常微分方程，让我们对它进行一般性的讨论。

它的通解是

y(x) = A cos kx + B sin kx (1.1.23)
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还可以等价地写为

y(x) = E sin (kx + δ) 或 y(x) = E cos (kx + δ) (1.1.24)

其中，E 和 δ 分别是振幅与位相，式 (1.1.23) 和式 (1.1.24) 在物理上通常称为 “驻

波” 解。而借助欧拉公式

eiz = cos z + i sin z, e−iz = cos z − i sin z (1.1.25)

方程 (1.1.22) 的通解还可以写成 “行波” 的形式

y(x) = C exp(ikx) + D exp (−ikx) (1.1.26)

方程 (1.1.22) 的通解取驻波还是行波，视具体问题的相关条件而定。总的原则是

利用相关条件尽可能使式 (1.1.23) 或式 (1.1.26) 中的一项为零。例如，对于条件

(1.1.15)，方程 (1.1.13) 应该取驻波解 (1.1.14)，得到单项解 (1.1.16)。另外，如果能

够确定实际的系统只有一个方向的行波，则取行波解 (1.1.26)。例如，只有正向行

波时，便只有单项解 y(x) = C exp(ikx)，这种情况在量子力学中尤为常见。

例 5 R-G 传输线

当电流通过传输线时，由于电路中存在电阻和电漏，传输线上的电压与电流都

是随空间 x 变化的。讨论传输线上电压与电流的变化规律。

解 研究传输线上电压与电流的变化规律的方法是从传输线划出一个微元

∆x，它的等效电路如图 1.4 所示，其中 R 和 G 分别是单位长度的电阻与电漏。由

于微元足够小，每个原件的尺度均视为 ∆x。根据基尔霍夫定律，在长度为 ∆x 的

传输线中，电压降为

图 1.4 传输线的微元 ∆x 的等效电路

v − (v + ∆v) = R∆x · i (1.1.27a)

在节点，流入的电流等于流出的电流，即

i = (i + ∆i) + G∆x · (v + ∆v) (1.1.27b)
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略去方程 (1.1.27b) 右边的二阶小量 ∆x∆v，并将式 (1.1.27) 中的变化量用微商近

似代替，得到

∂i

∂x
+ Gv = 0 (1.1.28a)

∂v

∂x
+ Ri = 0 (1.1.28b)

这是电压与电流的耦合方程，下面我们推出各自独立的方程。对式 (1.1.28a) 两边

关于 x 求导数，得到

∂2i

∂x2
+ G

∂v

∂x
= 0 (1.1.29)

由式 (1.1.28b) 解出 ∂v/∂x，再代入式 (1.1.29)，得到

∂2i

∂x2
−RGi = 0 (1.1.30a)

这是电流的方程。同理可得电压的方程

∂2v

∂x2
−RGv = 0 (1.1.30b)

可见电压与电流有相同的变化规律。方程 (1.1.30a)和方程 (1.1.30b)具有相同的形

式

d2y

d2x
− k2y = 0 (1.1.31)

其中，k > 0。方程 (1.1.31) 也是一个常见的方程，它的通解常表示为指数形式

y(x) = Cekx + De−kx (1.1.32)

其中，C 和 D 是待定的常数。利用公式

cosh x =
ex + e−x

2
, sinhx =

ex − e−x

2
(1.1.33)

式 (1.1.32) 也可以表示为双曲函数形式 (图 1.5)

y(x) = A cosh kx + B sinh kx (1.1.34)

解 (1.1.34) 在数学物理方法中是很有用的。方程 (1.1.31) 的通解选式 (1.1.32) 还是

式 (1.1.34)，也视具体问题的相关条件而定，选取原则也是尽量使其中一项为零。
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图 1.5 双曲函数是一种特别有用的特殊函数，这里 cosh2 x− sinh2 x = 1

下面我们介绍一个关于生态学的常微分方程组的模型，并用特殊的方法进行

求解。

例 6 捕食者–被捕食者模型 (predator-prey model)

设想一群食草类动物 (如山兔) 和一群食肉类动物 (如山猫) 居住在一个区域。

这两群动物的数目变化具有怎样的动力学特性？定性地说，山猫吃了山兔，繁殖力

增强，山猫的数目会增加。这样一来，山兔的数目便随之减少。接下来，山猫由于

食物短缺而数目下降，导致山兔遇到山猫的机会减少，即被吃掉的概率下降，结果

山兔的数目又逐渐增多。这样山猫得到食物的机会随之增加，其数目又一次上升，

而山兔数目又一次减少，如此不断循环。其结果是两种动物的个体数目必然出现周

期性的变化，而且彼此有一定的位相差。事实上，两种动物数目的变化可以进行定

量的研究。

解 设任意 t 时刻山兔与山猫的数目分别为 x 和 y，二者的变化服从下面的

动力学方程
dx

dt
= k1x− µxy (1.1.35a)

dy

dt
= νxy − k2y (1.1.35b)

其中，k1，k2，µ 和 ν 都是正常数。在方程 (1.1.35a) 中，k1x 项表示山兔数目的自

然增长率，与山兔的数目成正比。−µxy 项表示山兔被山猫吃掉而导致的减少率，

与乘积 xy 成正比，也就是说与两种动物相遇的概率成正比。对山猫而言，其繁殖

率取决于捕食量，因此也与两种动物相遇的概率成正比，即 νxy 项表示山猫数目

的增长率。k2y 项是山猫的自然死亡率，与其数目成正比。至于山兔的自然死亡率，

由于与 x 成正比，可以被认为包含在 k1x 项之中。因此准确地说，k1x 项表示山兔

数目的净增长率。
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方程组 (1.1.35) 是非线性的，因为右边含有非线性乘积 xy。现在采用线性化

的特殊方法求解，也就是研究个体数目 x 和 y 在其稳态值附近的微小涨落。设方

程组 (1.1.35) 的稳态解为 x = x0，y = y0，它们由

dx

dt

∣∣∣∣
x=x0 , y=y0

= 0,
dy

dt

∣∣∣∣
x=x0 , y=y0

= 0 (1.1.36)

决定，即

k1x0 − µx0y0 = 0 (1.1.37a)

νx0y0 − k2y0 = 0 (1.1.37b)

代数方程组 (1.1.37) 的解为

x0 =
k2

ν
(1.1.38a)

y0 =
k1

µ
(1.1.38b)

现在，我们将方程组 (1.1.35) 的解写为

x = x0 + ξ (1.1.39a)
y = y0 + η (1.1.39b)

其中，ξ 和 η 与 x0 和 y0 相比都是小量。将式 (1.1.39) 代入式 (1.1.35)，得到关于

变量 ξ 和 η 的方程组
dξ

dt
= k1ξ − µx0η − µy0ξ − µξη (1.1.40a)

dη

dt
= νx0η + νy0ξ − k2η + νξη (1.1.40b)

其中，µξη 和 νξη 两项可被忽略，因为它们都是二阶小量。再利用式 (1.1.38)，最后

得到线性化的耦合方程组
dξ

dt
= −k2

µ

ν
η (1.1.41a)

dη

dt
= k1

ν

µ
ξ (1.1.41b)

其中的耦合可以解开，变为
d2ξ

dt2
+ k1k2ξ = 0 (1.1.42a)

d2η

dt2
+ k1k2η = 0 (1.1.42b)

它们均为式 (1.1.22)类型的方程。按照式 (1.1.24)写出它们的解，再代入式 (1.1.39)，

并利用式 (1.1.38)，最终的解可以写为

x =
k2

ν
+ E1 sin

(√
k1k2t + δ1

)
(1.1.43a)
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y =
k1

µ
+ E2 sin

(√
k1k2t + δ2

)
(1.1.43b)

这就是线性化方法的最后结果，它们显示山兔和山猫的数目均在各自的稳态值附

近振荡，振荡的圆频率均为
√

k1k2，而振荡的幅度和位相取决于各自的初始条件。

十分有趣的是，山猫与山兔数目周期性变化的理论结果与相应的统计数据相吻合，

如图 1.6 所示。

图 1.6 加拿大赫德森 · 贝 (Hudson Bay) 公司利用 1845∼1935 年得到的毛皮数目的资料，

画出相应的山兔和山猫个体数目在 90 年间的变化曲线。数据显示，两种动物个体数目的变化

都是周期性的，而且具有大致相等的周期(约为10年)。也可以粗略看出，二者之间存在一定的

位相差

上述的捕食者–被捕食者模型不但能描述众多的生态学问题，而且能够描述自

催化反应系统的振荡特性，并且与细胞和生物体中出现的一系列基本过程的数学

模型有许多共同之处。

以上例子说明常微分方程模型在众多自然科学和技术领域，甚至在社会科学

中都有广泛的应用。对于一个实际问题，如何将最本质的过程提炼出来，建立起相

应的常微分方程模型，是解决问题的关键。这需要对具体问题的准确认识，也需要

具备相关的专业知识，还需要数学上的分析与抽象能力。这些方面的积累需要一定

的时间。在数学物理方法这门课程中，我们将进一步学习如何建立偏微分方程模型

及其求解方法。

1.2 矢量微分算子与拉普拉斯算子

1.2.1 矢量微分算子 ∇

算子

∇ =
∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k (1.2.1)
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称为矢量微分算子，简称矢量算子。在 ∇ 算子的基础上，若函数 u(x, y, z) 和矢量

E(x, y, z) 有连续的一阶偏导数，则可作如下定义。

(1) 梯度：函数 u 的梯度定义为

∇u =
∂u

∂x
i +

∂u

∂y
j +

∂u

∂z
k (1.2.2)

(2) 散度：矢量 E 的散度定义为

∇ ·E =
(

∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k

)
· (Exi + Eyj + Ezk) =

∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
+

∂Ez

∂z
(1.2.3)

(3) 旋度：矢量 E 的旋度定义为

∇×E=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

Ex Ey Ez

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

∂

∂y

∂

∂z

Ey Ez

∣∣∣∣∣∣∣
i−

∣∣∣∣∣∣

∂

∂x

∂

∂z

Ex Ez

∣∣∣∣∣∣
j +

∣∣∣∣∣∣∣

∂

∂x

∂

∂y

Ex Ey

∣∣∣∣∣∣∣
k

=
(

∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)
i +

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
j +

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
k (1.2.4)

拉普拉斯算子表示为

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(1.2.5)

它作用于函数 u 给出

∇2u ≡ ∇ · (∇u) =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
(1.2.6)

而作用于矢量 E 给出

∇2E = (∇2Ex)i + (∇2Ey)j + (∇2Ez)k (1.2.7)

设函数 u，v 和矢量 E，F 都是 (x, y, z) 的函数，如果它们的一阶偏导数是存

在的，则存在许多有关 ∇ 和 ∇2 的公式，举例如下：

(1) ∇(u + v) = ∇u +∇v；

(2) ∇ · (E + F ) = ∇ ·E +∇ · F；
(3) ∇× (E + F ) = ∇×E +∇× F；

(4) ∇ · (uE) = (∇u) ·E + u(∇ ·E)；

(5) ∇× (uE) = (∇u)×E + u(∇×E)；
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(6) ∇ · (E × F ) = F · (∇×E)−E · (∇× F )；

(7) ∇× (E × F ) = (F · ∇)E − F (∇ ·E)− (E · ∇)F + E(∇ · F )；

(8) ∇(E · F ) = (F · ∇)E + (E · ∇)F + F × (∇×E) + E × (∇× F )；

(9) ∇× (∇u) = 0，即 u 的梯度的旋度是零；

(10) ∇ · (∇×E) = 0，即 E 的旋度的散度是零；

(11) ∇× (∇×E) = ∇(∇ ·E)−∇2E。

上述公式 (9)∼公式 (11) 还假定 u 和 E 有二阶连续偏导数。这些公式均可以

按 ∇ 的定义式 (1.2.1) 及矢量的点乘与叉乘运算公式予以证明，这里举几个例子。

例 1 证明公式

∇ · (uE) = (∇u) ·E + u(∇ ·E) (1.2.8)

证明

∇ · (uE) = ∇ · (uExi + uEyj + uEzk)

=
∂

∂x
(uEx) +

∂

∂y
(uEy) +

∂

∂z
(uEz)

=
∂u

∂x
Ex +

∂u

∂y
Ey +

∂u

∂z
Ez + u

(
∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
+

∂Ez

∂z

)

=
(

∂u

∂x
i +

∂u

∂y
j +

∂u

∂z
k

)
· (Exi + Eyj + Ezk)

+ u

(
∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k

)
· (Exi + Eyj + Ezk)

= (∇u) ·E + u(∇ ·E)

例 2 证明公式

∇ · (∇×E) = 0 (1.2.9)

证明

∇ · (∇×E)= ∇ ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

Ex Ey Ez

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= ∇ ·
[(

∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)
i +

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
j +

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
k

]

=
∂

∂x

(
∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)
+

∂

∂y

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
+

∂

∂z

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
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=
∂2Ez

∂x∂y
− ∂2Ey

∂x∂z
+

∂2Ex

∂y∂z
− ∂2Ez

∂y∂x
+

∂2Ey

∂z∂x
− ∂2Ex

∂z∂y
= 0

例 3 证明公式

∇× (∇×E) = ∇(∇ ·E)−∇2E (1.2.10)

证明

∇× (∇×E)= ∇×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

Ex Ey Ez

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= ∇×
[(

∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)
i +

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
j +

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
k

]

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
[

∂

∂y

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
− ∂

∂z

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)]
i

+
[

∂

∂z

(
∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)
− ∂

∂x

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)]
j

+
[

∂

∂x

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
− ∂

∂y

(
∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)]
k

=
(
−∂2Ex

∂y2
− ∂2Ex

∂z2

)
i +

(
−∂2Ey

∂z2
− ∂2Ey

∂x2

)
j +

(
−∂2Ez

∂x2
− ∂2Ez

∂y2

)
k

+
(

∂2Ey

∂x∂y
+

∂2Ez

∂z∂x

)
i +

(
∂2Ez

∂y∂z
+

∂2Ex

∂x∂y

)
j +

(
∂2Ex

∂z∂x
+

∂2Ey

∂y∂z

)
k

=
(
−∂2Ex

∂x2
− ∂2Ex

∂y2
− ∂2Ex

∂z2

)
i +

(
−∂2Ey

∂x2
− ∂2Ey

∂y2
− ∂2Ey

∂z2

)
j

+
(
−∂2Ez

∂x2
− ∂2Ez

∂y2
− ∂2Ez

∂z2

)
k +

(
∂2Ex

∂x2
+

∂2Ey

∂x∂y
+

∂2Ez

∂z∂x

)
i

+
(

∂2Ex

∂x∂y
+

∂2Ey

∂y2
+

∂2Ez

∂y∂z

)
j +

(
∂2Ex

∂z∂x
+

∂2Ey

∂y∂z
+

∂2Ez

∂z2

)
k
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= −
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
(Exi + Eyj + Ezk)

+i
∂

∂x

(
∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
+

∂Ez

∂z

)
+ j

∂

∂y

(
∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
+

∂Ez

∂z

)

+k
∂

∂z

(
∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
+

∂Ez

∂z

)

= −∇2E +∇
(

∂Ex

∂x
+

∂Ex

∂y
+

∂Ex

∂z

)
= ∇(∇ ·E)−∇2E

关于 ∇ 算子的一个基本问题是它的本征函数，与此有关的是下面的例题。
例 4 量子力学中的动量算符为 −i~∇，其中 ~ = h/2π，h 是普朗克常数。求

动量算符的本征函数。

解 动量算符 −i~∇ 的本征方程为

−i~∇ψp(r) = pψp(r) (1.2.11)

其中，p是本征值，ψp(r)是属于这个本征值的本征函数。设 ψp(r)可以写成 ψp(r) =

ψpx(x)ψpy (y)ψpz (z)，代入方程 (1.2.11)，分离变量后得到三个分量方程

−i~
∂

∂x
ψpx(x) = pxψpx(x) (1.2.12a)

−i~
∂

∂y
ψpy

(y) = pyψpy
(y) (1.2.12b)

−i~
∂

∂z
ψpz (z) = pzψpz (z) (1.2.12c)

其中，p = pxi + pyj + pzk。分量方程 (1.2.12a∼c) 的解为

ψpx
(x) = cx exp

(
i
~
pxx

)
(1.2.13a)

ψpy
(y) = cy exp

(
i
~
pyy

)
(1.2.13b)

ψpz
(z) = cz exp

(
i
~
pzz

)
(1.2.13c)

其中，cx，cy 和 cz 是待定常数。于是动量算符 −i~∇ 的本征函数为

ψp(r) = c exp
(

i
~
p · r

)
(1.2.14)

其中，c = cxcycz 是待定的归一化常数。
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1.2.2 拉普拉斯算子 ∇2

函数 u 的梯度为 ∇u，如果再求 ∇u 的散度，便成为 ∇ · (∇u) ≡ ∇2u，它是拉

普拉斯算子 ∇2 对 u的运算，简称拉普拉斯 (Laplacian)。在偏微分方程中，∇2u扮

演着十分重要的角色，特别是，我们在数学物理方法中将要讨论如下方程

∇2u = 0 (拉普拉斯方程) (1.2.15a)

∇2u + k2u = 0 (亥姆霍兹方程) (1.2.15b)

∂2u

∂t2
= a2∇2u (波动方程) (1.2.15c)

∂u

∂t
= a2∇2u (热传导方程) (1.2.15d)

i~
∂ψ

∂t
= − ~

2

2m
∇2ψ + V (r)ψ (薛定谔方程) (1.2.15e)

在这些方程中，∇2 可以是三维形式，如式 (1.2.5) 所示，也可以是二维形式

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(1.2.16)

另外在二维情况下，对于圆域问题需要采用极坐标

系；对于三维问题经常需要采用球坐标系或柱坐标

系。为了随后数学物理方法问题的需要，本节将推导

出拉普拉斯算子 ∇2 在不同坐标系中的表示式。

1. 极坐标系中的拉普拉斯算子

极坐标系如图 1.7所示，它与直角坐标系的关系

为

x = r cos θ, y = r sin θ (1.2.17a)

而
图 1.7 极坐标系

r2 = x2 + y2, tan θ =
y

x
(1.2.17b)

利用 r2 = x2 + y2 计算 r 对 x 的微商，得到

2r
∂r

∂x
= 2x ⇒ ∂r

∂x
=

x

r
(1.2.18)

再次对 x 微商，得到

∂2r

∂x2
=

r − x
∂r

∂x
r2

=
r − x

x

r
r2

=
r2 − x2

r3
=

y2

r3
(1.2.19)
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利用 tan θ =
y

x
计算 θ 对 x 的微商，得到

∂θ

∂x
=

1

1 +
(y

x

)2

(
− y

x2

)
= − y

r2
(1.2.20)

再次对 θ 微商得
∂2θ

∂x2
=

2y

r3

∂r

∂x
=

2xy

r4
(1.2.21)

现在对 y 微分，按照类似的过程，我们得到

∂r

∂y
=

y

r
,

∂2r

∂y2
=

x2

r3
,

∂θ

∂y
=

x

r2
,

∂2θ

∂y2
= −2xy

r4
(1.2.22)

从以上结果，容易推出下面两个关系式

∂2θ

∂x2
+

∂2θ

∂y2
= 0 (1.2.23)

∂r

∂x

∂θ

∂x
+

∂r

∂y

∂θ

∂y
= 0 (1.2.24)

现在我们可以着手将拉普拉斯算子变换到极坐标系。利用复合函数的微分法

则，我们有
∂u

∂x
=

∂u

∂r

∂r

∂x
+

∂u

∂θ

∂θ

∂x
(1.2.25)

再次对 x 微商得

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂r

)
∂r

∂x
+

∂u

∂r

∂2r

∂x2
+

∂

∂x

(
∂u

∂θ

)
∂θ

∂x
+

∂u

∂θ

∂2θ

∂x2

=
(

∂2u

∂r2

∂r

∂x
+

∂2u

∂r∂θ

∂θ

∂x

)
∂r

∂x
+

∂u

∂r

∂2r

∂x2

+
(

∂2u

∂r∂θ

∂r

∂x
+

∂2u

∂θ2

∂θ

∂x

)
∂θ

∂x
+

∂u

∂θ

∂2θ

∂x2

=
∂2u

∂r2

(
∂r

∂x

)2

+ 2
∂2u

∂r∂θ

∂r

∂x

∂θ

∂x
+

∂u

∂r

∂2r

∂x2
+

∂2u

∂θ2

(
∂θ

∂x

)2

+
∂u

∂θ

∂2θ

∂x2
(1.2.26)

对于 y 有同样的结果

∂2u

∂y2
=

∂2u

∂r2

(
∂r

∂y

)2

+ 2
∂2u

∂r∂θ

∂r

∂y

∂θ

∂y
+

∂u

∂r

∂2r

∂y2
+

∂2u

∂θ2

(
∂θ

∂y

)2

+
∂u

∂θ

∂2θ

∂y2
(1.2.27)

将式 (1.2.26) 与式 (1.2.27) 相加并注意式 (1.2.23) 和式 (1.2.24)，我们得到

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
=

∂2u

∂r2

[(
∂r

∂x

)2

+
(

∂r

∂y

)2
]

+ 2
∂2u

∂r∂θ

[
∂r

∂x

∂θ

∂x
+

∂r

∂y

∂θ

∂y

]
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+
∂u

∂r

[
∂2r

∂x2
+

∂2r

∂y2

]
+

∂2u

∂θ2

[(
∂θ

∂x

)2

+
(

∂θ

∂y

)2
]

+
∂u

∂θ

[
∂2θ

∂x2
+

∂2θ

∂y2

]

=
∂2u

∂r2

[(
∂r

∂x

)2

+
(

∂r

∂y

)2
]

+
∂u

∂r

[
∂2r

∂x2
+

∂2r

∂y2

]

+
∂2u

∂θ2

[(
∂θ

∂x

)2

+
(

∂θ

∂y

)2
]

(1.2.28)

进一步利用式 (1.2.20)∼ 式 (1.2.22)，则式 (1.2.28) 变为

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
=

∂2u

∂r2

(
x2

r2
+

y2

r2

)
+

∂u

∂r

(
x2

r3
+

y2

r3

)
+

∂2u

∂θ2

(
x2

r4
+

y2

r4

)
(1.2.29)

利用 r2 = x2 + y2，我们得到极坐标系中的拉普拉斯

∇2u =
∂2u

∂r2
+

1
r

∂u

∂r
+

1
r2

∂2u

∂θ2
(1.2.30)

它还可以写为更加简洁的形式

∇2u =
1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1
r2

∂2u

∂θ2
(1.2.31)

而极坐标系中的拉普拉斯算子为

∇2 =
1
r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+

1
r2

∂2

∂θ2
(1.2.32)

2. 柱坐标系中的拉普拉斯算子

柱坐标系如图 1.8 所示，它与直角坐标

系的关系为

x = ρ cos φ, y = ρ sinφ, z = z (1.2.33)

这里我们用 ρ 和 φ 标记 x-y 平面的极坐标。

柱坐标系只是在极坐标系的基础上增加了 z

坐标，因此利用式 (1.2.31) 容易写出柱坐标

系中的拉普拉斯

∇2u =
∂2u

∂ρ2
+

1
ρ

∂u

∂ρ
+

1
ρ2

∂2u

∂φ2
+

∂2u

∂z2
(1.2.34)

图 1.8 柱坐标系

而柱坐标系中的拉普拉斯算子为

∇2 =
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
+

1
ρ2

∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2
(1.2.35)
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图 1.9 球坐标系

3. 球坐标系中的拉普拉斯算子

球坐标系如图 1.9 所示，它与直角坐标系

的关系为

x = r cos φ sin θ (1.2.36a)

y = r sinφ sin θ (1.2.36b)

z = r cos θ (1.2.36c)

而

r2 = x2 + y2 + z2 (1.2.37)

从图 1.8，我们有

ρ = r sin θ, x = ρ cos φ, y = ρ sinφ, ρ2 = x2 + y2 (1.2.38)

现在我们要用球坐标变量 r，θ 和 φ 来表示拉普拉斯 ∇2u。首先我们写出 x-y 平面

的极坐标系 (变量为 ρ 和 φ) 的拉普拉斯，利用式 (1.2.30) 我们得到

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
=

∂2u

∂ρ2
+

1
ρ

∂u

∂ρ
+

1
ρ2

∂2u

∂φ2
(1.2.39)

注意到

z = r cos θ, ρ = r sin θ (1.2.40)

与极坐标系–直角坐标系的变换关系 (1.2.17a)是类似的。这样在 z-ρ平面的极坐标

系的拉普拉斯为
∂2u

∂z2
+

∂2u

∂ρ2
=

∂2u

∂r2
+

1
r

∂u

∂r
+

1
r2

∂2u

∂θ2
(1.2.41)

在式 (1.2.39) 两边加入
∂2u

∂z2
，并利用 (1.2.41)，即得到三维情况的拉普拉斯

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
=

∂2u

∂r2
+

1
r

∂u

∂r
+

1
r2

∂2u

∂θ2
+

1
ρ

∂u

∂ρ
+

1
ρ2

∂2u

∂φ2
(1.2.42)

现在需要将式 (1.2.42) 右边的
∂u

∂ρ
表示为球坐标的形式。为此利用关系式 tan θ =

ρ/z 求出
∂θ

∂ρ
=

1
1 + (ρ/z)2

1
z

=
z

z2 + ρ2
=

z

r2
=

cos θ

r
(1.2.43)

对 ρ = r sin θ 两边关于 ρ 微分，并利用式 (1.2.43) 得到

1 =
∂r

∂ρ
sin θ + r cos θ

∂θ

∂ρ
=

∂r

∂ρ
sin θ + cos2 θ (1.2.44)
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由此
∂r

∂ρ
=

1− cos2 θ

sin θ
= sin θ (1.2.45)

现在对 u(作为 r, θ, φ 的函数) 关于 ρ 求微商

∂u

∂ρ
=

∂u

∂r

∂r

∂ρ
+

∂u

∂θ

∂θ

∂ρ
+

∂u

∂φ

∂φ

∂ρ
(1.2.46)

由于 x-y 平面的极坐标系变量 ρ 和 φ 是相互独立的，因此 ∂φ/∂ρ = 0，再利用式

(1.2.45) 和式 (1.2.43)，式 (1.2.46) 变成

∂u

∂ρ
=

∂u

∂r
sin θ +

∂u

∂θ

cos θ

r
(1.2.47)

将式 (1.2.47) 代入式 (1.2.42)，并利用 ρ = r sin θ，即得球坐标系的拉普拉斯

∇2u =
∂2u

∂r2
+

2
r

∂u

∂r
+

1
r2

(
∂2u

∂θ2
+ cot θ

∂u

∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
(1.2.48)

它还可以写成更简洁的形式

∇2u =
1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
(1.2.49)

而球坐标系中的拉普拉斯算子为

∇2 =
1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
(1.2.50)

在随后的数学物理方法中，当我们求解圆域问题、柱体和球体问题时，将分别采用

相应坐标系中的拉普拉斯算子，即式 (1.2.32)、式 (1.2.35) 和式 (1.2.50)。为了对拉

普拉斯有直观的理解，我们给出下面的例题。

例 在球坐标系中求函数

u(x, y, z) = ln
(
x2 + y2 + z2

)
, (x, y, z) 6= (0, 0, 0) (1.2.51)

的拉普拉斯。

解 在球坐标系中

u(r, θ, φ) = ln r2 = 2 ln r (1.2.52)

因为 u 不含 θ, φ 的依赖性，故

∂u

∂r
=

∂

∂r
(2 ln r) =

2
r

(1.2.53)

于是拉普拉斯为

∇2u =
1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
=

1
r2

∂

∂r
(2r) =

2
r2

(1.2.54)
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如同我们熟知的泰勒级数一样，傅里叶级数是一种特殊形式的函数展开。一个

函数按泰勒级数展开时，基底函数取 1, x, x2, x3, · · ·，而一个函数按傅里叶级数展
开时，基底函数取 1, cos x, cos 2x, cos 3x, · · · , sinx, sin 2x, sin 3x, · · ·。与泰勒级数不
同的是，在傅里叶级数中，任意两个不同的基底函数在 [0, 2π] 上是正交的，即

∫ 2π

0

1 · cos nxdx = 0,

∫ 2π

0

1 · sinnxdx = 0 (2.0.1a)

∫ 2π

0

cos mx · cos nxdx = 0,

∫ 2π

0

sinmx · sinnxdx = 0 (2.0.1b)

∫ 2π

0

cos mx · sinnxdx = 0 (2.0.1c)

我们将会看到，基底函数的正交性对一个函数的傅里叶展开是至关重要的。傅里叶

级数是一种很自然的函数展开形式，不但能够解决某些应用数学的经典问题，而且

是描述许多重要物理现象的基础，如力学、声学、电子学以及信号分析等。本节介

绍傅里叶级数的基本性质。

2.1 周期函数的傅里叶级数

一个傅里叶级数在一般情况下表示为

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

(an cos nx + bn sinnx) (2.1.1)

其中，a0，an 和 bn 是展开系数。假定一个周期为 2π的函数 f(x)，f(x+2π) = f(x)，

能按式 (2.1.1) 展开，现在计算其中的展开系数。为此，对式 (2.1.1) 两边在 [0, 2π]

范围积分，并利用式 (2.0.1a)，我们有

∫ 2π

0

f(x)dx =
∫ 2π

0

[
a0 +

∞∑
n=1

(an cos nx + bn sinnx)

]
dx

= 2πa0 +
∞∑

n=1

an

∫ 2π

0

cos nxdx

︸ ︷︷ ︸
=0

+
∞∑

n=1

bn

∫ 2π

0

sinnxdx

︸ ︷︷ ︸
=0

= 2πa0
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这样

a0 =
1
2π

∫ 2π

0

f(x)dx (2.1.2)

注意 a0 是函数 f(x) 在 [0, 2π] 区间的平均值。为了计算系数 an，对式 (2.1.1) 两边

同乘以 cos mx(m = 1, 2, 3, · · · )，然后在 [0, 2π] 范围积分，并利用式 (2.0.1)，我们有

∫ 2π

0

f(x) cos mxdx =
∫ 2π

0

cos mx

[
a0 +

∞∑
n=1

(an cos nx + bn sinnx)

]
dx

=a0

∫ 2π

0

cos mxdx

︸ ︷︷ ︸
=0

+
∞∑

n=1

bn

∫ 2π

0

cos mx sinnxdx

︸ ︷︷ ︸
=0

+
∞∑

n=1

an

∫ 2π

0

cosmx cos nxdx

=
∞∑

n=1

an

{
π (m = n)

0 (m 6= n)

=π
∞∑

n=1

anδmn (2.1.3)

其中，符号 δmn 定义为

δmn =





1 (m = n)

0 (m 6= n)
(2.1.4)

这是一个非常有用的符号。为了熟悉它的作用，我们仔细分析式 (2.1.3) 最后的求

和，将它展开为

∞∑
n=1

anδmn = a1δm1 + a2δm2 + · · ·+ amδmm + am+1δm,m+1 + · · · (2.1.5)

利用式 (2.1.4) 考查式 (2.1.5) 中每一项的 δmn，容易看出，只有 δmm = 1，其余的

都等于零，于是
∞∑

n=1

anδmn = am，这样我们由式 (2.1.3) 得到

an =
1
π

∫ 2π

0

f(x) cos nxdx (2.1.6a)

类似地，对式 (2.1.1) 两边同乘以 sinmx(m = 1, 2, 3, · · · )，积分后得到

bn =
1
π

∫ 2π

0

f(x) sin nxdx (2.1.6b)
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在式 (2.1.6) 中，n = 1, 2, 3, · · ·。我们的结论是，一个周期为 2π 的函数 f(x) 可以

按傅里叶级数 (2.1.1) 展开，其中的系数 a0, an, bn 由式 (2.1.2) 和式 (2.1.6) 确定。

这里需要说明，式 (2.1.2) 和式 (2.1.6) 的积分范围为 [0, 2π]，这种情况在数学

物理方法的问题中经常出现。如果从一开始就取积分范围为 [−π,π]，在最后结果

中，展开系数的表达式与式 (2.1.2) 和式 (2.1.6) 相同，只是积分范围变为 [−π,π]。

事实上，由于被积函数是以 2π 为周期的，积分范围可以选取任意一个宽度为 2π

的区间。

现在我们讨论一个很重要的问题，即函数 f(x) 的傅里叶级数 (2.1.1) 的收敛

性。这个问题由狄利克雷 (Dirichlet) 定理确定，该定理的完整叙述是：

假定

(1) f(x) 在 (−π,π) 内除了有限个点外有定义且单值；

(2) f(x) 在 (−π,π) 外是周期函数，周期为 2π；

(3) f(x) 和 f ′(x) 在 (−π,π) 内分段连续 [即 f(x) 分段光滑]，

则傅里叶级数收敛于

a0 +
∞∑

n=1

(an cos nx + bn sinnx) = f(x) (在 x 的连续点) (2.1.7a)

a0 +
∞∑

n=1

(an cos nx + bn sinnx) =
f(x− 0) + f(x + 0)

2
(在 x 的间断点) (2.1.7b)

其中，f(x− 0) 和 f(x + 0) 是 f(x) 在 x 处的左极限和右极限。狄利克雷定理的含

义是，如果将一个函数 f(x) 按式 (2.1.1) 展开，其中的展开系数 a0, an, bn 由式

(2.1.2)和式 (2.1.6)计算，将算出的 a0, an, bn 代入展开式 (2.1.1)，得到傅里叶级数。

这个傅里叶级数在原函数的一个连续点 x 给出 f(x) 值，在原函数的一个间断点 x

给出 [f(x− 0) + f(x + 0)]/2 值。

需要说明，狄利克雷定理中加在 f(x) 的条件 (1)，(2)，(3) 是傅里叶级数收敛

的充分条件，但不是必要条件，在实际问题中这些条件通常是满足的。目前尚不清

楚傅里叶级数收敛的必要且充分的条件。图 2.1 显示了一个函数 f(x) 与它的傅里

叶级数的比较。

狄利克雷定理有非常广泛的用途，它不但可以确定以 2π为周期的函数的傅里

叶级数的收敛性，还适用于随后讨论的半幅傅里叶级数、傅里叶积分以及傅里叶

变换。我们将会看到，在分析级数 (及积分) 收敛行为的过程中，狄利克雷定理能

给出许多重要的信息，这是傅里叶变换理论的重要产物。关于狄利克雷定理的证

明，传统的方法比较繁复，我们将在 3.2.4 节介绍一个比较简单的方法 (借助于 δ

函数)。



2.1 周期函数的傅里叶级数 · 23 ·

图 2.1 一个以 2π 为周期的分段光滑的函数 f(x) 与它的傅里叶级数

a0 +

∞∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx) 的比较，其中 a0, an, bn 由式 (2.1.2) 和式 (2.1.6) 给出。傅里

叶级数在原函数的连续点收敛于 f，在原函数的间断点收敛于 [f(x− 0) + f(x + 0)]/2

上述傅里叶级数可以推广到以 2L 为周期的函数，即 f(x + 2L) = f(x)。在这

种情况下，式 (2.1.1) 变为

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

(
an cos

nπ

L
x + bn sin

nπ

L
x
)

(2.1.8)

其中的展开系数可以按照得到式 (2.1.2) 和式 (2.1.6) 的方法求出，结果为

a0 =
1

2L

∫ L

−L

f(t)dt (2.1.9a)

an =
1
L

∫ L

−L

f(t) cos
nπ

L
tdt (2.1.9b)

bn =
1
L

∫ L

−L

f(t) sin
nπ

L
tdt (2.1.9c)

需要注意，式 (2.1.9) 的被积函数有周期 2L，因此其中的积分区间 (−L,L) 可以用

任意一个宽度为 2L 的区间代替，如 (−L + x, L + x)，这样
∫ L+x

−L+x

· · ·dt =
∫ L

−L

· · ·dt (2.1.10)

现在我们通过一个例题说明傅里叶级数的基本含义。

例 讨论图 2.2 所示的锯齿函数

f(x) =





1
2
(π− x) (0 < x 6 2π)

f(x + 2π) (x在其他点)
(2.1.11)

的傅里叶级数。
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图 2.2 式 (2.1.11) 的锯齿函数

解 利用式 (2.1.2) 和式 (2.1.6)，我们有

a0 =
1
2π

∫ 2π

0

f(x)dx =
1
2π

∫ 2π

0

1
2
(π− x)dx = 0

an =
1
π

∫ 2π

0

1
2
(π− x) cos nxdx

=
1
2π

[∫ 2π

0

π cos nxdx−
∫ 2π

0

x cos nxdx

]

(
利用

∫
x cos axdx =

1
a2

cos ax +
x

a
sin ax

)

=0

bn =
1
π

∫ 2π

0

1
2
(π− x) sin nxdx

=
1
2π

[∫ 2π

0

π sinnxdx−
∫ 2π

0

x sinxdx

]

(
利用

∫
x sin axdx =

1
a2

sin ax− x

a
cos ax

)

=
1
2π

2π
n

=
1
n

于是锯齿函数 f 的傅里叶级数为

∞∑
n=1

sinnx

n
(2.1.12)

这个级数的部分和 (前 m 项之和) 为

Sm(x) =
m∑

n=1

sinnx

n
(2.1.13)
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Sm(x)对于不同的m值显示在图 2.3。可以看出，随着求和项数m的增加，Sm(x)逐

渐趋于图 2.2所示的 f 函数。当m →∞时，按照狄利克雷定理，傅里叶级数 (2.1.12)

在连续点收敛于 f，在间断点 (x = 0,±2π,±4π, · · · )收敛于 [f(x− 0) + f(x + 0)]/ 2

= 0，如图 2.4 所示。

图 2.3 锯齿函数的傅里叶级数的部分和 Sm(x)，来自式 (2.1.13)

图 2.4 锯齿函数的傅里叶级数 (2.1.12)，它在连续点收敛于 f，在间断点

(x = 0,±2π,±4π, · · · ) 收敛于 [f(x− 0) + f(x + 0)]/ 2 = 0

特别是，傅里叶级数 (2.1.12) 在连续区域 0 < x < 2π 收敛于
1
2
(π− x)，即

∞∑
n=1

sinnx

n
=

1
2

(π− x) (0 < x < 2π) (2.1.14)

这是一个重要的求和公式。我们看到，在讨论傅里叶级数 (2.1.12) 收敛行为的过程
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中，自然得到了这个公式。

2.2 半幅傅里叶级数

在许多实际问题中，函数 φ(x) 是一个定义在有限区间 0 < x < L 上的任意函

数，因为它不具有周期性，2.1 节的结果是不适用的。而这样的函数能展开为所谓

的半幅傅里叶级数 (half-range Fourier series)。事实上，如果 φ(x) 在 0 < x < L 内

是分段光滑的，则 φ(x) 有正弦函数展开式

φ(x) =
∞∑

n=1

Cn sin
nπx

L
(2.2.1)

其中，展开系数为

Cn =
2
L

∫ L

0

φ(x) sin
nπx

L
dx (n = 1, 2, 3, · · · ) (2.2.2)

另外，φ(x) 还有余弦函数展开式

φ(x) = D0 +
∞∑

n=1

Dn cos
nπx

L
(2.2.3)

其中，展开系数是

D0 =
1
L

∫ L

0

φ(x)dx (2.2.4a)

和

Dn =
2
L

∫ L

0

φ(x) cos
nπx

L
dx (n = 1, 2, 3, · · · ) (2.2.4b)

下面我们推导式 (2.2.2) 的展开系数，为此首先计算下面的积分

∫ L

0

sin
mπx

L
sin

nπx

L
dx (m,n = 1, 2, 3, · · · )

=
1
2

∫ L

0

[
cos

(m− n)πx

L
− cos

(m + n)πx

L

]
dx

=
L

2π

[
1

m− n
sin

(m− n)πx

L
− 1

m + n
sin

(m + n)πx

L

]L

0

=
L

2π

[
sin (m− n)π

m− n
− sin (m + n)π

m + n

]

=0 (m 6= n)
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而 ∫ L

0

sin
mπx

L
sin

nπx

L
dx =

L

2
(m = n) (2.2.5)

统一表示为 ∫ L

0

sin
mπx

L
sin

nπx

L
dx =

L

2
δmn (2.2.6)

现在，对式 (2.2.1) 两边同乘以 sin
mπx

L
(m = 1, 2, 3, · · · )，然后在区间 (0, L) 积分，

并利用式 (2.2.6)，我们有
∫ L

0

φ(x) sin
mπx

L
dx =

∫ L

0

sin
mπx

L

( ∞∑
n=1

Cn sin
nπx

L

)
dx (m,n = 1, 2, 3, · · · )

=
∞∑

n=1

Cn

∫ L

0

sin
mπx

L
sin

nπx

L
dx

=
L

2

∞∑
n=1

Cnδmn =
L

2
Cm

它给出式 (2.2.2) 的结果。下面推导式 (2.2.4) 的展开系数。首先，直接对式 (2.2.3)

两边积分，得到
∫ L

0

φ(x)dx = D0

∫ L

0

dx +
∞∑

n=1

Dn

∫ L

0

cos
nπx

L
dx

︸ ︷︷ ︸
=0

(2.2.7)

它给出式 (2.2.4a)。现在计算式 (2.2.4b) 的系数，先按照得到式 (2.2.6) 的方法，求

出下面的积分 ∫ L

0

cos
mπx

L
cos

nπx

L
dx =

L

2
δmn (2.2.8)

然后给式 (2.2.3)两边同乘以 cos
mπx

L
(m = 1, 2, 3, · · · )，并在区间 (0, L)积分，再利

用

∫ L

0

cos
mπx

L
dx = 0 及式 (2.2.8)，最终得到式 (2.2.4b)。

需要强调，半幅傅里叶级数的收敛性服从式 (2.1.7) 所示的狄利克雷定理，即

级数 (2.2.1) 和级数 (2.2.3) 在函数 φ(x) 的连续点收敛于 φ，在它的在间断点收敛

于 [φ(x− 0) + φ(x + 0)]/ 2。

上面介绍的半幅傅里叶级数在有限区间问题中有非常广泛的应用，对于具体

的问题，特别是数学物理方法的不同边值问题，半幅傅里叶级数呈现不同的形式，

除了式 (2.2.1) 和式 (2.2.3) 的形式外，还能取

φ(x) =
∞∑

n=0

Cn sin
(2n + 1)πx

2L
(2.2.9)
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φ(x) =
∞∑

n=0

Dn cos
(2n + 1)πx

2L
(2.2.10)

的形式，其中的展开系数为

Cn =
2
L

∫ L

0

φ(x) sin
(2n + 1)πx

2L
dx (2.2.11)

Dn =
2
L

∫ L

0

φ(x) cos
(2n + 1)πx

2L
dx (2.2.12)

具体问题我们将在随后的章节中详细讨论。

例 将图 2.5 所示的函数 φ(x) = sin x(0 6 x 6 π) 展开成半幅傅里叶级数。

图 2.5 函数 φ(x) = sin x(0 6 x 6 π)

解 将函数 φ(x) = sinx(0 6 x 6 π) 按式 (2.2.1) 展开时，只有一项 sinx。现

在将它按余弦函数式 (2.2.3) 展开，我们有

D0 =
1
L

∫ L

0

φ(x)dx =
1
π

∫ π

0

sinxdx =
2
π

Dn =
2
L

∫ L

0

φ(x) cos
nπx

L
dx =

2
π

∫ π

0

sinx cos nxdx

=
1
π

∫ π

0

[sin(x + nx) + sin(x− nx)] dx

=
1
π

[
1− cos(n + 1)π

n + 1
− 1− cos(n− 1)π

n− 1

]

=
1
π

[
1 + cos nπ

n + 1
− 1 + cos nπ

n− 1

]

= −2(1 + cos nπ)
π(n2 − 1)

(n 6= 1)

当 n = 1 时

D1 =
2
π

∫ π

0

sinx cos xdx =
1
π

∫ π

0

sin 2xdx = 0 (2.2.13)
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于是半幅傅里叶级数 (2.2.3) 给出

f(x) =
2
π
− 2
π

∞∑
n=2

1 + cos nπ

n2 − 1
cos nx

=
2
π
− 2
π

∞∑
n=2

1 + (−1)n

n2 − 1
cos nx

[
1 + (−1)n =

{
0(n = 1, 3, 5, · · · )
2(n = 0, 2, 4, · · · )

]

=
2
π
− 4
π

(
cos 2x

22 − 1
+

cos 4x

42 − 1
+

cos 6x

62 − 1
+ · · ·

)

=
2
π
− 4
π

∞∑

k=1

cos 2kx

(2k)2 − 1

由于图 2.5 的函数在定义区间 [0,π] 没有间断点，因此收敛于 f。这样我们得到

sinx =
2
π
− 4
π

∞∑

k=1

cos 2kx

(2k)2 − 1
(0 6 x 6 π) (2.2.14)

这是一个 sinx的展开式。在讨论图 2.5所示函数的傅里叶级数收敛行为的过程中，

我们自然地得到了它。

2.3 傅里叶积分

以上两节我们讨论了周期函数的傅里叶级数以及有限区间的半幅傅里叶级数，

那么一个定义在 (−∞,∞) 区间的非周期函数还能进行傅里叶展开吗？这就是本

节将要讨论的问题。实际上，傅里叶级数可以扩展到连续变化的情况，即傅里叶

积分。

在讨论傅里叶级数向傅里叶积分转变的过程中，函数的 “绝对可积” 是一个重

要的概念，我们首先介绍它。如果一个定义在区间 (−∞,∞) 上的函数 f(x) 满足

条件 ∫ ∞

−∞
|f(x)|dx < ∞ (2.3.1)

则称 f(x) 在 (−∞,∞) 上是绝对可积的。一个绝对可积函数的示意图如图 2.6 所

示。明显地 ∫ ∞

−∞
|f(x)|dx >

∫ ∞

−∞
f(x)dx (2.3.2)

等号相应于 f(x) > 0。因此 |f(x)| 在区间 (−∞,∞) 上的可积确保了 f(x) 的可积，

即一个绝对可积函数 f(x) 有性质
∫ ∞

−∞
f(x)dx =有限值 (2.3.3)



· 30 · 第 2 章 傅里叶级数

另一方面，绝对可积条件式 (2.3.1) 还要求

当x → ±∞时, f(x) → 0 (2.3.4)

这是绝对可积函数的另一个性质。

图 2.6 一个绝对可积函数 f(x) 和它的绝对值 |f(x)| 的示意图

现在我们考虑一个满足绝对可积条件式 (2.3.1) 的周期函数，周期为 2L，即

f(x) = f(x + 2L)，它的傅里叶级数 [见式 (2.1.8)] 为

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

(
an cos

nπ

L
x + bn sin

nπ

L
x
)

(2.3.5)

其中，系数 a0, an, bn 由式 (2.1.9) 确定。其实，这样的周期函数可以转变成一个定

义在 (−∞,∞)区间的非周期函数，最简单的途径是取 L →∞，这样一来函数就不
再具有周期性，而且定义扩展到 (−∞,∞) 区间。这时式 (2.1.9a) 中的系数为

a0 =
1

2L

∫ L

−L

f(t)dt
L→∞−−−−→ 0 (2.3.6)

其中，我们用到了绝对可积函数的性质 (2.3.3)。进一步，令 ωn = nπ/ L，则

∆ω = ωn − ωn−1 =
π

L
(2.3.7)

由式 (2.3.7) 可以看出，傅里叶级数 (2.3.5) 的求和间隔 ∆ω 在 L →∞ 时将变成微
元 dω，而变量 ωn 趋于连续变化，傅里叶级数则转变成积分的形式，即

∞∑
n=1

· · ·∆ω
L→∞−−−−→

∫ ∞

0

· · ·dω (2.3.8)

事实上

∞∑
n=1

an cos
nπ

L
x =

∞∑
n=1

1
L

[∫ L

−L

f(t) cos
nπ

L
tdt

]
cos

nπ

L
x

=
∞∑

n=1

∆ω

π

[∫ L

−L

f(t) cos ωntdt

]
cos ωnx
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L→∞−−−−→
∫ ∞

0

dω

[
1
π

∫ ∞

−∞
f(t) cos ωtdt

]
cos ωx (2.3.9a)

同理

∞∑
n=1

bn sin
nπ

L
x

L→∞−−−−→
∫ ∞

0

dω

[
1
π

∫ ∞

−∞
f(t) sin ωtdt

]
sinωx (2.3.9b)

现在我们利用式 (2.3.9)，将式 (2.3.5) 写成

f(x) =
∫ ∞

0

[A(ω) cos ωx + B(ω) sin ωx]dω (2.3.10)

其中

A(ω) =
1
π

∫ ∞

−∞
f(t) cos ωtdt (2.3.11a)

B(ω) =
1
π

∫ ∞

−∞
f(t) sin ωtdt (2.3.11b)

式 (2.3.10)就是函数 f(x)的傅里叶积分表示，其中的展开系数 A(ω)和 B(ω)由式

(2.3.11)确定。在上述由级数到积分的转变中，具体的变化是：①L →∞和 f(x)的

绝对可积性质 (2.3.3)导致系数 a0 = 0；②计算 an和 bn时的积分限 (−L,L)变成了

计算 A(ω) 和 B(ω) 时的积分限 (−∞,∞)；③分立变化的求和变量 ωn = nπ/L(n =

1, 2, · · · ) 变成了连续变化的积分变量 ω > 0。而确保级数可以转变成积分的条件则

是式 (2.3.1)所示的绝对可积。这个条件还进一步确保了式 (2.3.11)中系数 A(ω)和

B(ω)的存在性，如图 2.7所示意的那样。当然，为了使傅里叶积分式 (2.3.10)具有

式 (2.1.7)所确定的收敛行为，函数 f(x)要满足狄利克雷定理成立的条件，即 f(x)

分段光滑。总而言之，一个分段光滑且绝对可积的函数 f(x) 具有傅里叶积分表示

式 (2.3.10)，其中的 A(ω) 和 B(ω) 由式 (2.3.11) 确定；而傅里叶积分的收敛行为

服从狄利克雷定理，即在原函数的连续点收敛于 f(x)，在原函数的间断点收敛于

[f(x− 0) + f(x + 0)]/ 2。

图 2.7 图 2.6 所示的绝对可积函数 f(x) 确保系数 A(ω) 和 B(ω) 的存在性
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物理上通常认为，f(x)代表一个 “信号”，系数 A(ω)和 B(ω)则是信号 f(x)的

频谱分布函数，它们分别相应于正交分量 cos ωt和 sinωt。由信号得到频谱的过程，

通常称为傅里叶分析。从式 (2.3.11) 可以看出：如果 f(t) 是偶函数，则 B(ω) = 0；

如果 f 是奇函数，则 A(ω) = 0。

应该注意，上述绝对可积条件 (2.3.1) 是傅里叶积分存在的充分条件，但不是

必要的。实际上不少函数并不满足绝对可积条件，但它们的傅里叶积分确实存在。

下面我们将通过两个例子进一步了解傅里叶积分的含义与意义。

例 1 求图 2.8 所示的函数

f(x) =

{
1 (|x| 6 1)

0 (|x| > 1)
(2.3.12)

的傅里叶积分表示式。

图 2.8 函数 (2.3.12)

解 首先计算式 (2.3.11) 中的频谱分布函数，因为式 (2.3.12) 表示一个偶函

数，故 B(ω) = 0，而

A(ω) =
1
π

∫ 1

−1

cos ωtdt =
2 sin ω

πω
(2.3.13)

于是傅里叶积分表示式为

f(x) =
2
π

∫ ∞

0

sinω cos ωx

ω
dω (2.3.14)

根据狄利克雷定理，式 (2.3.14) 在原函数的不连续点 x = ±1 收敛于 [f(x − 0) +

f(x + 0)]/ 2 = 1/2，在连续点收敛于 f，因此

2
π

∫ ∞

0

sinω cos ωx

ω
dω =





1 (|x| < 1)
1
2

(|x| = 1)

0 (|x| > 1)

(2.3.15)

特别地，在 x = 0，有 ∫ ∞

0

sinω

ω
dω =

π

2
(2.3.16)
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这就是熟知的狄利克雷积分，我们在讨论傅里叶积分 (2.3.14)的收敛行为时自然得

到了这个公式。在式 (2.3.15) 中讨论 |x| = 1 的情况也能得到公式 (2.3.16)。

例 2 求图 2.9 所示的函数

f(x) =

{
cos x (|x| < π/2)

0 (|x| > π/2)
(2.3.17)

的傅里叶积分表示式。

图 2.9 式 (2.3.17) 所示的函数

解 首先计算式 (2.3.11) 中的频谱分布函数，式 (2.3.17) 所示的函数 f 是定

义在区间 (−∞,∞) 上的偶函数，所以 B(ω) = 0，而

A(ω) =
1
π

∫ ∞

−∞
f(x) cos ωxdx =

2
π

∫ π/2

0

cos x cos ωxdx

=
1
π

∫ π/2

0

[cos(1 + ω)x + cos(1− ω)x]dx

=
1
π

{
sin [(1 + ω)π/2]

1 + ω
+

sin [(1− ω)π/2]
1− ω

}

=
1
π

{
cos(ωπ/2)

1 + ω
+

cos(ωπ/2)
1− ω

}

=
2 cos(ωπ/2)
π (1− ω2)

这个结果允许 ω = 1，事实上，利用洛必达法则，有

lim
ω→1

2 cos(ωπ/ 2)
π (1− ω2)

=
1
2

lim
ω→1

sin(ωπ/ 2)
ω

=
1
2

(2.3.18a)

另一方面，我们利用式 (2.3.11a) 直接计算出

A(1) =
2
π

∫ π/2

0

cos2 xdx =
1
2

(2.3.18b)
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可见两种计算方法的结果是相同的。正如图 2.10 所示，A(ω) 在 ω = 1 是连续的。

于是函数 (2.3.17) 的傅里叶积分表示式为

f(x) =
2
π

∫ ∞

0

cos(ωπ/ 2)
1− ω2

cos ωxdω (2.3.19)

图 2.10 信号 (2.3.17) 的频谱分布

由于函数 (2.3.17)在区间 (−∞,∞)上没有间断点，因此在所有 x处收敛于 f，

即

2
π

∫ ∞

0

cos(ωπ/ 2)
1− ω2

cos ωxdω =

{
cos x (|x| < π/2)

0 (|x| > π/2)
(2.3.20)

特别地，在 x = 0 处，有 ∫ ∞

0

cos(ωπ/ 2)
1− ω2

dω =
π

2
(2.3.21)

这是另一个重要的积分公式，我们在讨论傅里叶积分 (2.3.19)的收敛行为时自然得

到了它。



第3章 傅里叶变换

求解数学物理方法问题的重要工具之一是积分变换。所谓积分变换就是把函

数 f(t) 经过积分运算变为另一类函数 F (β)，一般表示为

F (β) =
∫ b

a

f(t)K(β, t)dt (3.0.1)

其中，β 是一个参变量，K(β, t) 是一个确定的二元函数，称为积分变换的核。不同

的核与不同的积分区域，构成不同的积分变换。本书主要介绍傅里叶变换与拉普拉

斯变换这两种最常用的变换。它们具有非常广泛的应用，不但涉及工程技术，如力

学、声学、电工学、电子学、信息光学、信息工程等领域的信号分析和信号处理等，

还广泛应用于理论学科，如理论物理、量子力学、电动力学等。

3.1 傅里叶变换简介

第 2 章讨论的傅里叶积分是傅里叶级数向连续变量的扩展，而傅里叶积分又

可以进一步扩展到傅里叶变换，这一扩展所引起的变化是频谱范围由 ω ∈ [0,∞)变

成了 ω ∈ (−∞,∞)。因此傅里叶变换涉及的问题更加广泛。本节介绍傅里叶变换的

定义和性质，而傅里叶变换的计算和应用将随后讨论。

3.1.1 傅里叶变换的定义

考虑一个定义在区间 (−∞,∞) 上的函数 f(x)，下面我们将从 f(x) 的傅里叶

积分过渡到傅里叶变换，为此首先利用式 (2.3.10)和式 (2.3.11)写出它的傅里叶积

分表示式

f(x) =
1
π

∫ ∞

ω=0

∫ ∞

t=−∞
f(t) (cos ωt cos ωx + sinωt sinωx) dtdω

=
1
π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f(t) cos ω(x− t)dtdω

=
1
2π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f(t)

[
eiω(x−t) + e−iω(x−t)

]
dtdω

=
1
2π

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

0

f(t)eiω(x−t)dω +
∫ ∞

0

f(t)e−iω(x−t)dω

]
dt (3.1.1)
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现在，将式 (3.1.1) 中的后一个积分写为

∫ ∞

0

f(t)e−iω(x−t)dω = −
∫ −∞

0

f(t)eiy(x−t)dy(y = −ω)

=
∫ 0

−∞
f(t)eiy(x−t)dy

=
∫ 0

−∞
f(t)eiω(x−t)dω

将结果代入式 (3.1.1)，与前一个积分合并后，得到

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
f(t)eiω(x−t)dω

]
dt =

1
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt

︸ ︷︷ ︸
F (ω)

eiωxdω (3.1.2)

我们得到

F (ω) =
∫ ∞

−∞
f(x)e−iωxdx (−∞ < ω < ∞) (3.1.3)

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω (−∞ < x < ∞) (3.1.4)

其中，F (ω)称为函数 f(x)的傅里叶变换，而 f(x)称为 F (ω)的傅里叶反变换。我

们将 f(x) 和 F (ω) 之间的变换与反变换记为

F (ω) = F {f(x)} (3.1.5a)

f(x) = F−1 {F (ω)} (3.1.5b)

或者更简单地表示为

F (ω) ←→ f(x) (3.1.6)

习惯上，F (ω) 称为象函数，而 f(x) 称为原函数。从得到式 (3.1.3) 和式 (3.1.4) 的

过程可以看出，傅里叶变换是从傅里叶积分过渡来的，因此傅里叶变换存在的条件

与傅里叶积分存在的条件是相同的。具体说，函数 f(x) 的傅里叶变换 F (ω) 存在

的条件是式 (2.3.1) 所示的绝对可积。与傅里叶积分的情况一样，这个条件是充分

的但不是必要的。当然，为了使傅里叶反变换 (3.1.4) 具有式 (2.1.7) 所确定的收敛

行为，函数 f(x) 要满足狄利克雷定理成立的条件，即 f(x) 分段光滑。总而言之，

一个分段光滑且绝对可积的函数 f(x) 具有傅里叶变换 (3.1.3)，而反变换积分的收

敛行为则服从狄利克雷定理，即在原函数的连续点收敛于 f(x)，在原函数的间断

点收敛于 [f(x− 0) + f(x + 0)]/ 2。
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傅里叶变换与傅里叶积分的区别在于 ω 的变化范围由 ω ∈ [0,∞) 扩展到 ω ∈
(−∞,∞)。不过，当积分 (3.1.4) 的被积函数是偶函数时，傅里叶变换约化为傅里

叶积分。另外，像傅里叶积分情况下的解释一样，f(x) 是信号，F (ω) 是频谱。由

f(x) 求 F (ω) 的过程称为傅里叶分析，而由 F (ω) 求 f(x) 的过程称为 “反演”。在

式 (3.1.3) 中令 ω = 0，得到

F (0) =
∫ ∞

−∞
f(x)dx (3.1.7a)

这意味着频谱在 ω = 0 的值等于信号 f(x) 的面积。另一方面，在式 (3.1.4) 中取

x = 0，得到

f(0) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)dω (3.1.7b)

即频谱的积分给出函数在原点取值的 2π 倍。

为了对傅里叶变换有一个直观的认识，首先考查下面简单函数的傅里叶变换。

例 讨论函数

f(x) =





1 (|x| < a)

0 (|x| > a)
(3.1.8)

的傅里叶变换。

解 这个函数与式 (2.3.12) 的函数类似，它满足绝对可积条件 (2.3.1)，由式

(3.1.3) 得到它的傅里叶变换

F (ω) =
∫ ∞

−∞
f(x)e−iωxdx =

∫ a

−a

e−iωxdx

= − 1
iω

e−iωx
∣∣a
−a

=
1
iω

(
eiωa − e−iωa

)

= 2
sin aω

ω
(3.1.9)

式 (3.1.9) 允许取 ω = 0，事实上

lim
ω→0

F (ω) = 2 lim
ω→0

sin aω

ω
= 2a (3.1.10a)

另一方面，我们利用式 (3.1.7a) 进行验证

F (0) =
∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ a

−a

dx = 2a (3.1.10b)

两种方法的结果相同。因此对于所有 ω，频谱分布函数由式 (3.1.9) 表示 (图 3.1)。
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图 3.1 信号 (3.1.9) 的频谱分布 F (ω)

现在我们利用 F (ω) 计算傅里叶反变换，由式 (3.1.4) 得到

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω =

1
π

∫ ∞

−∞

sin aω

ω
eiωxdω

=
1
π

∫ ∞

−∞

sin aω

ω
(cos ωx− i sin ωx)dω

=
2
π

∫ ∞

0

sin aω cos ωx

ω
dω

得到该结果是因为
sin aω

ω
sinωx是 ω 的奇函数，它的积分为零。当 a = 1时，上式

作为 2
sin aω

ω
的反变换正好给出函数 (2.3.12)的傅里叶积分表示式。得到这个结果

是不奇怪的，如上所述，当积分 (3.1.4) 的被积函数是偶函数时，傅里叶变换约化

为傅里叶积分。按照狄利克雷定理，反变换积分收敛于

2
π

∫ ∞

0

sin aω cos ωx

ω
dω =





1 (|x| < a)
1
2

(|x| = a)

0 (|x| > a)

(3.1.11)

特别是在 x = 0 时，有 ∫ ∞

0

sin aω

ω
dω =

π

2
(a > 0) (3.1.12a)

这是狄利克雷积分 (2.3.16) 的一个推广。由式 (3.1.12a) 还可以得到
∫ ∞

0

sin aω

ω
dω = −π

2
(a < 0) (3.1.12b)

推广的狄利克雷积分 (3.1.12) 将被用于 3.3 节的例 12。

3.1.2 傅里叶变换的性质

首先，傅里叶变换是线性变换，即

F {C1f1 + C2f2} = C1F {f1}+ C2F {f2} (3.1.13)
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其中，C1，C2 均是常数。

证明

F {C1f1 + C2f2} =
∫ ∞

−∞
[C1f1(x) + C2f2(x)]e−iωxdx

= C1

∫ ∞

−∞
f1(x)e−iωxdx + C2

∫ ∞

−∞
f2(x)e−iωxdx

= C1F {f1}+ C2F {f2}

进而，如果

f(x) ←→ F (ω) (3.1.14)

则傅里叶变换有以下定理。

1) 微分定理 I
df(x)

dx
←→ iωF (ω) (3.1.15)

证明

df(x)
dx

←→
∫ ∞

−∞

df(x)
dx

e−iωxdx =
∫ ∞

−∞
df(x)e−iωx

=
[
f(x)e−iωx

]∞
−∞ + iω

∫ ∞

−∞
f(x)e−iωxdx

= iωF (ω)

这里利用了当 x → ±∞ 时，f(x) → 0 的性质 [见式 (2.3.4)]。

类似地，可以证明

f (n)(x) ←→ (iω)n
F (ω) (3.1.16)

2) 微分定理 II

xf(x) ←→ i
d
dω

F (ω) (3.1.17)

证明 在式 (3.1.3) 两边关于 ω 求导数

d
dω

F (ω) =
d
dω

∫ ∞

−∞
f(x)e−iωxdx

=
∫ ∞

−∞
f(x)

d
dω

(
e−iωx

)
dx = −i

∫ ∞

−∞
xf(x)e−iωxdx

= −iF{xf(x)}

故式 (3.1.17) 成立。类似地，可以证明

xnf(x) ←→ in
d
dω

F (ω) (3.1.18)



· 40 · 第 3 章 傅里叶变换

3) 积分定理
∫ x

x0

f(x)dx ←→ F (ω)
iω

(积分下限 x0 取任意值) (3.1.19)

证明 令 g(x) =
∫ x

x0

f(x)dx，则 f(x) = g′(x)。由于

F (ω) = F {f(x)} = F {g′(x)} = iωG(ω) (3.1.20)

最后一步利用了式 (3.1.15)，式 (3.1.20) 即为

F (ω)
iω

= G(ω) ←→
∫ x

x0

f(x)dx (3.1.21)

故式 (3.1.19) 成立。

4) 位移定理

f(x + ξ) ←→ eiωξF (ω) (ξ为任意实数) (3.1.22)

证明
∫ ∞

−∞
f(x + ξ)e−iωxdx (y = x + ξ)

=
∫ ∞

−∞
f(y)e−iω(y−ξ)dy

=eiωξ

∫ ∞

−∞
f(y)e−iωydy

=eiωξF (ω)

故式 (3.1.22) 成立。

5) 卷积定义与卷积定理

设函数 f1(x) 和 f2(x) 均定义在区间 (−∞,∞)，则它们的卷积定义为

f1(x) ∗ f2(x) =
∫ ∞

−∞
f1(ξ)f2(x− ξ)dξ (3.1.23)

卷积是一种综合性运算，包含函数相乘、延迟和积分。卷积的结果仍然是 x 的函

数。卷积定理表示为

f1(x) ∗ f2(x) ←→ F1(ω)F2(ω) (3.1.24)

其中，F1(ω) 和 F2(ω) 分别是 f1(x) 和 f2(x) 的傅里叶变换。

证明 我们根据卷积定义 (3.1.23) 计算函数 f1(x) ∗ f2(x) 的傅里叶变换
∫ ∞

−∞
f1(x) ∗ f2(x)e−iωxdx =

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
f1(ξ)f2(x− ξ)dξ

]
e−iωxdx
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=
∫ ∞

−∞
f1(ξ)

[∫ ∞

−∞
f2(x− ξ)e−iω(x−ξ)dx

]
e−iωξdξ (y = x− ξ)

=
∫ ∞

−∞
f1(ξ)

[∫ ∞

−∞
f2(y)e−iωydy

]
e−iωξdξ

=
∫ ∞

−∞
f1(ξ)F2(ω)e−iωξdξ = F2(ω)

∫ ∞

−∞
f1(ξ)e−iωξdξ

=F1(ω)F2(ω)

故式 (3.1.24) 成立。同样 f2(x) ∗ f1(x) ←→ F2(ω)F1(ω)，这意味着卷积运算服从交
换律

f1(x) ∗ f2(x) = f2(x) ∗ f1(x) (3.1.25)

事实上

f1(x) ∗ f2(x) =
∫ ∞

−∞
f1(ξ)f2(x− ξ)dξ (η = x− ξ)

= −
∫ −∞

∞
f1(x− η)f2(η)dη

=
∫ ∞

−∞
f2(η)f1(x− η)dη = f2(x) ∗ f1(x)

下面的例题显示了卷积运算的一些有趣性质。

例 对于偶函数 f(−x) = f(x) 和奇函数 h(−x) = −h(x)，分别计算它们与

cos ωx，sinωx 函数的卷积，其中 ω 是任意实数。

解 对于偶函数 f(−x) = f(x)

f(x) ∗ cos ωx =
∫ ∞

−∞
f(ξ) cos ω(x− ξ)dξ

=
∫ ∞

−∞
f(ξ) (cos ωx cos ωξ + sinωx sinωξ) dξ

(
f(ξ) sin ωξ是ξ的奇函数

)

= cos ωx

∫ ∞

−∞
f(ξ) cos ωξdξ

= cos ωx

∫ ∞

−∞
f(ξ) (cos ωξ − i sin ωξ)dξ

= cos ωx

∫ ∞

−∞
f(ξ)e−iωξdξ

即

f(x) ∗ cos ωx = F (ω) cos ωx (3.1.26a)

同理可证

f(x) ∗ sinωx = F (ω) sin ωx (3.1.26b)
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对于奇函数 h(−x) = −h(x)，则有

h(x) ∗ cos ωx = iH(ω) sin ωx (3.1.27a)

h(x) ∗ sinωx = −iH(ω) cos ωx (3.1.27b)

3.2 δ 函 数

由量子力学大师狄拉克 (Dirac)创建的 δ 函数是一个非常奇妙的函数，它在量

子力学、经典物理学以及许多科学技术领域都有广泛的用途。这个函数定义在区间

(−∞,∞)，记为 δ(x− x0)，其中 |x0| < ∞。本节将讨论 δ 函数的定义和性质，以及

δ 函数的极限表示。

3.2.1 δ 函数的定义和含义

δ 函数的定义涉及它的两个特征。第一个特征是

图 3.2 δ 函数 δ(x− x0)

δ(x− x0) =

{
0 (x 6= x0)

∞ (x = x0)
(3.2.1)

这意味着 δ 函数是无限高且无穷窄的 (图 3.2)。它的

第二个特征是
∫ ∞

−∞
δ(x− x0)dx = 1 (3.2.2)

即 δ 函数有单位面积。这两个特征作为 δ 函数的定义

是缺一不可的。

δ 函数的定义直接导致它的另一个重要性质：对于任何一个连续函数 f(x) 都

有 ∫ ∞

−∞
f(x)δ(x− x0)dx = f(x0) (3.2.3)

证明 因为 δ(x− x0) 在 x0 以外的任何地方均为零，因此，式 (3.2.3) 左边的

积分范围可以写成 [x0 − ε, x0 + ε]。其中，ε 是一个无穷小量，在这样一个无穷窄的

区间内，f(x) 可以被它的中间值 f(x0) 代替，于是

∫ ∞

−∞
f(x)δ(x− x0)dx =

∫ x0+ε

x0−ε

f(x)δ(x− x0)dx

= f(x0)
∫ x0+ε

x0−ε

δ(x− x0)dx

= f(x0)
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可以看出，δ 函数的作用是通过式 (3.2.3) 左边的积分将 f(x) 在 x0 的值 f(x0) 选

出来，所以式 (3.2.3) 称为 δ 函数的 “筛选” 性质。

当 x0 = 0 时，上述结果约化为

δ(x) =

{
0 (x 6= 0)

∞ (x = 0)
(3.2.4)

∫ ∞

−∞
δ(x)dx = 1 (3.2.5)

∫ ∞

−∞
f(x)δ(x)dx = f(0) (3.2.6)

我们进一步分析 δ 函数的物理含义，从式 (3.2.1) 看，δ 函数是一个点源函

数，可以表示许多特殊的物理量。比如，位于 x0 而质量为 m 的质点的线密度为

mδ(x−x0)；位于 x0而电量为 q的点电荷的线密度为 qδ(x−x0)；冲量 k在 x0位置作

用而产生的冲量密度为 kδ(x−x0)。另一方面，从式 (3.2.2)看，δ函数又是一个归一

化的分布函数，因此式 (3.2.3)右边的 f(x0)可以理解为物理量 f(x)在这个分布中

的平均值。无论作为点源函数还是分布函数，δ(x−x0)是有量纲的：[δ(x)] = 1/ [x]。

比如，在电荷线密度中，δ(x−x0)具有坐标倒数的量纲。而作为分布函数，δ(x−x0)

可以具有众多不同的量纲 (依赖于哪个物理量的分布)，如波长分布、质量分布、浓

度分布等。具体情况我们将在随后的有关章节中详细讨论。

3.2.2 δ 函数的性质

本节将通过不同类型的例题进一步讨论 δ 函数的性质。

例 1 证明 δ 函数是偶函数。

证明 设 f1(x) = δ(x− x1)，f2(x) = δ(x− x2)，作积分
∫ ∞

−∞
f1(x)f2(x)dx，并

利用式 (3.2.3)，得到
∫ ∞

−∞
f1(x)f2(x)dx =

∫ ∞

−∞
δ(x− x1)f2(x)dx = f2(x1) = δ(x1 − x2) (3.2.7a)

∫ ∞

−∞
f1(x)f2(x)dx =

∫ ∞

−∞
f1(x)δ(x− x2)dx = f1(x2) = δ(x2 − x1) (3.2.7b)

式 (3.2.7) 的两式相等，故

δ(x1 − x2) = δ(x2 − x1) (3.2.8)

若 x2 − x1 = x，则

δ(−x) = δ(x) (3.2.9)
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所以 δ 函数是偶函数。

例 2 讨论 δ 函数与函数 f(x)(−∞ < x < ∞) 的卷积。

解 首先，δ(x) 函数与 f(x) 的卷积给出 f(x) 本身

δ(x) ∗ f(x) =
∫ ∞

−∞
f(ξ)δ(x− ξ)dξ = f(x) (3.2.10)

而 δ(x− a) 与 f(x) 的卷积为

δ(x− a) ∗ f(x) =
∫ ∞

−∞
δ(ξ − a)f(x− ξ)dξ = f(x− a) (3.2.11)

可见卷积结果是将 f(x) 平移了一段距离 a，如图 3.3 所示。

图 3.3 δ(x− a) 与 f(x) 的卷积给出 f(x− a)

两个 δ 函数的卷积为

δ(x− a) ∗ δ(x− b) =
∫ ∞

−∞
δ(ξ − a)δ(x− ξ − b)dξ = δ [x− (a + b)] (3.2.12)

上述 δ 函数的卷积性质在计算机运算中是很有用的。

例 3 在量子力学中，坐标 x 是一个算符，证明 δ 函数满足算符 x 的本征方

程

xδ(x− x0) = x0δ(x− x0) (3.2.13)

其中，x0 是本征值，并进而讨论本征函数 δ(x− x0) 的正交归一性和完备性。

证明 在式 (3.2.6) 左边的积分中取 f(x) = x，则积分筛选出 x 在 0 的取值，

即 ∫ ∞

−∞
f(x)δ(x)dx =

∫ ∞

−∞
xδ(x)dx = 0 (3.2.14)

该定积分结果为零有两种可能：一是被积函数 xδ(x) = 0；二是被积函数 xδ(x) 随

x 变化在积分区间出现正负面积相等的情况。现在，xδ(x) 在 0 以外的任何地方为

零，不可能出现后一种可能，因此必定有

xδ(x) = 0 (3.2.15)
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其中，x 是任意的，现在用 x− x0 代换其中的 x，得到

(x− x0)δ(x− x0) = 0 (3.2.16)

它给出本征方程 (3.2.13)。

本征函数 δ(x− x0) 对于本征值 x0 的连续变化，构成了本征函数集合 {δ(x−
x0)}。为了讨论本征函数的正交归一性，从集合 {δ(x− x0)} 中取出两个本征函数
δ(x− x1) 和 δ(x− x2) 作积分，再利用式 (3.2.3)，我们得到

∫ ∞

−∞
δ(x− x1)δ(x− x2)dx = δ(x1 − x2) (3.2.17)

这就是坐标算符 x的本征函数的正交归一性表达式，由于本征值 x0 的变化形成了

连续谱，积分结果归于 δ 函数，而不像分立谱情况下归于 δmn 符号 [见式 (2.1.4)]。

δ 函数的完备性是

f(x) =
∫ ∞

−∞
f(ξ)δ(ξ − x)dξ (3.2.18)

它表示任意一个连续函数 f(x) 可以按照坐标算符的本征函数集 {δ(ξ − x)} 展开。
例 4 讨论 δ 函数的傅里叶变换。

解 δ(x− x0) 函数满足绝对可积条件 (2.3.1)，它的傅里叶变换为

F {δ(x− x0)} =
∫ ∞

−∞
δ(x− x0)e−iωxdx = e−iωx0 (3.2.19a)

其中利用了 δ 函数的筛选性质 (3.2.6)。当 x0 = 0 时，式 (3.2.19a) 给出

F {δ(x)} = 1 (3.2.19b)

由于 δ(x) 函数在定义区间 (−∞,∞) 没有间断点，因此反变换积分收敛于

δ(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
eiωxdω (3.2.20)

根据 δ(x) 的偶函数性质 (3.2.9)，式 (3.2.20) 还可以写为

δ(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−iωxdω (3.2.21)

即

2πδ(ω) =
∫ ∞

−∞
e−iωxdx (3.2.22)
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我们有 F {δ(x)} = 1与 F {1} = 2πδ(ω)，这样 1与 δ(x)构成了一个傅里叶变换对。

另外式 (3.2.20) 与式 (3.2.22) 给出
∫ ∞

−∞
e−iωxdx =

∫ ∞

−∞
eiωxdx (3.2.23)

这是一个有趣的结果。

式 (3.2.21) 可以变为

δ(x) =
1

2πa

∫ ∞

−∞
e

i
a (aω)xd (aω) =

1
2πa

∫ ∞

−∞
e

i
a kxdk (k = aω) (3.2.24)

其中，a 是常数，即

δ(x) =
1

2πa

∫ ∞

−∞
e

i
a pxdp (3.2.25)

将 x 换成 p− p′，将积分变量换成 x，得到

δ(p− p′) =
1

2πa

∫ ∞

−∞
e

i
a (p−p′)xdx (3.2.26)

式 (3.2.25) 和式 (3.2.26) 在量子力学中有特别的物理意义。

例 5 讨论动量本征函数 (见 1.2.1 节，例 4) 的正交归一性和完备性。

解 式 (1.2.13a) 给出动量本征函数

ψp(x) = c exp
(

i
~
px

)
(3.2.27)

其中，本征值 p的变化组成连续谱。为了讨论动量本征函数的正交归一性，从集合

{ψp(x)} 中取出两个本征函数作积分，得到
∫ ∞

−∞
ψ∗p′(x) · ψp(x)dx =

∫ ∞

−∞
c∗ exp

(
− i
~
p′x

)
· c exp

(
i
~
px

)
dx

= |c|2
∫ ∞

−∞
exp

[
i
~
(p− p′)x

]
dx

[
利用式 (3.2.26)

]

= |c|2 [2π~δ(p− p′)]
(
取c =

1√
2π~

)

= δ(p− p′)

这就是动量算符的本征函数的正交归一性表达式，其实这个结果是式 (3.2.26) 在

a = ~ 时的特殊情况。与坐标本征函数类似，动量本征函数的正交归一性也是归于
δ 函数。而归一化的动量本征函数为

ψp(x) =
1√
2π~

exp
(

i
~
px

)
(3.2.28)
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为了讨论动量算符的本征函数的完备性，将式 (3.1.4) 写为

f(x) =
1

2πa

∫ ∞

−∞
F (aω)e

i
a (aω)xd (aω) (p = aω)

=
1

2πa

∫ ∞

−∞
F (p)e

i
a pxdp

取 a = ~，得到

f(x) =
1

2π~

∫ ∞

−∞
F (p)e

i
~pxdp =

1√
2πh

∫ ∞

−∞
F (p)ψp(x)dp (3.2.29)

式 (3.2.29)就是动量本征函数 (3.2.28)的完备性表达式，它表示任意一个连续函数

f(x) 可以按照动量本征函数集 {ψp(x)} 展开。而展开系数正比于 f(x) 的傅里叶变

换 F (ω)。特别是，在式 (3.2.25) 中取 a = ~，得到

δ(x) =
1

2π~

∫ ∞

−∞
e

i
~pxdp =

1√
2πh

∫ ∞

−∞
ψp(x)dp (3.2.30)

它是 δ(x) 函数按动量本征函数集 {ψp(x)} 的展开式。
3.2.3 δ 函数的辅助函数

本节讨论 δ 函数的辅助函数。这个问题的提出是基于 3.2.1节所述的 δ 函数的

两个特征：

(1) δ(x) 在 x = 0 为无穷大，在其他处为零；

(2) δ(x) 是归一化的分布函数：
∫ ∞

−∞
δ(x)dx = 1。

按照这两个特征，我们考虑一个定义在区间 (−∞,∞) 上的函数 Fβ(x)，它在 x = 0

取最大值 Fβ(0)，β 是一个参量。如果 Fβ(x) 对于每一个 β 值都满足归一化条件

∫ ∞

−∞
Fβ(x)dx = 1 (3.2.31)

而且它的峰值 Fβ(0) 随着参量 β 的变化不断升高，并在 β 取极限值 β0 时趋于无

穷大，那么这个函数的极限形式就是 δ 函数

lim
β→β0

Fβ(x) = δ(x) (3.2.32)

这样的函数 Fβ(x) 称为 δ 函数的辅助函数。其实许多函数都具有这样的特征，最

简单的辅助函数是

U(x) =





1
2β

(|x| 6 β)

0 (|x| > β)
(3.2.33a)
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而最常见的辅助函数是

V (x) =
sinβx

πx
(3.2.33b)

它们的曲线如图 3.4 所示，U(x) 和 V (x) 在极限情况下均趋于 δ 函数

lim
β→0

U(x) = δ(x), lim
β→∞

V (x) = δ(x)

图 3.4 式 (3.2.33) 所示的函数

我们进而考查下列熟知的函数

G(x− a) =
1√
πβ

exp
[
− (x− a)2

β

]
(3.2.34a)

L(x− a) =
1
π

β

(x− a)2 + β2
(3.2.34b)

S(x− a) =
β

π(x− a)2
sin2

(
x− a

β

)
(3.2.34c)

E(x− a) =
1
2β

exp
(
−|x− a|

β

)
(3.2.34d)

这些函数都是定义在区间 (−∞,∞) 上的归一化分布函数，都在 x = a 取最大值，

参数 β > 0。它们的峰值分别为

G(0) =
1√
πβ

, L(0) =
1
πβ

, S(0) =
1
πβ

, E(0) =
1
2β

当参数 β 逐渐变小时，这些峰值不断升高，如图 3.5 所示。而在极限 β → 0，它们

均趋于无穷大，于是这些函数的极限形式均是 δ(x− a) 函数，即

lim
β→0

1√
πβ

exp
[
− (x− a)2

β

]
= δ(x− a) (3.2.35a)

lim
β→0

1
π

β

(x− a)2 + β2
= δ(x− a) (3.2.35b)
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lim
β→0

β

π(x− a)2
sin2

(
x− a

β

)
= δ(x− a) (3.2.35c)

lim
β→0

1
2β

exp
(
−|x− a|

β

)
= δ(x− a) (3.2.35d)

图 3.5 来自式 (3.2.34) 的函数。对于每一个函数，随着参量 β 的逐渐减小，峰值不断升高，

在极限 β → 0 时，趋于 δ(x− a) 函数

式 (3.2.34) 的函数都是在区间 (−∞,∞) 上的归一化分布函数。而某些函数在

有限区间 [−a, a] 内是归一化分布函数，其极限行为也具有 δ 函数的两个特征。一

个典型的例子是函数

C(x, b) =
1
2π

1− b2

1− 2b cos x + b2
(3.2.36)

其中，0 < b < 1，这是一个关于 x 的偶函数，它在区间 [−π,π] 上是归一化的
∫ π

−π
C(x, b)dx = 1 (3.2.37)

C(x, b) 在 x = 0 取峰值

C(0, b) =
1
2π

1 + b

1− b
(3.2.38)

当参数 b增大时，峰值 C(0, b)升高，如图 3.6(a)所示。在极限 b → 1时，式 (3.2.38)

给出峰值 C(0, 1) →∞，即

lim
b→1

C(x, b) =
1
2π

lim
b→1

1− b2

1− 2b cos x + b2
= δ(x) (3.2.39)
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图 3.6 (a) 分布函数 (3.2.36)；(b) 狄利克雷内核 (3.2.45)；(c) 狄利克雷倍核 (3.2.49)

现在我们考查 δ 函数的另一个辅助函数，它基于求和式

1 + 2 cos x + 2 cos 2x + · · ·+ 2 cos mx (3.2.40)

我们首先计算这个求和，利用

sin
1
2
x cos nx =

1
2

[
sin

(
n +

1
2

)
x− sin

(
n− 1

2

)
x

]
(3.2.41)

得到

2 sin
1
2
x (cos x + cos 2x + · · ·+ cos mx)

=
(

sin
3
2
x− sin

1
2
x

)
+

(
sin

5
2
x− sin

3
2
x

)
+

(
sin

7
2
x− sin

5
2
x

)
+ · · ·

+
[
sin

(
m +

1
2

)
x− sin

(
m− 1

2

)
x

]

=sin
(

m +
1
2

)
x− sin

1
2
x

两边同除以 sin
1
2
x，得到

1 + 2 cos x + 2 cos 2x + · · ·+ 2 cos mx =
sin

(
m +

1
2

)
x

sin
1
2
x

(3.2.42)
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式 (3.2.42) 两边在区间 [−π,π] 积分，因为所有的余弦项积分为零，得到

∫ π

−π

sin
(

m +
1
2

)
x

sin
1
2
x

dx = 2π (3.2.43)

它可以写成 ∫ π

−π
Dm(x)dx = 1 (3.2.44)

其中

Dm(x) =
1
2π

sin
(

m +
1
2

)
x

sin
1
2
x

(3.2.45)

称为狄利克雷内核 (Dirichlet kernel)。可以看出，Dm(x) 是偶函数且是区间 [−π,π]

上的归一化分布函数 [与函数 (3.2.36) 类似]。Dm(x) 在 x = 0 取峰值

Dm(0) =
1
2π

lim
x→0

sin
(

m +
1
2

)
x

sin
1
2
x

=
1
2π

(2m + 1) (3.2.46)

Dm(x) 对于不同的 m 值显示在图 3.6(b)。很明显，随着 m 的增加，其峰值 Dm(0)

线性地升高；在 m →∞ 时，Dm(0) →∞，因此，Dm(x) 是 δ 函数的辅助函数

lim
m→∞

Dm(x) =
1
2π

lim
m→∞

sin
(

m +
1
2

)
x

sin
1
2
x

= δ(x) (3.2.47)

另外，注意到 Dm(x) 是偶函数，故式 (3.2.44) 给出
∫ π

0

Dm(x)dx =
1
2

(3.2.48)

我们引入狄利克雷倍核 Bm(x)，它是狄利克雷内核的 2 倍

Bm(x) = 2Dm(x) =
1
π

sin
(

m +
1
2

)
x

sin
1
2
x

(3.2.49)

这样 ∫ π

0

Bm(x)dx = 1 (3.2.50)
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需要注意，函数 Bm(x) 在区间 [0,π] 上虽然不是对称的，但式 (3.2.50) 表示它是该

区间上的归一化分布函数。而且随着 m 的增加，其峰值 Bm(0) = (2m + 1)/π 线性

地升高，如图 3.6(c) 所示，并在 m → ∞ 时，Bm(0) → ∞，因此 Bm(x) 也是 δ 函

数的辅助函数：

lim
m→∞

Bm(x) =
1
π

lim
m→∞

sin
(

m +
1
2

)
x

sin
1
2
x

= δ(x) (3.2.51)

有了式 (3.2.47) 和式 (3.2.51)，我们可以便捷地证明式 (2.1.7) 所示的狄利克雷

定理。

3.2.4 狄利克雷定理的证明

狄利克雷定理是傅里叶变换理论的核心，它确定了傅里叶级数 (以及由它扩展

而来的傅里叶积分和傅里叶变换)

a0 +
∞∑

n=1

(an cos nx + bn sinnx) (3.2.52)

的收敛行为。我们已经看到 (并且还会继续看到)，在讨论每一个级数 (或积分) 收

敛行为的过程中，狄利克雷定理都自然给出相应的求和 (或积分) 公式，其作用过

程非常奇妙，应用非常广泛，这些公式是傅里叶变换理论的重要产物。不过按照传

统方法，狄利克雷定理的证明过程相当复杂。这里我们借助狄利克雷内核和狄利克

雷倍核在极限情况下的 δ(x) 函数形式，可以使之变得相当简单。

我们的出发点是傅里叶级数 (3.2.52) 的部分和

Sm(x) = a0 +
m∑

n=1

(an cos nx + bn sinnx) (3.2.53)

现在，我们对一个周期为 2π的函数 f(x)计算 Sm(x)，从 L = π时的式 (2.1.9b)和

式 (2.1.9c) 得到

an cos nx + bn sinnx =
cos nx

π

∫ π

−π
f(t) cos ntdt +

sinnx

π

∫ π

−π
f(t) sin ntdt

=
1
π

∫ π

−π
f(t) (cos nt cos nx + sinnt sinnx)dt

=
1
π

∫ π

−π
f(t) cos n(x− t)dt

再利用 L = π 时的式 (2.1.9a)，得到部分和

Sm(x) =
1
2π

∫ π

−π
f(t)dt +

1
π

m∑
n=1

∫ π

−π
f(t) cos n(x− t)dt
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=
1
2π

∫ π

−π
f(t)

[
1 + 2

m∑
n=1

cos n(x− t)

]
dt

[
利用式 (3.2.42)

]

=
∫ π

−π
f(t)

sin
(

m +
1
2

)
(x− t)

2π sin
1
2
(x− t)

dt
[
利用式 (3.2.45)

]

=
∫ π

−π
f(t)Dm(x− t)dt (3.2.54)

现在考虑 m →∞ 的极限情况，利用式 (3.2.47) 得到

lim
m→∞

Sm(x) =
∫ π

−π
f(t)δ(x− t)dt = f(x) (3.2.55a)

这里假定函数 f(x) 是连续的，可以利用 δ 函数的筛选性质, 式 (3.2.55a) 即为

a0 +
∞∑

n=1

(an cos nx + bn sinnx) = f(x) (3.2.55b)

至此，我们证明了狄利克雷定理在函数连续点的正确性。

现在考虑 f(x) 在 x 点不连续的情况。将式 (3.2.54) 的积分分成两部分，并利

用 Dm(x) 的偶函数性质，得到

Sm(x) =
1
2

∫ π

−π
f(t)Dm(x− t)dt

︸ ︷︷ ︸
令x−t=y

+
1
2

∫ π

−π
f(t)Dm(t− x)dt

︸ ︷︷ ︸
令t−x=z

=
1
2

[∫ x+π

x−π
f(x− y)Dm(y)dy +

∫ π−x

−π−x

f(x + z)Dm(z)dz

]

=
1
2

[∫ π

−π
f(x− t)Dm(t)dt +

∫ π

−π
f(x + t)Dm(t)dt

]
(3.2.56)

最后一步的得出是因为被积函数有 2π周期，积分范围可以用任一长度为 2π的区间

代替 [见式 (2.1.10)]。现在将式 (3.2.56)中的积分分成两段：[−π,π] → [−π, 0]+[0,π]，

我们有

Sm(x) =
1
2

∫ 0

−π
f(x− t)Dm(t)dt

︸ ︷︷ ︸
t=−T

+
1
2

∫ π

0

f(x− t)Dm(t)dt

+
1
2

∫ 0

−π
f(x + t)Dm(t)dt

︸ ︷︷ ︸
t=−T

+
1
2

∫ π

0

f(x + t)Dm(t)dt [Dm(−x) = Dm(x)]
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=
1
2

∫ π

0

f(x + T )Dm(T )dT +
1
2

∫ π

0

f(x− t)Dm(t)dt

+
1
2

∫ π

0

f(x− T )Dm(T )dT +
1
2

∫ π

0

f(x + t)Dm(t)dt

=
∫ π

0

f(x− t)Dm(t)dt +
∫ π

0

f(x + t)Dm(t)dt
[
利用式 (3.2.49)

]

=
1
2

[∫ π

0

f(x− t)Bm(t)dt +
∫ π

0

f(x + t)Bm(t)dt

]

现在考虑 m →∞ 的极限情况，利用式 (3.2.51) 得到

lim
m→∞

Sm(x) =
1
2

[∫ π

0

f(x− t)δ(t)dt +
∫ π

0

f(x + t)δ(t)dt

]
(3.2.57)

式 (3.2.57) 的两个积分区间均为 0 6 t 6 π，因此两个积分分别相应于间断点 x 左

侧的函数 f(x− t) 与右侧的函数 f(x + t)，它们在各自的区域都是连续的。因此可

以利用 δ 函数的筛选性质积分得到

lim
m→∞

Sm(x) =
f(x− 0) + f(x + 0)

2
(3.2.58)

这表示在 f(x) 的间断点，有

a0 +
∞∑

n=1

(an cos nx + bn sinnx) =
f(x− 0) + f(x + 0)

2
(3.2.59)

这样，我们完整地证明了狄利克雷定理 (2.1.7)。需要指出，由于这里采用了狄利克

雷内核 Dm(x) 和狄利克雷倍核 Bm(x) 在 m → ∞ 时的 δ(x) 函数形式，上述证明

过程比传统的方法要简单得多。此例也显示了 δ 函数的奇特用途。

3.3 典型函数的傅里叶变换

傅里叶变换存在的绝对可积条件，即式 (2.3.1)，是一个充分条件，但不是必要

的条件，比如 sinx、cos x 函数、单位阶跃函数、符号函数等都不满足绝对可积条

件，但它们的傅里叶变换确实存在，而且这些函数的傅里叶变换有重要的应用价

值。另外，无论所讨论的函数是否满足绝对可积条件，一旦求出它们的傅里叶变换

F (ω)，就可以利用式 (3.1.4) 进一步计算傅里叶反变换积分，在考查积分收敛的同

时，会自然得出一些很有用的积分公式。我们在本节将计算这些函数及其他典型函

数的傅里叶变换，并引出若干积分公式与相关的重要结果。

例 1 求函数 sin kx 和 cos kx 的傅里叶变换，其中，k 是实常数。
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解 函数 sin kx和 cos kx虽然不满足绝对可积条件式 (2.3.1)，但代入式 (3.1.3)

后可以进行计算，事实上
∫ ∞

−∞
sin kxe−iωxdx =

1
2i

∫ ∞

−∞

(
eikx − e−ikx

)
e−iωxdx

=
1
2i

[∫ ∞

−∞
e−i(ω−k)xdx−

∫ ∞

−∞
e−i(ω+k)xdx

]
[利用式(3.2.22)]

=
1
2i

[2πδ(ω − k)− 2πδ(ω + k)]

= iπ [δ(ω + k)− δ(ω − k)] (3.3.1a)

用类似的方法可以求出 cos kx 的傅里叶变换
∫ ∞

−∞
cos kxe−iωxdx =

1
2

∫ ∞

−∞

(
eikx + e−ikx

)
e−iωxdx = π [δ(ω + k) + δ(ω − k)]

(3.3.1b)

例 2 计算函数 f(x) = e−|x| 的傅里叶变换。

解 这个函数是式 (3.2.34d) 所示的分布函数，满足绝对可积条件式 (2.3.1)，

由式 (3.1.3) 得到它的傅里叶变换

F (ω) =
∫ ∞

−∞
e−|x|e−iωxdx

=
∫ 0

−∞
exe−iωxdx +

∫ ∞

0

e−xe−iωxdx (y = −x)

=
∫ ∞

0

e−yeiωydy +
∫ ∞

0

e−xe−iωxdx

=
∫ ∞

0

e−x
(
eiωx + e−iωx

)
dx

= 2
∫ ∞

0

e−x cos ωxdx =
2

1 + ω2

现在，利用这个结果计算反变换积分式 (3.1.4)，我们有

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω

=
1
π

∫ ∞

−∞

1
1 + ω2

(cos ωx + i sin ωx) dω

=
2
π

∫ ∞

0

cos ωx

1 + ω2
dω

因为函数 f(x) = e−|x| 在区间 (−∞,∞) 没有间断点，该积分收敛于 f，这样我们

得到 ∫ ∞

0

cos ωx

1 + ω2
dω =

π

2
e−|x| (3.3.2)
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这是一个很有用的积分公式。特别地，当 x = 0 时
∫ ∞

0

1
1 + ω2

dω =
π

2
(3.3.3)

例 3 计算函数 f(x) =
1

1 + x2
的傅里叶变换。

解 这个函数是式 (3.2.34b) 所示的分布函数，满足绝对可积条件式 (2.3.1)，

由式 (3.1.3) 得到它的傅里叶变换

F (ω) =
∫ ∞

−∞

1
1 + x2

e−iωxdx

=
∫ ∞

−∞

1
1 + x2

(cos ωx− i sin ωx) dx

= 2
∫ ∞

0

cos ωx

1 + x2
dx

[
利用式 (3.3.2)

]

= πe−|ω|

现在利用这个结果计算反变换积分式 (3.1.4)，得到

f(x) =
1
2

∫ ∞

−∞
e−|ω|eiωxdω =

∫ ∞

0

e−ω cos ωxdω (3.3.4)

推导式 (3.3.4) 采用了例 2 的计算方法。因为函数 f(x) =
1

1 + x2
在区间 (−∞,∞)

没有间断点，该积分收敛于 f，这样我们得到

∫ ∞

0

e−ω cos ωxdω =
1

1 + x2
(3.3.5)

这是另一个很有用的积分公式，在例 2 的计算中就用过它。

以上两个例题显示：F
{

1
1 + x2

}
∼ e−|ω|，而 F {

e−|x|
} ∼ 1

1 + ω2
，因此这两个

函数构成一个傅里叶变换对。

例 4 计算高斯函数 g(x) = exp
(
−a

2
x2

)
的傅里叶变换，其中 a > 0。

解 这个函数是式(3.2.34a)所示的高斯分布函数，满足绝对可积条件式(2.3.1)，

记它的傅里叶变换为 G(ω) = F
{

exp
(
−a

2
x2

)}
，由式 (3.1.3) 得到

G(ω) =
∫ ∞

−∞
exp

(
−ax2

2

)
e−iωxdx =

i
ω

∫ ∞

−∞
exp

(
−ax2

2

)
d

(
e−iωx

)

=
i
ω

[
exp

(
−ax2

2

)
e−iωx

]∞

−∞
+

ia
ω

∫ ∞

−∞
x exp

(
−ax2

2

)
e−iωxdx
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=
ia
ω
F

{
x exp

(
−ax2

2

)} [
利用式(3.1.17)

]

=
ia
ω

[
i

d
dω

G(ω)
]

= − a

ω

dG(ω)
dω

它是一个关于 G(ω) 的常微分方程

dG(ω)
dω

+
ω

a
G(ω) = 0 (3.3.6)

它的解为

G(ω) = G(0) exp
(
−ω2

2a

)
(3.3.7)

而傅里叶变换 G(ω) 在 ω = 0 的值为

G(0) =
∫ ∞

−∞
exp

(
−ax2

2

)
dx =

√
2π
a

(3.3.8)

这是一个非常有用的积分公式，可以用一个极其简便的方法证明。设I=
∫ ∞

−∞
e−bx2

dx，

取它的平方，利用极坐标 (r2 = x2 + y2，dxdy = rdrdθ) 得到

I2 =
∫ ∞

−∞
e−bx2

dx

∫ ∞

−∞
e−by2

dy =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−b(x2+y2)dxdy

=
∫ 2π

θ=0

∫ ∞

r=0

e−br2
rdrdθ =

∫ 2π

0

[
− 1

2b
e−br2

]∞

0

dθ

=
1
2b

∫ 2π

0

dθ =
π

b

开方后给出积分公式 (3.3.8)。

将式 (3.3.8) 代入式 (3.3.7)，得到

G(ω) =

√
2π
a

exp
(
−ω2

2a

)
(3.3.9)

这就是高斯函数 g(x) = exp
(
−a

2
x2

)
的傅里叶变换。

现在，利用式 (3.3.9) 计算反变换积分式 (3.1.4)，我们有

f(x) =
1√
2πa

∫ ∞

−∞
exp

(
−ω2

2a

)
eiωxdω

=
1√
2πa

∫ ∞

−∞
exp

(
−ω2

2a

)
(cos ωx + i sin ωx) dω

=

√
2
πa

∫ ∞

0

exp
(
−ω2

2a

)
cos ωxdω
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因为 g(x) = exp
(
−a

2
x2

)
在区间 (−∞,∞) 没有间断点，故这个积分收敛于 g，即

√
2
πa

∫ ∞

0

exp
(
−ω2

2a

)
cos ωxdω = exp

(
−ax2

2

)
(3.3.10)

在式 (3.3.10) 中取 a = 1/2，有
∫ ∞

0

exp
(−ω2

)
cos ωxdω =

√
π

2
exp

(
−x2

4

)
(3.3.11)

这是一个重要的积分公式，当 x = 0 时给出高斯积分
∫ ∞

0

exp
(−ω2

)
dω =

√
π/2。

另外在原函数 exp
(
−a

2
x2

)
及它的傅里叶变换式 (3.3.9) 中取 a = 1，得到

F
{

exp
(
−x2

2

)}
=
√

2π exp
(
−ω2

2

)
(3.3.12)

这表明函数 exp
(−x2

/
2
)
的傅里叶变换是自身函数形式的再现。这个有趣的情况

还出现在下面的例题中。

例 5 计算图 3.7 中的双曲正割函数 f(x) = sechkx(k > 0) 的傅里叶变换。

图 3.7 函数 f(x) = sechkx，这里的曲线取 k = 1

解 这个函数满足绝对可积条件式 (2.3.1)，由式 (3.1.3)得到它的傅里叶变换

F (ω) =
∫ ∞

−∞
sechkxe−iωxdx

=
∫ ∞

−∞
sechkx (cos ωx− i sin ωx) dx

= 2
∫ ∞

0

sechkx cos ωxdx

=
π

k
sech

πω

2k
(3.3.13)

现在，利用这个结果计算反变换积分式 (3.1.4)，我们有
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f(x) =
1
2k

∫ ∞

−∞
sech

πω

2k
eiωxdω

=
1
2k

∫ ∞

−∞
sech

πω

2k
(cos ωx + i sin ωx) dω

=
1
k

∫ ∞

0

sech
πω

2k
cos ωxdω

因为函数 f(x) = sechkx在区间 (−∞,∞)没有间断点，该积分收敛于 f，这样我们

得到
1
k

∫ ∞

0

sech
πω

2k
cos ωxdω = sechkx (3.3.14)

令 a = π/2k，式 (3.3.14) 给出
∫ ∞

0

sechaω cos ωxdω =
π

2a
sech

πx

2a
(3.3.15)

这也是一个重要的积分公式。特别是，当 x = 0 时
∫ ∞

0

sechaωdω =
π

2a
(3.3.16)

另外在原函数 sechkx 及它的傅里叶变换式 (3.3.14) 中取 k =
√
π/2，得到

F
{

sech
√
π

2
x

}
=
√

2πsech
√
π

2
ω (3.3.17)

这表明函数 sech
√
π

2
x的傅里叶变换是自身函数形式的再现，与例 4中高斯函数情

况类似。

例 6 计算图 3.8 所示的 ∆ 函数

∆(x) =





1− |x|
2

(|x| < 2)

0 (|x| > 2)
(3.3.18)

的傅里叶变换。
图 3.8 式 (3.3.18) 的函数

解 这个函数满足绝对可积条件式(2.3.1)，由式 (3.1.3) 得到它的傅里叶变换

F (ω) =
∫ ∞

−∞
∆(x)e−iωxdx

=
∫ 0

−2

(
1 +

x

2

)
e−iωxdx

︸ ︷︷ ︸
y=−x

+
∫ 2

0

(
1− x

2

)
e−iωxdx
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=
∫ 2

0

(
1− y

2

)
eiωydy +

∫ 2

0

(
1− x

2

)
e−iωxdx

=
∫ 2

0

(
1− x

2

) (
eiωx + e−iωx

)
dx

= 2
∫ 2

0

(
1− x

2

)
cos ωxdx =

2 sin2 ω

ω2

现在，利用这个结果计算反变换积分式 (3.1.4)，我们有

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω

=
1
π

∫ ∞

−∞

sin2 ω

ω2
(cos ωx + i sin ωx) dω

=
2
π

∫ ∞

0

sin2 ω cos ωx

ω2
dω

因为图 3.8 所示的函数在区间 (−∞,∞) 没有间断点，积分收敛于

2
π

∫ ∞

0

sin2 ω cos ωx

ω2
dω =





1− |x|
2

(|x| < 2)

0 (|x| > 2)
(3.3.19)

特别是在 x = 0，式 (3.3.19) 给出

∫ ∞

0

sin2 ω

ω2
dω =

π

2
(3.3.20)

这也是一个常用的积分公式。

例 7 计算函数 f(x) =
sin2 x

x2
的傅里叶变换。

解 这个函数是式 (3.2.34b) 所示的分布函数，满足绝对可积条件式 (2.3.1)，

由式 (3.1.3) 得到它的傅里叶变换

F (ω) =
∫ ∞

−∞

sin2 x

x2
e−iωxdx

=
∫ ∞

−∞

sin2 x

x2
(cos ωx + i sin ωx) dx

= 2
∫ ∞

0

sin2 x cos ωx

x2
dx

[
利用式(3.3.19)

]

=





π

(
1− |ω|

2

)
(|ω| < 2)

0 (|ω| > 2)
= π∆(ω)
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这就是函数 f(x) =
sin2 x

x2
的傅里叶变换。可以看出 F

{
sin2 x

x2

}
∼ ∆(ω)，而

F {∆(x)} ∼ sin2 ω

ω2
，因此这两个函数构成一个傅里叶变换对。

在下面的例题中，我们要证明一个复变函数的极限公式和相关的积分公式，它

们对于后续的许多计算问题是有用的。

例 8 证明关于复变函数 e−(β+iω)t 的极限公式

lim
t→∞

e−(β+iω)t = 0 (3.3.21)

和积分公式 ∫ ∞

0

e−(β+iω)tdt =
1

β + iω
(3.3.22)

其中，β > 0，−∞ < ω < ∞。
证明 首先计算复数 e−iωt 的模

∣∣e−iωt
∣∣ = |cos ωt− i sin ωt| =

√
cos2 ωt + sin2 ωt = 1 (3.3.23)

进而计算模的极限

lim
t→∞

∣∣∣e−(β+iω)t
∣∣∣ = lim

t→∞
∣∣e−iωt

∣∣ e−βt = lim
t→∞

e−βt = 0 (3.3.24)

如果一个复数的模为零，则这个复数为零，式 (3.3.21) 得证。

利用式 (3.3.21)，我们有
∫ ∞

0

e−(β+iω)tdt = − 1
β + iω

[
e−(β+iω)t

]∞
0

= − 1
β + iω

[
lim

t→∞
e−(β+iω)t − 1

] [
利用式(3.3.21)

]

=
1

β + iω

即式 (3.3.22) 成立。

例 9 讨论图 3.9 所示的函数

f(t) = e−β|t| (3.3.25)

的傅里叶变换，其中 β > 0。

解 首先需要说明，这个例题并非本节例 2的重

复。我们将会看到，由于参数 β 的引入，它的傅里叶

变换的结果对后续问题有重要的意义。 图 3.9 式 (3.3.25) 的函数
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这个函数满足绝对可积条件式 (2.3.1)，由式 (3.1.3) 得到它的傅里叶变换
∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt =

∫ 0

−∞
eβte−iωtdt +

∫ ∞

0

e−βte−iωtdt

=
∫ 0

−∞
e(β−iω)tdt

︸ ︷︷ ︸
t=−τ

+
∫ ∞

0

e−(β+iω)tdt

=
∫ ∞

0

e−(β−iω)τdτ +
∫ ∞

0

e−(β+iω)tdt [利用式(3.3.22)]

=
1

β − iω
+

1
β + iω

=
2β

β2 + ω2

现在我们利用这个结果进一步计算傅里叶反变换，由式 (3.1.4) 得到

f(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωtdω

=
1
π

∫ ∞

−∞

β

β2 + ω2
(cos ωt + i sin ωt) dω

=
2
π

∫ ∞

0

β cos ωt

β2 + ω2
dω

由于原函数 (3.3.25) 在区间 (−∞,∞) 没有间断点，故反变换积分收敛于

2
π

∫ ∞

0

β cos ωt

β2 + ω2
dω = e−β|t| (3.3.26)

我们看到，在讨论反变换积分收敛行为的过程中，自然得到了这个很有用的积分公

式。

由于随后的需要，我们现在计算极限值

lim
β→0+

β

β2 + ω2
(3.3.27)

可以看出，式 (3.3.27)正是洛伦兹线型函数的极限所给出的 πδ(ω)函数 [式 (3.2.34b)]。

作为验证，我们将用另外的方法计算之。观察发现，式 (3.3.27) 可以写成

lim
β→0

β

β2 + ω2
=

{
∞ (ω = 0)

0 (ω 6= 0)
= Cδ(ω) (3.3.28)

它具有 δ 函数的第一个特征，其中，C 是待定的系数。现在我们利用 δ 函数的第二

个特性，即式 (3.2.5)，来确定 C，为此，对式 (3.3.28) 两边关于 ω 积分

lim
β→0

∫ ∞

−∞

β

β2 + ω2
dω = C

∫ ∞

−∞
δ(ω)dω = C (3.3.29)



3.3 典型函数的傅里叶变换 · 63 ·

进而计算 C，我们得到

C = lim
β→0

∫ ∞

−∞

β

β2 + ω2
dω = lim

β→0

[
arctan

(
ω

β

)]∞

−∞
=

(π
2

)
−

(
−π

2

)
= π (3.3.30)

将式 (3.3.30) 代入式 (3.3.28)，得到

lim
β→0

β

β2 + ω2
= πδ(ω) (3.3.31)

它确实符合 (3.2.34b) 的表示。

上述讨论表明，函数 (3.3.25) 的傅里叶变换在 β → 0+ 情况下给出 2πδ(ω)，而

2πδ(ω) 正是 1 的傅里叶变换 [式 (3.2.22)]。这意味着，函数 (3.3.25) 在 β → 0+ 情

况下趋于 f(t) = 1。这一结论将为随后单位阶跃函数的傅里叶变换的计算提供一个

特别有效的途径。

例 10 讨论图 3.10 所示的函数

f(t) =

{
0 (t < 0)

e−βt (t > 0)
(3.3.32)

的傅里叶变换，其中 β > 0。

解 这个函数满足绝对可积条件式 (2.3.1)，由式

(3.1.3) 得到它的傅里叶变换
图 3.10 式 (3.3.32) 的函数

F (ω) =
∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt

=
∫ ∞

0

e−βte−iωtdt =
∫ ∞

0

e−(β+iω)tdt [利用式 (3.3.22)]

=
1

β + iω
(3.3.33)

这个例题随后还可以用 4.2 节例 1 的拉普拉斯变换方法求解。

现在我们利用式 (3.3.33) 的结果进一步计算它的傅里叶反变换，由式 (3.1.4)

得到

f(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωtdω

=
1
2π

∫ ∞

−∞

1
β + iω

eiωtdω

=
1
2π

∫ ∞

−∞

β − iω
β2 + ω2

(cos ωt + i sin ωt) dω

=
1
π

∫ ∞

0

β cos ωt + ω sinωt

β2 + ω2
dω
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这就是函数 (3.3.32)的傅里叶积分表达式。我们从傅里叶变换出发得到了傅里叶积

分。这是不奇怪的，因为被积函数是偶函数，正像 3.1.1 节的例 1 那样。

根据狄利克雷定理，这个积分在函数 (3.3.32) 的连续点收敛于 f，但在间断点

t = 0 收敛于 [f(x− 0) + f(x + 0)]/ 2 = 1/ 2，所以反变换积分给出

1
π

∫ ∞

0

β cos ωt + ω sinωt

β2 + ω2
dω =





0 (t < 0)

1/ 2 (t = 0)

e−βt (t > 0)

(3.3.34)

特别是在 t = 0 有 ∫ ∞

0

1
β2 + ω2

dω =
π

2β
(3.3.35)

我们利用函数 (3.3.32)的傅里叶积分的收敛性，自然地得到了参变量积分式 (3.3.34)

以及重要的积分公式 (3.3.35)。

例 11 讨论图 3.11 所示的单位阶跃函数

u(t) =

{
0 (t < 0)

1 (t > 0)
(3.3.36)

的傅里叶变换。

图 3.11 式 (3.3.36) 所示的单位阶跃函数

解 单位阶跃函数 u(t)与本节例 1讨论的 sin kx和 cos kx一样，也不满足绝

对可积条件式 (2.3.1)，事实上
∫ ∞

−∞
|u(t)|dt =

∫ ∞

0

dt →∞。为了得到它的傅里叶

变换，我们将利用单位阶跃函数 u(t)与函数 (3.3.32)的关系进行计算。本节例 9的

讨论表明，f(t) = 1是函数 (3.3.25)在 β → 0+ 的极限，这样 u(t)就是函数 (3.3.32)

在 β → 0+ 的极限，因此

F {u(t)} = lim
β→0+

1
β + iω

(3.3.37)

由式 (3.3.37) 得到 1 /iω 的结果是一个明显的错误，因为复变函数的极限要分

成实部和虚部来求。我们有

lim
β→0+

1
β + iω

= lim
β→0

β

β2 + ω2
− i lim

β→0

ω

β2 + ω2
(3.3.38)
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式 (3.3.38) 中的实部正是式 (3.3.31)，而虚部为

lim
β→0

ω

β2 + ω2
=

1
ω

(3.3.39)

式 (3.3.38) 给出

lim
β→0+

1
β + iω

= πδ(ω) +
1
iω

(3.3.40)

这个结果意味着单位阶跃函数 u(t) 的傅里叶变换为

F (ω) = πδ(ω) +
1
iω

(3.3.41)

这个例子再次说明绝对可积条件不是傅里叶变换存在的必要条件。我们利用

函数 (3.3.32)和函数 (3.3.36)的关系，间接地得到了 u(t)的傅里叶变换式 (3.3.41)。

为了检验这个结果的正确性，下面我们将式 (3.3.41) 代入式 (3.1.4)，考查积分的收

敛行为，即计算式 (3.3.41) 的傅里叶反变换。

例 12 计算 F−1

{
πδ(ω) +

1
iω

}
。

解 由傅里叶反变换式 (3.1.4)，我们有

f(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞

[
πδ(ω) +

1
iω

]
eiωtdω

=
1
2

∫ ∞

−∞
δ(ω)eiωtdω +

1
2π

∫ ∞

−∞

1
iω

eiωtdω
[
利用式 (3.2.19b)

]

=
1
2

+
1
2π

∫ ∞

−∞

1
iω

(cos ωt + i sin ωt) dω

=
1
2

+
1
π

∫ ∞

0

sinωt

ω
dω

根据推广的狄利克雷积分 (3.1.12)，我们有

∫ ∞

0

sinωt

ω
dω =





−π/2 (t < 0)

0 (t = 0)

π/2 (t > 0)

(3.3.42)

于是

f(t) =





0 (t < 0)

1/2 (t = 0)

1 (t > 0)

(3.3.43)

它在连续点正好收敛于单位阶跃函数 u(t)，而在间断点 t = 0 则收敛于 [f(0− 0) +

f(0 + 0)]/ 2 = 1/ 2，服从狄利克雷定理。因此，式 (3.3.41) 确实是单位阶跃函数

u(t) 的傅里叶变换。
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另外，我们还得到单位阶跃函数的积分表达式

u(t) =
1
2

+
1
π

∫ ∞

0

sinωt

ω
dω (t 6= 0) (3.3.44)

和一个很有用的积分公式
∫ ∞

−∞
u(t)e−iωtdt =

∫ ∞

0

e−iωtdt = πδ(ω) +
1
iω

(3.3.45)

单位阶跃函数 u(t) 是一个很重要的函数，它实际上刻画一种开关的作用，可

以用于电工学、光学、信号处理等许多过程。它在理论上也有特别的意义，随后我

们将会看到，正是借助于 u(t) 函数，可以实现傅里叶变换到拉普拉斯变换的转变。

现在我们进一步讨论 u(t) 的性质。

例 13 讨论单位阶跃函数 u(x) 的微分性质。

解 关于单位阶跃函数 u(x)的微分性质，经过直观的分析就能得到定性正确

的结果。正如图 3.12 所示的那样，u(x) 的微分在其连续段均为零：u′(x < 0) = 0

和 u′(x > 0) = 0(因为切线的斜率为零)。在 x = 0点，函数不连续：u(0−) 6= u(0+)，

因此导数 u′(0) 必然发散。这样 u′(t) 的性质可以表示为

u′(x) =

{
0 (x 6= 0)

∞ (x = 0)

}
→ δ(x) (3.3.46)

图 3.12 单位阶跃函数 u(x) 的导数等于 δ(x) 函数

从微分的原始定义也有

u′(x) = lim
x→0

∆u

∆x
= lim

x→0

u(x + ∆x)− u(x)
∆x

=

{
0 (x 6= 0)

∞ (x = 0)

}
→ δ(x) (3.3.47)

还可以从 δ 函数的 “反微分” 的角度考虑这个问题，事实上

∫ x

−∞
δ(t)dt =

{
0 (x < 0)

1 (x > 0)

}
→ u(x) (3.3.48)
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现在我们给出一个数学上的证明。设 φ(x) 是一个任意的连续函数，我们有
∫ ∞

−∞
φ(x)

du(x)
dx

dx =
∫ ∞

−∞
φ(x)du(x)

= [φ(x)u(x)]∞−∞ −
∫ ∞

−∞
u(x)dφ(x)

= φ(∞)−
∫ ∞

0

dφ(x)

= φ(∞)− [φ(∞)− φ(0)] = φ(0)

另一方面 ∫ ∞

−∞
φ(x)δ(x)dx = φ(0)

上两式相等，故 ∫ ∞

−∞
φ(x)

du(x)
dx

dx =
∫ ∞

−∞
φ(x)δ(x)dx (3.3.49)

即 ∫ ∞

−∞
φ(x)

[
du(x)

dx
− δ(x)

]
dx = 0 (3.3.50)

由于 φ(x) 是任意的，所以
du(x)

dx
= δ(x) (3.3.51)

其实，u(x) 和 δ(x) 的关系在物理上是很有用的，除了理论上的应用外，它还

提供了一种特别有效的数据处理手段。一个典型的例子是量子霍尔效应的实验数

据处理，如图 3.13 所示。

图 3.13 在关于量子霍尔效应的实验中，测量出电导率 σ(x) 随参数 x 的变化数据。数据处

理时，画出导数 σ′(x) 随 x 变化的关系图，根据 σ′(x) 的尖峰位置判断电导率的突变点，从而

确认电导率的量子特性。该实验数据处理的理论依据正是 u′(x) = δ(x) 关系
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图 3.14 式 (3.3.52) 所示的符号函数

例 14 计算符号函数 (图 3.14)

sgnx =

{
−1 (x < 0)

1 (x > 0)
(3.3.52)

的傅里叶变换。

解 利用单位阶跃函数 (3.3.36)，可以将

符号函数 (3.3.52) 表示为

sgnx = u(x)− u(−x) (3.3.53)

我们已经有

F {u(x)} = πδ(ω) +
1
iω

(3.3.54)

另外

F {u(−x)} =
∫ ∞

−∞
u(−x)e−iωxdx (y = −x)

=
∫ ∞

−∞
u(y)eiωydy

=
∫ ∞

−∞
u(x)e−i(−ω)xdx

[
利用式 (3.3.54)

]

= πδ(−ω) +
1

i(−ω)
[δ(−x) = δ(x)]

= πδ(ω)− 1
iω

故

F {sgnx} = F {u(x)} − F {u(−x)}

= πδ(ω) +
1
iω
−

[
πδ(ω)− 1

iω

]

=
2
iω

现在我们利用这个结果进一步计算傅里叶反变换，由式 (3.1.4) 得到

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω

=
1
π

∫ ∞

−∞

1
iω

(cos ωx + i sin ωx) dω

=
1
π

∫ ∞

0

sinωx

ω
dω
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按照狄利克雷定理，它收敛于

1
π

∫ ∞

0

sinωx

ω
dω =





−1 (x < 0)

0 (x = 0)

1 (x > 0)

(3.3.55)

我们自然地推导出了这个积分结果，它正是本节例 12 中所需要的式 ( 3.3.42 )。特

别是在 x = 1 时，式 (3.3.55) 给出狄利克雷积

分 (2.3.16)。

例 15 计算奇函数 (图 3.15)

f(x) =
x

x2 + 1
(3.3.56)

的傅里叶变换。

解 这个函数满足绝对可积条件式 (2.3.1)，

由式 (3.1.3) 得到它的傅里叶变换
图 3.15 式 (3.3.56) 所示的奇函数

F (ω) =
∫ ∞

−∞

x

x2 + 1
e−iωxdx

=
∫ ∞

−∞

x

x2 + 1
(cos ωx− i sin ωx) dx

= −2i
∫ ∞

0

x sinωx

x2 + 1
dx

现在，我们计算积分

I(t) =
∫ ∞

0

ω sinωt

β2 + ω2
dω (3.3.57)

事实上，由式 (3.3.34) 和式 (3.3.26) 得到

I(t) =
π

2




−eβt (t < 0)

e−βt (t > 0)
=
π

2
sgnte−β|t| (3.3.58a)

图 3.16 显示了 I(t) ∼ t 曲线。利用 I(t)，我们得到

F (ω) = −iπ




−eω(ω < 0)

e−ω(ω > 0)
= −iπsgnωe−|ω| (3.3.58b)
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图 3.16 函数 I(t) =
π

2
sgnte−β|t|(β > 0).

现在，利用这个结果计算反变换积分式 (3.1.4)，我们有

f(x) =
i
2

[∫ 0

−∞
eωeiωxdω −

∫ ∞

0

e−ωeiωxdω

]
(ω = −y)

=
i
2

[∫ ∞

0

e−ye−iyxdy −
∫ ∞

0

e−ωeiωxdω

]

=
1
2i

∫ ∞

0

e−ω
(
eiωx − e−iωx

)
dω

=
∫ ∞

0

e−ω sinωxdω

因为函数 (3.3.56) 在区间 (−∞,∞) 没有间断点，该积分收敛于 f，这样我们得到

∫ ∞

0

e−ω sinωxdω =
x

1 + x2
(3.3.59)

这是又一个重要的积分公式。

3.4 傅里叶变换应用举例

傅里叶变换的一个重要应用是求解微分方程、积分方程以及微分积分方程。其

步骤是：①通过傅里叶变换将复杂的方程化成简单的代数方程；②求解代数方程；

③将结果经过反变换，即得原方程的解。本节我们将通过典型例题的求解，阐述傅

里叶变换的具体应用。

例 1 计算函数

f1(x) = u(x) sin ax (3.4.1a)

f2(x) = u(x) cos ax (3.4.1b)
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的傅里叶变换。其中，a > 0，u(x) 是单位阶跃函数 (3.3.36)，变量 x 的变化范围是

−∞ < x < ∞。
解 首先作出函数 f1(x) 和 f2(x) 的曲线，如图 3.17 所示。

图 3.17 函数 f1(x) = u(x) cos ax 和 f2(x) = u(x) cos ax，图中取 a = 1

函数 f1(x) = u(x) sin ax 的傅里叶变换为

F1(ω) =
∫ ∞

−∞
u(x) sin axe−iωxdx

=
1
2i

∫ ∞

−∞
u(x)

[
eiax − e−iax

]
e−iωxdx

=
1
2i

∫ ∞

−∞
u(x)

[
e−i(ω−a)x − e−i(ω+a)x

]
dx

[∫ ∞

−∞
u(x)e−iωxdx = πδ(ω) +

1
iω

]

=
1
2i

[
πδ(ω − a) +

1
i (ω − a)

− πδ(ω + a)− 1
i (ω + a)

]

=
a

a2 − ω2
+
π

2i
[δ(ω − a)− δ(ω + a)]

现在我们利用这个结果进一步计算傅里叶反变换，由式 (3.1.4) 得到

f1(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F1(ω)eiωxdω

=
1
2π

∫ ∞

−∞

a

a2 − ω2
(cos ωx + i sin ωx) dω

+
1
4i

∫ ∞

−∞
[δ(ω − a)− δ(ω + a)]eiωxdω

[
利用式 (3.2.19a)

]

=
1
π

∫ ∞

0

a cos ωx

a2 − ω2
dω +

1
4i

(
eiax − e−iax

)

=
1
π

∫ ∞

0

a cos ωx

a2 − ω2
dω +

1
2

sin ax

函数 f1(x) 在 (−∞,∞) 没有间断点，按照狄利克雷定理，它收敛于

1
π

∫ ∞

0

a cos ωx

a2 − ω2
dω +

1
2

sin ax =

{
0 (x < 0)

sin ax (x > 0)
(3.4.2)
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即

1
π

∫ ∞

0

a cos ωx

a2 − ω2
dω =




−1

2
sin ax (x < 0)

1
2

sin ax (x > 0)
(3.4.3)

用类似的过程求出 f2(x) = u(x) cos ax 的傅里叶变换

F2(ω) =
∫ ∞

−∞
u(x) cos axe−iωxdx

=
1
2

∫ ∞

−∞
u(x)

[
eiax + e−iax

]
e−iωxdx

=
iω

a2 − ω2
+
π

2
[δ(ω − a) + δ(ω + a)]

其傅里叶反变换为

f2(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F2(ω)eiωxdω

=
1
2π

∫ ∞

−∞

iω
a2 − ω2

(cos ωx + i sin ωx) dω

+
1
4

∫ ∞

−∞
[δ(ω − a) + δ(ω + a)]eiωxdω

=
1
π

∫ ∞

0

ω sinωx

ω2 − a2
dω +

1
4

(
eiax + e−iax

)

=
1
π

∫ ∞

0

ω sinωx

ω2 − a2
dω +

1
2

cos ax

函数 f2(x) 只有一个间断点 x = 0，按照狄利克雷定理，在该点收敛于 [f2(x− 0) +

f2(x + 0)]/ 2 = 1/ 2，而在其他点收敛于 f2，于是

1
π

∫ ∞

0

ω sinωx

ω2 − a2
dω +

1
2

cos ax =





0 (x < 0)

1/2 (x = 0)

cos x (x > 0)

(3.4.4)

即

1
π

∫ ∞

0

ω sinωx

ω2 − a2
dω =





−1
2

cos ax (x < 0)

0 (x = 0)
1
2

cos ax (x > 0)

(3.4.5)

例 2 求解下列微分方程

δ(x)− f(x) =
d2f(x)

dx2
(−∞ < x < ∞) (3.4.6a)
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δ(x)− df(x)
dx

=
∫ x

−∞
f(x)dx (−∞ < x < ∞) (3.4.6b)

解 对式 (3.4.6a) 两边取傅里叶变换，并利用式 (3.2.19b) 以及傅里叶变换的

微分定理 (3.1.16)，得到

1− F (ω) = −ω2F (ω) ⇒ F (ω) =
1

1− ω2
(3.4.7)

现在利用这个结果计算傅里叶反变换，由式 (3.1.4) 得到

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω

=
1
2π

∫ ∞

−∞

1
1− ω2

(cos ωx + i sin ωx) dω

=
1
π

∫ ∞

0

cos ωx

1− ω2
dω

[
利用式 (3.4.3)

]

=




−1

2
sinx (x < 0)

1
2

sinx (x > 0)

这就是方程 (3.4.6a) 的解。

在式 (3.4.6b) 两边取傅里叶变换，并利用式 (3.2.19b) 以及傅里叶变换的微分

定理 (3.1.15) 与积分定理 (3.1.19)，得到

1− iωF (ω) =
F (ω)
iω

⇒ F (ω) =
iω

1− ω2
(3.4.8)

现在利用这个结果计算傅里叶反变换，由式 (3.1.4) 得到

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω

=
1
2π

∫ ∞

−∞

iω
1− ω2

(cos ωx + i sin ωx) dω

=
1
π

∫ ∞

0

ω sinωx

ω2 − 1
dω

[
利用式 (3.4.5)

]

=
1
π





−1
2

cos x (x < 0)

0 (x = 0)
1
2

cos x (x > 0)

这就是方程 (3.4.6b) 的解。
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例 3 求解微积分方程

a
df(x)

dx
+ bf(x) + c

∫ x

−∞
f(x)dx = h(x) (−∞ < x < ∞) (3.4.9)

其中，a，b，c 均是实常数，h(x) 为已知函数。

解 对方程 (3.4.9) 两端取傅里叶变换，得到

aiωF (ω) + bF (ω) +
c

iω
F (ω) = H(ω) (3.4.10)

解之得

F (ω) =
H(ω)

b + i
(
aω − c

ω

) (3.4.11)

代入傅里叶反变换式 (3.1.4)，得到

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞

H(ω)
b + i

(
aω − c

ω

)eiωxdω (3.4.12)

这就是方程 (3.4.9) 的解。

例 4 求解非齐次常微分方程

d2

dt2
y(t)− y(t) = −2f(t) (−∞ < t < ∞) (3.4.13)

其中，f(t) 是已知函数；如果 f(t) = δ(t)，讨论解的性质。

解 对方程 (3.4.13)两端取傅里叶变换，并利用傅里叶变换的微分定理 (3.1.16)，

得到

−ω2Y (ω)− Y (ω) = −2F (ω) (3.4.14)

解此代数方程，得到

Y (ω) = F (ω)
2

1 + ω2
(3.4.15)

对式 (3.4.15) 反演，并利用 3.3 节例 2 的结果，即

e−|t| ←→ 2
1 + ω2

(3.4.16)

我们得到

y(t) = f(t) ∗ e−|t| =
∫ ∞

−∞
f(τ)e−|t−τ |dτ (3.4.17)

这就是方程 (3.4.13) 的解。

如果 f(t) = δ(t)，式 (3.4.17) 变为

y(t) =
∫ ∞

−∞
δ(τ)e−|t−τ |dτ = e−|t| (3.4.18)
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图 3.18显示了 y(t)，y′(t)和 y′′(t)的性质，t = 0是函数 y(t)的尖点，因此 y′(t)是

不连续的，而 y′′(t)则是发散的。实际上，由方程 (3.4.13)得知 y′′(0) = −2δ(t)+1。

图 3.18 解 (3.4.18) 的性质

例 5 求解关于 y(x) 的积分方程

y(x) = g(x) +
∫ ∞

−∞
y(ξ)r(x− ξ)dξ (−∞ < x < ∞) (3.4.19)

其中，g(x) 和 r(x) 均是已知函数。

解 对方程(3.4.19)两端取傅里叶变换，并利用傅里叶变换的卷积定理(3.1.24)，

得到

Y (ω) = G(ω) + Y (ω)R(ω) ⇒ Y (ω) =
G(ω)

1−R(ω)
(3.4.20)

若 R(ω) = 1，则 r(x) = F−1 {1} = δ(x)，原方程 (3.4.19) 无解。若 R(ω) 6= 1，设

F−1

{
1

1−R(ω)

}
= h(x) (3.4.21)

则原方程的解为

y(x) = h(x) ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
h(ξ)g(x− ξ)dξ (3.4.22)

例 6 求解常微分方程

d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ω2

0x = f(t) (−∞ < t < ∞) (3.4.23)

其中，γ 和 ω0 是常数，f(t) 是已知函数，并给出该方程在 f(t) = a(常数) 时的解。

解 对方程 (3.4.23) 两边取傅里叶变换，得到

−ω2X(ω) + 2iγωX(ω) + ω2
0X(ω) = F (ω) (3.4.24)
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解之得

X(ω) =
F (ω)

ω2
0 − ω2 + 2iγω

(3.4.25)

反演后得到

x(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞

F (ω)
ω2

0 − ω2 + 2iγω
eiωtdω (3.4.26)

这就是方程 (3.2.3) 的解。

当 f(t) = a 时，由式 (3.2.22) 得到它的傅里叶变换 F (ω) = 2πaδ(ω)，于是

x(t) = a

∫ ∞

−∞

δ(ω)
ω2

0 − ω2 + 2iγω
eiωtdω =

a

ω2
0

(3.4.27)

这是一个与 t 无关的常数解，它显然满足方程 (3.4.23)。

例 7 量子力学中的定态薛定谔方程为

Hψ = Eψ (3.4.28)

其中

H = − ~
2

2m

d2

dx2
+ V (x) (3.4.29)

为哈密顿算符，ψ 和 E 分别是 H 的本征函数和本征值，m 是微观粒子的质量。假

定粒子在 δ 势阱 (图 3.19)

V (x) = −αδ(x) (α > 0) (3.4.30)

中运动，对于束缚态情况 (E < 0)，求解本征方程 (3.4.28)。

图 3.19 δ 函数势阱

解 方程 (3.4.28) 可以写为

d2ψ

dx2
− k2ψ = −Aδ(x)ψ (3.4.31)
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其中

k =

√
−2mE

~2
, A =

2mα

~2
(3.4.32)

对式 (3.4.31) 两边进行傅里叶变换，得到

−ω2Ψ(ω)− k2Ψ(ω) = −A

∫ ∞

−∞
δ(x)ψ(x)e−iωxdx = −Aψ(0) (3.4.33)

解之得

Ψ(ω) =
Aψ(0)
k2 + ω2

(3.4.34)

代入傅里叶反变换式 (3.1.4)，得到

ψ(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
Ψ(ω)eiωxdω

=
Aψ(0)

2π

∫ ∞

−∞

1
k2 + ω2

(cos ωx + i sin ωx) dω

=
Aψ(0)
π

∫ ∞

0

cos ωx

k2 + ω2
dω

[
利用式 (3.3.26)

]

=
Aψ(0)

2k
e−k|x|

由 A = 2k 得到

k =
mα

~2
(3.4.35)

而本征能量为

E = −mα2

2~2
(3.4.36)

式 (3.4.36) 显示系统只有一个束缚态 [无论势 V (x) 的 “强度”α 如何]。最后我们要

确定 ψ(0)，为此利用归一化条件
∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx = 2 |ψ(0)|2

∫ ∞

0

e−2kxdx =
|ψ(0)|2

k
= 1 (3.4.37)

得到

ψ(0) =
√

k (3.4.38)

于是归一化的本征函数为

ψ(x) =
√

mα

~
exp

(
−mα

~2
|x|

)
(3.4.39)

它的曲线如图 3.9 所示。

从以上各种类型的例题可以看出傅里叶变换的广泛应用，至于它在求解数学

物理方程中的应用，我们将在随后的章节中详细讨论。
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前面讨论的傅里叶变换有非常广泛的应用，也有明显的缺点，即对函数 f(x)

的要求太苛刻，这表现在两个方面：

(1) 当函数在区间 (−∞,∞) 绝对可积，即满足
∫ ∞

−∞
|f(x)|dx < ∞ 时，傅里叶

变换存在。这个条件要求当 |x| → ∞ 时，f(x) → 0。事实上，许多函数都不满足这

个条件，如 f = a(常数)、正弦和余弦函数、线性函数、单位阶跃函数等。

(2)要求函数 f(x)必须在整个区间 (−∞,∞)有定义，对于定义在区间 0 6 x <

∞ 的函数，如以时间 t 为变量的函数 f(t)，则无法进行傅里叶变换。

解决这些问题的办法是引入拉普拉斯变换。

4.1 拉普拉斯变换简介

4.1.1 拉普拉斯变换的定义

拉普拉斯变换是在傅里叶变换的基础上引入的。现在考虑对一个任意函数

g(t)(t > 0) 进行傅里叶变换，为了使之在 (−∞,∞) 区间有定义，给它乘以单位阶

跃函数 u(t)；为了容易满足绝对可积条件，再乘以衰减因子 exp(−βt)(β > 0)，然后

对函数 g(t)u(t) exp(−βt) 进行傅里叶变换
∫ ∞

−∞
g(t)u(t) exp(−βt)e−iωtdt =

∫ ∞

0

f(t)e−ptdt (4.1.1)

其中，p = β + iω，f(t) = g(t)u(t)。式 (4.1.1) 右边展示了一种新的积分变换，称为

拉普拉斯变换，记为

F (p) =
∫ ∞

0

f(t)e−ptdt (4.1.2)

可以看出，函数 f(t) 的拉普拉斯变换就是 g(t)u(t) exp(−β t) 的傅里叶变换。在一

个由式 (4.1.2) 定义的拉普拉斯变换中，函数 f(t) 的变量 t 的变换范围是 [0,∞)，

而参量 p 是一个复数，其实部为正，即 Rep = β > 0。

f(t)的拉普拉斯变换记为 F (p) = L{f(t)}，而反变换为 f(t) = L−1 {F (p)}，或
者更简单地表示为

F (p) ←→ f(t) (4.1.3)

习惯上 F (p) 称为象函数，而 f(t) 称为原函数。
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相对于傅里叶变换，拉普拉斯变换存在的条件要弱得多，因为指数因子 exp(−βt)

的嵌入使积分变得很容易收敛。但这并不意味着任意一个函数都存在拉普拉斯变

换而无需任何条件。事实上，拉普拉斯变换存在的充分条件可以表述为：

(1) 函数 f(t) 在区间 [0,∞) 上是分段连续的；

(2) 存在正常数 M 和 α，对于所有的 t > 0，使得 |f(t)| 6 M exp(αt) 成立，则

函数 f(t) 对于所有的 p > α，存在拉普拉斯变换，即
∣∣∣∣
∫ ∞

0

f(t)e−ptdt

∣∣∣∣ < ∞ (4.1.4)

这个条件是不难证明的。

证明 考虑一个如图 4.1所示的分段连续的函数 f(t) ∈ [0,∞)，它在 t = T 是

不连续的，我们有

F (p) =
∫ ∞

0

f(t)e−ptdt =
∫ T

0

f(t)e−ptdt +
∫ ∞

T

f(t)e−ptdt (4.1.5)

由于 f(t) 在 0 6 t < T 是连续的，所以 f(t)e−pt 在这个区间也是连续的，于是式

(4.1.5) 右边的第一个积分存在。

图 4.1 一个分段连续的函数 f(t)(0 6 t < ∞)，在区间 [0, T ) 和 (T,∞) 均连续，在 t = T 不连续

为了证明第二个积分的存在，我们要利用条件 |f(t)| 6 M exp(αt)，事实上我

们有 ∣∣∣∣
∫ ∞

T

f(t)e−ptdt

∣∣∣∣ 6
∫ ∞

T

|f(t)|e−ptdt 6
∫ ∞

T

Me−(p−α)tdt

6 M

∫ ∞

0

e−(p−α)tdt =
M

p− α
< ∞ (p > α)

所以式 (4.1.4) 成立。

实际问题中的函数大都满足拉普拉斯存在的充分条件，而不满足傅里叶变换

中绝对可积条件的 u(t)，cos t，t 等函数，现在都满足上述拉普拉斯变换存在的

条件：

|u(t)| 6 1 · exp(0 · t) : M = 1, α = 0 (4.1.6a)
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|cos t| 6 1 · exp(0 · t) : M = 1, α = 0 (4.1.6b)

|t| 6 1 · exp(1 · t) : M = 1, α = 1 (4.1.6c)

应该强调，与傅里叶变换的情况类似，上述拉普拉斯变换存在的两个条件是

充分的，但不是必要的。有的函数尽管不满足上面的条件，但仍然存在拉普拉斯变

换。为了直观了解拉普拉斯变换的作用及存在的条件，我们首先考查下面简单函数

的拉普拉斯变换。

例 1 计算 L{1}，L{t} 和 L{eαt}，其中 α 是常数。

解

L{1} =
∫ ∞

0

e−ptdt =
1
p

(p > 0) (4.1.7a)

L{t} =
∫ ∞

0

te−ptdt =
1
p2

(p > 0) (4.1.7b)

L{
eαt

}
=

∫ ∞

0

eαte−ptdt =
1

p− α
(p > α) (4.1.7c)

例 2 讨论函数 f(t) =
1√
t
的拉普拉斯变换。

解 首先注意到这个函数不满足条件 |f(t)| 6 M exp(αt)(对于所有的 t > 0)。

事实上，在 t = 0，f(0) →∞。但是它的拉普拉斯变换存在

L
{

1√
t

}
=

∫ ∞

0

t−1/2e−ptdt =
√
π

p
(4.1.8)

4.1.2 拉普拉斯变换的性质

与傅里叶变换一样，拉普拉斯变换有一系列的性质。首先，拉普拉斯变换是线

性变换，即

L{C1f1 + C2f2} = C1L{f1}+ C2L{f2} (4.1.9)

其中，C1 和 C2 是常数。

证明

L{C1f1 + C2f2} =
∫ ∞

0

[C1f1(x) + C2f2(x)]e−ptdt

= C1

∫ ∞

0

f1(t)e−ptdt + C2

∫ ∞

0

f2(t)e−ptdt

= C1L{f1}+ C2L{f2}

进而，如果

f(t) ←→ F (p) (4.1.10)
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则拉普拉斯变换有以下定理。

1) 微分定理 I
df(t)

dt
←→ pF (p)− f(0) (4.1.11)

证明

df(t)
dt

←→
∫ ∞

0

df(t)
dt

e−ptdt =
∫ ∞

0

df(t)e−pt

=
[
f(t)e−pt

]∞
0

+ p

∫ ∞

0

f(t)e−ptdt

=− f(0) + pF (p)

类似地，可以证明
d2f(t)

dt2
←→ p2F (p)− pf(0)− f ′(0) (4.1.12)

2) 微分定理 II

tf(t) ←→ − d
dp

F (p) (4.1.13)

证明 对式 (4.1.2) 两边关于 p 求导数

d
dp

F (p) =
d
dp

∫ ∞

0

f(t)e−ptdt

=
∫ ∞

0

f(t)
d
dp

(
e−pt

)
dt =

∫ ∞

0

f(t)
(−te−pt

)
dt

= −
∫ ∞

0

[tf(t)]e−ptdt = −L{tf(t)}

故式 (4.1.13) 成立。

类似地，可以证明

tnf(t) ←→ (−1)n dn

dpn
F (p) (4.1.14)

3) 积分定理 ∫ t

0

f(t)dt ←→ F (p)
p

(4.1.15)

证明 令 g(t) =
∫ t

0

f(t)dt，则

f(t) = g′(t) ←→ pG(p)− g(0) = pG(p) (4.1.16)

这里利用了

g(0) =
∫ 0

0

f(t)dt = 0 (4.1.17)
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由式 (4.1.16) 得出

pG(p) = F (p) (4.1.18)

故式 (4.1.15) 成立。

4) 位移定理 I

eαtf(t) ←→ F (p− α) (4.1.19)

其中，α 是实数。

证明 ∫ ∞

0

eαtf(t)e−ptdt =
∫ ∞

0

f(t)e−(p−α)tdt = F (p− α) (4.1.20)

故式 (4.1.19) 成立。

5) 位移定理 II

u(t− a)f(t− a) ←→ e−apF (p) (4.1.21)

图 4.2 式 (4.1.22) 的单位阶跃函数

其中，a > 0，u(t − a) 是图 4.2 所示的单位阶

跃函数

u(t− a) =

{
0 (t < a)

1 (t > a)
(4.1.22)

证明 函数 u(t− a)f(t− a) 可以写为

u(t− a)f(t− a) =





0 (t < a)

f(t− a) (t > a)
(4.1.23)

它的拉普拉斯变换为

∫ ∞

0

u(t− a)f(t− a)e−ptdt

=
∫ ∞

a

f(t− a)e−ptdt (T = t− a)

=
∫ ∞

0

f(T )e−(T+a)pdT

=e−ap

∫ ∞

0

f(T )e−TpdT

=e−apF (p)

故式 (4.1.21) 成立。
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6) 卷积的定义与卷积定理

在讨论傅里叶变换时，卷积由式 (3.1.23) 定义为

f1(t) ∗ f2(t) =
∫ ∞

−∞
f1(τ)f2(t− τ)dτ (4.1.24)

在拉普拉斯变换 (4.1.2) 中，函数 f(t) 定义在区间 [0,∞)，所以可以认为，当 t < 0

时，f(t) = 0。这样一来，对拉普拉斯变换而言，卷积 (4.1.24) 的积分区间可以缩

小。事实上，如果 f1(t) 和 f2(t) 都满足条件：当 t < 0 时，f1(t) = 0 和 f2(t) = 0，

则式 (4.1.24) 可以写为

f1(t) ∗ f2(t) =
∫ 0

−∞
f1(τ)f2(t− τ)dτ

︸ ︷︷ ︸
=0

[f1(t) = 0(t < 0)]

+
∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ +
∫ ∞

t

f1(τ)f2(t− τ)dτ

=
∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ +
∫ ∞

t

f1(τ)f2(t− τ)dτ

︸ ︷︷ ︸
T=t−τ

=
∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ −
∫ −∞

0

f1(t− T )f2(T )dT

︸ ︷︷ ︸
=0

[f2(t) = 0(t < 0)]

=
∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ

这样，我们得到了拉普拉斯变换的卷积定义

f1(t) ∗ f2(t) =
∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ (4.1.25)

它是傅里叶变换的卷积定义在拉普拉斯变换情况下的简约形式。进而

F1(p)F2(p) =
[∫ ∞

0

f1(u)e−pudu

] [∫ ∞

0

f2(v)e−pvdv

]

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−p(u+v)f1(u)f2(v)dudv (t = u + v)

=
∫ ∞

t=0

∫ t

u=0

e−ptf1(u)f2(t− u)dudt

=
∫ ∞

t=0

e−pt

[∫ t

u=0

f1(u)f2(t− u)du

]
dt

=
∫ ∞

t=0

e−pt [f1(t) ∗ f2(t)]dt = L{f1(t) ∗ f2(t)}
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于是

F1(p)F2(p) ←→ f1(t) ∗ f2(t) =
∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ (4.1.26)

这就是拉普拉斯变换的卷积定理。另外，与傅里叶变换一样，拉普拉斯变换的卷积

运算也服从交换率。

4.2 典型函数的拉普拉斯变换

本节将通过若干典型例题，进一步讨论拉普拉斯变换的计算方法。

例 1 求函数 (3.3.32) 的傅里叶变换。
解

F (ω) =
∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt

=
∫ ∞

0

e−βte−iωtdt
[
= L{

e−iωt
}

, 再利用式 (4.1.7c)
]

=
1

β + iω
(4.2.1)

这个例子表明，某些傅里叶变换问题能更简便地用拉普拉斯变换的方法处理。

例 2 求 sin kt 和 cos kt 的拉普拉斯变换，其中 k 是实数。

解

方法 1 直接积分
∫ ∞

0

sin kte−ptdt =
1

p2 + k2

[
e−pt (−p sin kt− k cos kt)

]∞
0

=
1

p2 + k2
[0− (−k)]

=
k

p2 + k2

方法 2
∫ ∞

0

sin kte−ptdt = −1
p

∫ ∞

0

sin ktd
(
e−pt

)

= −1
p

(
sin kte−pt

∣∣∞
0
− k

∫ ∞

0

e−pt cos ktdt

)

=
k

p

∫ ∞

0

e−pt cos ktdt = − k

p2

∫ ∞

0

cos ktd
(
e−pt

)

= − k

p2

(
cos kte−pt

∣∣∞
0

+ k

∫ ∞

0

e−pt sin ktdt

)

= − k

p2

(
−1 + k

∫ ∞

0

e−pt sin ktdt

)
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从该方程解出 ∫ ∞

0

sin kte−ptdt =
k

p2 + k2
(4.2.2a)

方法 3
∫ ∞

0

sin kte−ptdt =
1
2i

∫ ∞

0

(
eikt − e−ikt

)
e−ptdt

=
1
2i

[∫ ∞

0

e−(p−ik)tdt−
∫ ∞

0

e−(p+ik)tdt

] [
利用式 (3.3.22)

]

=
1
2i

(
1

p− ik
− 1

p + ik

)

=
1
2i

2ik
p2 + k2

=
k

p2 + k2

用以上三种方法，可以类似地求出
∫ ∞

0

cos kte−ptdt =
p

p2 + k2
(4.2.2b)

方法 4 以上方法都是分别求出 sin kt 和 cos kt 的拉普拉斯变换，下面的方

法将同时求出二者的拉普拉斯变换。利用拉普拉斯变换的线性性质，对欧拉公式

exp(ikt) = cos kt + i sin kt 两端取拉普拉斯变换

L{cos kt}+ iL{cos kt} =
∫ ∞

0

(cos kt + i sin kt) e−ptdt

=
∫ ∞

0

e−(p−ik)tdt
[
利用式 (3.3.22)

]

=
1

p− ik
=

p

p2 + k2
+ i

k

p2 + k2

两边比较实部和虚部，得到
∫ ∞

0

cos kte−ptdt =
p

p2 + k2
,

∫ ∞

0

sin kte−ptdt =
k

p2 + k2

方法 5 这个问题还有一个很特别的微分方程解法。考虑微分方程 (1.1.22)的

一个初值问题 



d2x

d2t
+ k2x = 0 (t > 0)

x(0) = 1, ẋ(0) = 0

(4.2.3a)

(4.2.3b)

它的解为

x(t) = cos kt (4.2.4)
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这样一来，如果我们对方程 (4.2.3a)两边作拉普拉斯变换，并利用初始条件 (4.2.3b)，

就可以得到象函数 X(p) 的代数方程，它的解就是 X(p) = L{cos kt}。我们有

p2X(p)− px(0)− ẋ(0) + k2X(p) = 0 (4.2.5)

利用式 (4.2.3b) 后

p2X(p)− p + k2X(p) = 0 (4.2.6)

解之得

X(p) = L{cos kt} =
p

p2 + k2
(4.2.7)

类似地，利用初值问题 



d2x

d2t
+ k2x = 0

x(0) = 0, ẋ(0) = k

(4.2.8a)

(4.2.8b)

的解 x(t) = sin kt，得到

p2X(p)− k + k2X(p) = 0 (4.2.9)

从而

X(p) = L{sin kt} =
k

p2 + k2
(4.2.10)

例 3 求 sinh kt 和 cosh kt 的拉普拉斯变换，其中 k 是实数。

解 这个题也有类似于例 2 的各种解法，这里用微分方程解法。考虑微分方

程 (1.1.31) 的两个初值问题




d2x

d2t
− k2x = 0

x(0) = 1, ẋ(0) = 0
和





d2x

d2t
− k2x = 0

x(0) = 0, ẋ(0) = k

(4.2.11)

其解分别为

cosh kt 和 sinh kt (4.2.12)

对式 (4.2.11) 中的方程两端取拉普拉斯变换，得到

p2X(p)− px(0)− ẋ(0)− k2X(p) = 0 (4.2.13)

代入初始条件后，得到

p2X(p)− p− k2X(p) = 0 和 p2X(p)− k − k2X(p) = 0 (4.2.14)

解之得

X(p) =
p

p2 − k2
= L{cosh kt} 和 X(p) =

k

p2 − k2
= L{sinh kt} (4.2.15)
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这两个拉普拉斯变换存在的条件是 p > |k|。需要指出，函数 cosh kt 和 sinh kt(图

1.5)都不满足傅里叶变换的绝对可积条件，它们的傅里叶变换确实不存在，但是它

们的拉普拉斯变换都存在而且很容易求出。这个例子再次显示出拉普拉斯变换的

优越性。

例 4 计算 L{t sin kt}，其中 k 是实数。

解

L{t sin kt} =
∫ ∞

0

t sin kte−ptdt =
1
2i

∫ ∞

0

t
(
eikt − e−ikt

)
e−ptdt

=
1
2i

[∫ ∞

0

te−(p−ik)tdt−
∫ ∞

0

te−(p+ik)tdt

] [
利用式 (4.1.7b)

]

=
1
2i

[
1

(p− ik)2
− 1

(p + ik)2

]

=
1
2i

4ipk

(p2 + k2)2
=

2pk

(p2 + k2)2

这个问题的另一解法见下面的例题。

例 5 计算 tf(x) 类函数的拉普拉斯变换。

解 利用拉普拉斯变换的微分定理 (4.1.13)

tf(t) ←→ − d
dp

F (p) (4.2.16)

我们有

te−αt ←→ − d
dp

(
1

p + α

)
=

1
(p + α)2

(4.2.17)

t sin kt ←→ − d
dp

(
k

p2 + k2

)
=

2pk

(p2 + k2)2
(4.2.18a)

t cos kt ←→ − d
dp

(
p

p2 + k2

)
=

p2 − k2

(p2 + k2)2
(4.2.18b)

t sinh kt ←→ − d
dp

(
k

p2 − k2

)
=

2pk

(p2 − k2)2
(4.2.19a)

t cosh kt ←→ − d
dp

(
p

p2 − k2

)
=

p2 + k2

(p2 − k2)2
(4.2.19b)

t · t = t2 ←→ − d
dp

(
1
p2

)
=

2
p3

(4.2.20a)

t · t2 = t3 ←→ − d
dp

(
2
p3

)
=

6
p4

(4.2.20b)
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例 6 计算 eαtf(x) 类函数的拉普拉斯变换，其中 α 是实数。

解 利用拉普拉斯变换的位移定理 (4.1.19)

L{
eαtf(t)

}
= F (p− α) (4.2.21)

再利用相关函数的拉普拉斯变换，我们得到

L{
eαt sin kt

}
=

k

(p− α)2 + k2
(4.2.22a)

L{
eαt cos kt

}
=

p− α

(p− α)2 + k2
(4.2.22b)

L{
eαt sinh kt

}
=

k

(p− α)2 − k2
(4.2.23a)

L{
eαt cos kt

}
=

p− α

(p− α)2 − k2
(4.2.23b)

例 7 计算 L−1

{
2

(p− 1)2 + 4

}
和 L−1

{
1

p2 + 2p + 3

}
, 其中 α 是实数。

解 在式 (4.2.22a) 中取 α = 1 和 k = 2，得到

L{
et sin 2t

}
=

2
(p− 1)2 + 4

(4.2.24)

所以

L−1

{
2

(p− 1)2 + 4

}
= et sin 2t (4.2.25)

另外
1

p2 + 2p + 3
=

1

(p + 1)2 +
(√

2
)2 =

1√
2

√
2

(p + 1)2 +
(√

2
)2 (4.2.26)

故

L−1

{
1

p2 + 2p + 3

}
=

1√
2
e−t sin

√
2t (4.2.27)

例 8 已知象函数 F (p) = − 1
p2(p− 1)

，求它的原函数 f(t)。

解

F (p) = − 1
p2(p− 1)

=
(
− 1

p2

)(
1

p− 1

)
(4.2.28)

记

F1(p) = − 1
p2

, F2(p) =
1

p− 1
(4.2.29)

对式 (4.2.29) 反演，并利用式 (4.1.7b) 和式 (4.1.7c)，得到

f1(t) = −t, f2(t) = et (4.2.30)
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利用卷积定理 (4.1.26)，对式 (4.2.28) 反演，得到

f(t) = f1(t) ∗ f2(t) =
∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ

=
∫ t

0

(−τ)et−τdτ = 1 + t− et

4.3 拉普拉斯变换应用举例

拉普拉斯变换的主要应用是求解微分方程 (以及积分方程和微积分方程)，而

对于求解常系数线性微分方程的初值问题是特别有用的。求解中首先对方程两边

取拉普拉斯变换，并利用初始条件得到象函数的代数方程。从代数方程解出象函

数，进而对象函数反演，就得到初值问题的解，整个过程如图 4.3 所示。这个方法

也适用于非齐次方程、常微分方程组的初值问题，以及随后讨论的数学物理方法的

定解问题。由于用拉普拉斯变换求解微分方程的便捷性，使之在力学、电磁学、电

工学、光学、地学、信号处理等理论问题与工程技术领域中得到广泛的应用。

图 4.3 用拉普拉斯变换法求解微分方程的过程

下面用典型的例题加以说明。

例 1 求解积分方程

y(t) = 1 +
∫ t

0

y(τ) sin(t− τ)dτ (t > 0) (4.3.1)

解 方程 (4.3.1) 右边的积分可以写为

y(t) ∗ sin t =
∫ t

0

y(τ) sin(t− τ)dτ (4.3.2)

对式(4.3.1) 两端取拉普拉斯变换，并利用式(4.1.7a)，式(4.2.2a) 和式(4.1.26)，得到

Y (p) =
1
p

+ Y (p)
1

p2 + 1
(4.3.3)

解之得

Y (p) =
p2 + 1

p3
=

1
p

+
1
p3

(4.3.4)
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对式 (4.3.4) 反演，并利用式 (4.1.7a) 和式 (4.2.20a)，得到

y(t) = 1 +
t2

2
(4.3.5)

这就是方程 (4.3.1) 的解。

例 2 求解常微分方程的初值问题




d2x

dt2
+ λx = 0 (t > 0)

x(0) = φ, ẋ(0) = ψ

(4.3.6a)

(4.3.6b)

其中，λ 是常数。

解 对方程 (4.3.6a) 两边取拉普拉斯变换，得到

[
p2X(p)− px(0)− ẋ(0)

]
+ λX(p) = 0 (4.3.7)

将初始条件 (4.3.6b) 代入，得到

[
p2X(p)− pφ− ψ

]
+ λX(p) = 0 (4.3.8)

解之得

X(p) = φ
p

p2 + λ
+ ψ

1
p2 + λ

(4.3.9)

有三种情况需要考虑。

(1) λ > 0，这时设 λ = a2 (a > 0)，式 (4.3.9) 写为

X(p) = φ
p

p2 + a2
+ ψ

1
p2 + a2

(4.3.10)

对式 (4.3.10) 反演，并利用式 (4.2.2)，得到

x(t) = φ cos at +
ψ

a
sin at (4.3.11)

(2) λ = 0，式 (4.3.9) 写为

X(p) = φ
1
p

+ ψ
1
p2

(4.3.12)

对式 (4.3.12) 反演，并利用式 (4.1.7a) 和式 (4.1.7b)，得到

x(t) = φ + ψt (4.3.13)

(3) λ < 0，这时设 λ = −b2 (b > 0)，式 (4.3.9) 写为

X(p) = φ
p

p2 − b2
+ ψ

1
p2 − b2

(4.3.14)
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对式 (4.3.14) 反演，并利用式 (4.2.15)，得到

x(t) = φ cosh bt +
ψ

b
sinh bt (4.3.15)

例 3 求解非齐次常微分方程的初值问题

{
y′′ + y = 2 (t > 0)

y(0) = 0, ẏ(0) = 1

(4.3.16a)

(4.3.16b)

解 对方程 (4.3.16a) 两边取拉普拉斯变换，得到

p2Y (p)− py(0)− y′(0) + Y (p) =
2
p

(4.3.17)

将初始条件 (4.3.16b) 代入，得到

(p2 + 1)Y (p)− 1 =
2
p
⇒ Y (p) =

1
p2 + 1

+
2

p(p2 + 1)
(4.3.18)

将式 (4.3.18) 化成部分分式

Y (p) =
1

p2 + 1
+

2
p
− 2p

p2 + 1
(4.3.19)

对式 (4.3.19) 反演，得到

y(t) = sin t + 2− 2 cos t (4.3.20)

这就是初值问题 (4.3.16) 的解。

例 4 求解非齐次常微分方程的初值问题

{
y′′ + 2y′ − 3y = e−t (t > 0)

y(0) = 0, ẏ(0) = 1

(4.3.21a)

(4.3.21b)

解 对方程 (4.3.21a) 两边取拉普拉斯变换，得到

[
p2Y (p)− py(0)− y′(0)

]
+ 2 [pY (p)− y(0)]− 3Y (p) =

1
p + 1

(4.3.22)

利用初始条件 (4.3.21b)，式 (4.3.22) 变为

p2Y (p)− 1 + 2pY (p)− 3Y (p) =
1

p + 1
(4.3.23)

解之得

Y (p) =
p + 2

(p + 1)(p2 + 2p− 3)
=

p + 2
(p + 1)(p− 1)(p + 3)
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= −1
4

(
1

p + 1

)
+

3
8

(
1

p− 1

)
− 1

8

(
1

p + 3

)

反演给出

y(t) = −1
4

exp(−t) +
3
8

exp(t)− 1
8

exp(−3t) (4.3.24)

这就是初值问题 (4.3.21) 的解。

例 5 求解强迫振动系统的初值问题
{

y′′ + 4y = f(t) (t > 0)

y(0) = 1, ẏ(0) = 0

(4.3.25a)

(4.3.25b)

图 4.4 式 (4.3.26) 的函数

其中，t 是时间，y(t) 是 t 时刻的位移，f(t) 表

示驱动力 (图 4.4)

f(t) =

{
1 (0 6 t 6 1)

0 (t > 1)
(4.3.26)

并进一步讨论解的性质。

解 利用式 (4.1.22) 的单位阶跃函数可以

将驱动力 (4.3.26) 表示为

f(t) = 1− u(t− 1) (4.3.27)

这样方程 (4.3.25a) 变为
y′′ + 4y = 1− u(t− 1) (4.3.28)

首先计算 L{u(t− 1)}。为此，在式 (4.1.21)中取 f(t) = 1，α = 1，并利用式 (4.1.7a)，

得到

L{u(t− 1)} =
e−p

p
(4.3.29)

对方程 (4.3.28) 两边取拉普拉斯变换，并利用初始条件 (4.3.25b)，得到

p2Y (p)− p + 4Y (p) =
1
p
− e−p

p
(4.3.30)

解之得

Y (p) =
p

p2 + 4
+

1 + e−p

p (p2 + 4)

=
p

p2 + 4
+

1
4

(
1− e−p

) (
1
p
− p

p2 + 4

)

=
p

p2 + 4
+

1
4

(
1
p
− p

p2 + 4

)
− 1

4
e−p

(
1
p
− p

p2 + 4

)
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对上式反演，并利用式 (4.2.2b)、式 (4.1.7a)、式 (4.3.29) 以及式 (4.1.21)，得到

y(t) = cos 2t +
1
4

(1− cos 2t)− 1
4
u(t− 1) [1− cos 2(t− 1)] (4.3.31)

式 (4.3.31)所示的位移函数 y(t)随时间 t的变化曲线如图 4.5(a)所示。实际上，y(t)

可以分段写为

y1(t) =
1
4

+
3
4

cos 2t (0 6 t 6 1) (4.3.32a)

y2(t) =
3
4

cos 2t +
1
4

cos 2(t− 1) = A cos 2(t− θ) (t > 1) (4.3.32b)

其中，A =
√

10 + 6 cos 2
4

= 0.685，tan 2θ =
sin 2

3 + cos 2
= 0.352。在驱动力作用的过

程中 (0 6 t 6 1)，位移函数按式 (4.3.32a) 变化；在驱动力撤销后 (t > 1)，系统按

规律 y′′ + 4y = 0 作简谐振动，位移函数按式 (4.3.32b) 变化。在 t = 1 时刻，虽然

驱动力是不连续的，但函数 y1(t) 和 y2(t) 是连续的

y1(1) = y2(1) =
1
4

+
3
4

cos 2 = −0.062 (4.3.33)

而且二者之间的连接还是光滑的，如图 4.5(a) 所示。

我们进一步利用式 (4.3.32) 计算出 y′(t) 和 y′′(t)

y′1(t) = −3
2

sin 2t, y′2(t) = −3
2

sin 2t− 1
2

sin 2(t− 1) (4.3.34a)

y′′1 (t) = −3 cos 2t, y′′2 (t) = −3 cos 2t− cos 2(t− 1) (4.3.34b)

图 4.5(b)和 (c)显示了 y′(t)和 y′′(t)随时间 t的变化曲线。可以看出，在 t = 1，y′(t)

是连续的：y′1(1) = y′2(1) = −3
2

sin 2 = −1.364，但它是不光滑的。而 y′′(t) 在 t = 1

则出现不连续性。其实 y′′(t) 的不连续性从方程 (4.3.28) 可以直接看出来，事实上

y′′(t) = 1− u(t− 1)− 4y =

{
1− 4y (0 6 t 6 1)

−4y (t > 1)
(4.3.35)

再利用式 (4.3.33)，得到

y′′(1) =

{
1.248 (t → 1−)

0.248 (t → 1+)
(4.3.36)

这种不连续行为如图 4.5(c) 所示。
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二阶导数 y′′(t) 在 t = 1 出现不连续性的物理机制是很简单的，因为此刻系统

的受力情况发生了突变，因此加速度 y′′(t)自然随之突变，但位移 y(t)和速度 y′(t)

仍然是连续的。

图 4.5 在驱动力撤销的 t = 1 时刻，(a) 位移函数 y(t) 保持连续，(b)y′(t) 显示不光滑行为，

而 (c)y′′(t) 出现不连续性

例 6 求解强迫振动的初值问题



d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ω2

0x = f(t) (t > 0)

x(0) = φ, ẋ(0) = ψ

(4.3.37a)

(4.3.37b)

其中，γ 和 ω0 是常数，f(t) 是已知函数。

解 本例题是问题 (4.3.6) 的推广。对方程 (4.3.37a) 两边取拉普拉斯变换，

得到

[
p2X(p)− px(0)− ẋ(0)

]
+ 2γ [pX(p)− x(0)] + ω2

0X(p) = F (p) (4.3.38)

将初始条件 (4.3.37b) 代入式 (4.3.38)，得到
[
p2X(p)− pφ− ψ

]
+ 2γ [pX(p)− φ] + ω2

0X(p) = F (p) (4.3.39)

解之得

X(p) =
pφ + (2γφ + ψ) + F (p)

p2 + 2γp + ω2
0

(4.3.40)
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将式 (4.3.40) 化成部分分式

X(p) = φ
p + γ

(p + γ)2 + R
+ (γφ + ψ)

1
(p + γ)2 + R

+
F (p)

(p + γ)2 + R
(4.3.41)

其中，R = ω2
0 − γ2，有三种情况需要考虑。

(1) R > 0，这时设 R = a2
(
a =

√
ω2

0 − γ2
)
，式 (4.3.41) 写为

X(p) = φ
p + γ

(p + γ)2 + a2
+ (γφ + ψ)

1
(p + γ)2 + a2

+
F (p)

(p + γ)2 + a2
(4.3.42)

反演后得到

x(t) = exp(−γt)
[
φ cos at +

γφ + ψ

a
sin at

]
+

1
a

∫ t

0

f(τ)e−γ(t−τ) sin a(t− τ)dτ

(4.3.43)

(2) R = 0，式 (4.3.41) 写为

X(p) = φ
1

p + γ
+ (γφ + ψ)

1
(p + γ)2

+
F (p)

(p + γ)2
(4.3.44)

反演后得到

x(t) = exp(−γt) [φ + (γφ + ψ) t] +
∫ t

0

f(τ) (t− τ) e−γ(t−τ)dτ (4.3.45)

(3) R < 0，这时设 R = −b2
(
b =

√
γ2 − ω2

0

)
，式 (4.3.41) 写为

X(p) = φ
p + γ

(p + γ)2 − b2
+ (γφ + ψ)

1
(p + γ)2 − b2

+
F (p)

(p + γ)2 − b2
(4.3.46)

反演后得到

x(t) = exp(−γt)
[
φ cosh bt +

γφ + ψ

b
sinh bt

]
+

1
a

∫ t

0

f(τ)e−γ(t−τ) sinh b(t− τ)dτ

(4.3.47)

需要指出，这个问题用傅里叶变换法求解时 [见式 (3.4.23)]，只能得到形式解

(3.4.26) 及常数解 (3.4.27)，但用拉普拉斯变换法，可以得到初值问题的所有解。

例 7 求解微分方程组的初值问题





y′′ − x′′ + x′ − y = et − 2

2y′′ − x′′ − 2y′ + x = −t

x(0) = x′(0) = 0

y(0) = y′(0) = 0

(4.3.48a)

(4.3.48b)

(4.3.48c)

(4.3.48d)
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解 对方程组作拉普拉斯变换，并利用初始条件，得到




p2Y (p)− p2X(p) + pX(p)− Y (p) =
1

p− 1
− 2

p

2p2Y (p)− p2X(p)− 2pY (p) + X(p) = − 1
p2

(4.3.49a)

(4.3.49b)

化简后得 



(p + 1) Y − pX =
−p + 2

p(p− 1)2

(p + 1) Y − pX =
−p + 2

p(p− 1)2

(4.3.50a)

(4.3.50b)

解之得 



Y (p) =
1

p(p− 1)2
=

1
P
− 1

P − 1
+

1
(p− 1)2

X(p) =
2p− 1

p2(p− 1)2
= − 1

p2
+

1
(p− 1)2

(4.3.51a)

(4.3.51b)

反演后得

y(t) = 1− et + tet, x(t) = −t + tet (4.3.52)

这就是方程组 (4.3.48) 的解。

例 8 设 a 和 b 分别是量子系统中光子和声子的湮灭算子，a+ 和 b+ 是相应

的产生算子，它们服从玻色对易关系：[a, a+] = 1 和 [b, b+] = 1，求解光子–声子耦

合方程组 



da(t)
dt

= −γaa(t) + κb†(t)

db(t)
dt

= −γbb(t) + κa†(t)

(4.3.53a)

(4.3.53b)

其中，γa，γa 和 κ 均是常数。

解 对方程 (4.3.53a) 和方程 (4.3.53b) 两边分别取拉普拉斯变换，得到相应

的代数方程，解之得到象函数 A(p) = L{a(t)} 和 B(p) = L{b(t)}，然后对象函数
反演，最后得到

a(t) = [a(coshΩt− cosΘ sinhΩt) + b+ sinΘ sinhΩt] exp(−γt) (4.3.54a)

b(t) = [a+ sinΘ sinhΩt + b(coshΩt + cosΘ sinhΩt)] exp(−γt) (4.3.54b)

其中，a ≡ a(0) 和 b ≡ b(0) 分别是初始 t = 0 时刻的光子和声子的湮灭算子，而

Ω =
√

δ2 + κ2 (4.3.55a)

tanΘ =
κ

δ
(0 6 Θ 6 π) (4.3.55b)
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γ =
1
2
(γa + γb), δ =

1
2
(γa − γb) (4.3.55c)

均是不含时间的参量。

以上例题显示了拉普拉斯变换法在求解常微分方程中的应用，至于它在求解

数学物理方程中的应用，我们将在随后的章节中详细讨论。
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正如第 1 章所讨论的，许多实际问题可以用常微分方程模型描述，只涉及一

个变量。但是有更多的问题一般含有两个变量，如空间与时间。而数学物理方法所

研究的主要对象是包含两个 (或更多) 变量的偏微分方程问题。数学物理方程的典

型例子是电磁场的麦克斯韦方程和量子力学的薛定谔方程，前者涉及电磁场的时

空变化规律，后者则包含波函数的时空依赖特征。而基本的数学物理方程有三类：

①基于弦振动问题的波动方程；② 热传导方程；③ 描述多维系统稳态温度分布及

电磁场空间分布的拉普拉斯方程。本章将围绕这些基本数学物理方程的建立、一般

二阶偏微分方程的基本问题，以及数学物理方法定解问题的表述进行详细的讨论。

5.1 波 动 方 程

5.1.1 弦振动问题

本节首先推导弦振动问题的方程，旨在建立波动方程，因为波动方程具有极为

广泛的应用。

考虑一根长度为 L、水平放置的弦，取弦平衡时所在的直线为 x轴，弦的两个

端点固定在 x = 0 和 x = L 处。假定弦在初始 t = 0 时刻的形状被函数 φ(x) 描述，

它表示弦上任意点 x 离开平衡位置的位移 (图 5.1)。在随后 t > 0 时，弦在平衡位

置附近振动。现在我们要确定在任意 t 时刻，处于任意位置 x(0 < x < L) 的弦点

离开其平衡位置的位移 u(x, t)。

图 5.1 弦的初始形状

在建立 u(x, t) 所满足的运动方程之前，我们首先作如下假定：

(1) 弦是均匀的，平衡时的线密度为 ρ；

(2) 弦是完全轻质而柔软的，在平衡和振动时均是绷紧的 (内部有张力)；

(3) 弦振动的幅度很小 (微振动)，由此弦线上每一点的斜率 ∂u/∂x 很小；
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(4) 弦振动是横向的，即每一点的振动方向均与 x 轴垂直，且整个弦的振动在

同一个平面 (即 x ∼ u 平面) 内。

我们首先分析无外界驱动力的情况，并忽略弦的重力。这样弦在平衡位置和振

动时只有张力起作用。设弦在平衡位置时内部张力的大小为常数 T。弦在振动时，

由于幅度很小，它的伸长很小，张力相对于平衡态时变化很小，由此可以认为各个

点的张力近似相等，并维持为平衡态时的常数 T。

现在我们分析弦振动时任意 x 处的一段微元 ∆s 的受力情况。如图 5.2 所

示，∆s 的左右端受到的张力分别为 T 1 和 T 2，它们的方向不同 (沿 ∆s 左右端的

切线方向)，但大小均为 T，即 T1 = T2 = T。由于弦振动是横向的，在 x 方向没有

运动 (合力为零)。根据牛顿第二定律写出 u 方向的运动方程为

T2 sinα2 − T1 sinα1 = T (sinα2 − sinα1) = m
∂2u

∂t2
(5.1.1)

其中，α1 和 α2 是 ∆s 左右两端的切线与 x 轴的夹角，m 是 ∆s 的质量，也是平衡

位置时 ∆x 的质量，因此

m = ρ ∆x (5.1.2)

图 5.2 弦振动系统中微元 ∆s 的受力分析

现在考查 ∆s 两端的斜率，考虑到微振动的性质：α1, α2 → 0，我们有

∂u

∂x

∣∣∣∣
x

= tan α1 ≈ sinα1 (5.1.3a)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x

= tan α2 ≈ sinα2 (5.1.3b)

式 (5.1.3b) 与式 (5.1.3a) 之差

(
∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x

− ∂u

∂x

∣∣∣∣
x

)
是

∂u

∂x
的变化量，故
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(
∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x

− ∂u

∂x

∣∣∣∣
x

)
= ∆

(
∂u

∂x

)
=

∆
(

∂u

∂x

)

∆x
∆x ≈ ∂2u

∂x2
∆x (5.1.4)

最后一步我们用微商近似代替了变化量。将式 (5.1.1) 中的 sinα1 和 sinα2 用式

(5.1.3) 中的斜率代换，并利用式 (5.1.4) 和式 (5.1.2)，得到

T
∂2u

∂x2
∆x = ρ∆x

∂2u

∂t2
(5.1.5)

即

∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(5.1.6)

式 (5.1.6) 就是弦振动的运动方程，其中 a =
√

T/ρ 是弦的物理参量，它具有速度

的量纲。我们将会看到，a 就是振动传播的速度 (即波速)。

5.1.2 强迫振动与阻尼振动

现在进一步考虑横向附加力的影响，如重力或外界驱动力。一般情况下，附加

力是时空依赖的，设作用在单位长度弦上的附加力为 F (x, t)，如图 5.3所示，则方

程 (5.1.1) 左边应添加微元受到的附加力 F (x, t)∆x，即

T2 sinα2 − T1 sinα1 + F∆x = T

(
∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x

− ∂u

∂x

∣∣∣∣
x

)
+ F∆x

= T
∂2u

∂x2
∆x + F∆x

= ρ∆x
∂2u

∂t2
(5.1.7)

图 5.3 强迫弦振动系统中微元 ∆s 的受力分析
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因此
∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t) (5.1.8)

其中

f(x, t) =
F (x, t)

ρ
(5.1.9)

方程 (5.1.8) 就是所谓强迫振动方程。如果附加力是弦的重力，则式 (5.1.7) 中的附

加力为 F∆x = −mg = −ρ∆xg(g 是重力加速度)，于是方程 (5.1.8) 变成

∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
− g (5.1.10)

对于弦振动位移 u(x, t) 而言，附加力 f(x, t) 和重力 mg 是外界驱动力，通常称为

“力项”(force term)，也称为驱动项，方程 (5.1.8) 和方程 (5.1.10) 是非齐次偏微分

方程。

现在进一步考虑阻尼弦振动的情况，如图 5.4所示。设想弦在某种介质中做微

振动，振动时受到的阻力与振动的速度成正比，这样单位长度的弦受到的阻力可以

表示为

F (x, t) = −k
∂u

∂t
(5.1.11)

图 5.4 阻尼弦振动的示意图

其中，k 是阻尼系数，负号表示阻力与振动方向相反。式 (5.1.11) 的阻力属于弦振

动的一种附加力，即式 (5.1.8) 中的力项 f(x, t)，它现在表示为

f(x, t) =
F (x, t)

ρ
= −k

ρ

∂u

∂t
≡ −2b

∂u

∂t
(5.1.12)

将式 (5.1.12) 代入式 (5.1.8) 得到

∂2u

∂t2
− a2 ∂2u

∂x2
+ 2b

∂u

∂t
= 0 (5.1.13)

这就是阻尼弦振动的运动方程。需要注意，虽然附加力 (5.1.11)是来自外界的阻力，

但它的大小依赖于弦本身的运动状态 (弦的速度越大，受到的阻力越大)。对于弦振

动位移 u(x, t) 而言，这种作用已经不是纯粹的外界力项，而是系统与外界相互作

用的结果，它所导致的阻尼项 ∂u/∂t 反映系统本身的性质。现在，方程 (5.1.13) 明

显是一个齐次方程。
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上述弦振动问题的解 u(x, t) 表示位于 x 处的弦点在任意 t 时刻离开平衡位

置的位移。其实，时空依赖的振动就是波动，波动是振动的传播。在波动的意义

上，u(x, t) 表示空间任意 x 点的波形 (图 5.5)；又可以理解为任意 t 时刻波动在空

间的分布。上述的振动方程常称为波动方程，而波动方程 (5.1.8)中的附加力 f(x, t)

可以视为外波源。

图 5.5 波动方程的解 u(x, t) 表示空间任意 x 点的波形

上述一维波动方程的结果容易推广到二维和三维情况

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
+ f(x, y, t) (5.1.14)

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)
+ f(x, y, z, t) (5.1.15)

它们分别刻画一个二维平面上和一个三维立体空间内的波动行为，而 f(x, y, t) 和

f(x, y, z, t)则是相应的时空依赖的外波源。特别是方程 (5.1.14)可以描述二维膜的

振动，具体问题我们将在 6.3.1 节详细讨论。

5.1.3 高频传输线问题

除了弦振动问题之外，还有许多物理现象都服从波动方程，一个典型的例子是

高频传输线问题。与 1.1 节例 5 的普通传输线不同，当高频电流通过传输线时，不

仅有导线电阻和电路电漏的存在，而且分布电容、分布电感更是不可避免的，因此

高频传输线上的电压与电流不但随空间变化，而且随时间变化。与研究普通传输线

的方法相同，对于高频传输线，也是从传输线划出一个微元 ∆x，不过它的等效电

路更为复杂，如图 5.6 所示。图中的 R，L，C 和 G 分别是单位长度的电阻、电感、

电容和电漏，由于微元足够小，每个元件的尺度均为 ∆x。现在根据基尔霍夫定律

写出电压与电流的方程。在长度为 ∆x 的传输线中，电压降为

v − (v + ∆v) = R∆x · i + L∆x · ∂i

∂t
(5.1.16a)
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图 5.6 高频传输线微元 ∆x 的等效电路

在节点，流入的电流等于流出的电流

i = (i + ∆i) + C∆x · ∂v

∂t
+ G∆x · v (5.1.16b)

注意，式 (5.1.16) 右边的 v 原本是 v + ∆v，这里略去了二阶小量 ∆x∆v。方程

(5.1.16) 中的变化量用微商近似代替后变成

∂i

∂x
+ C

∂v

∂t
+ Gv = 0 (5.1.17a)

∂v

∂x
+ L

∂i

∂t
+ Ri = 0 (5.1.17b)

这是电压与电流的耦合方程，下面我们推出各自独立的方程。为此，对式 (5.1.17a)

两边关于 x 求导数，得到

∂2i

∂x2
+ C

∂2v

∂x ∂t
+ G

∂v

∂x
= 0 (5.1.18a)

对式 (5.1.17b) 两边关于 t 求导数，得到

∂2v

∂x ∂t
+ L

∂2i

∂t2
+ R

∂i

∂t
= 0 (5.1.18b)

式 (5.1.18b) 两边同乘以 C，再与式 (5.1.18a) 相减，得到

∂2i

∂x2
+ G

∂v

∂x
− LC

∂2i

∂t2
−RC

∂i

∂t
= 0 (5.1.19)

由式 (5.1.17b) 解出 ∂v/∂x，再代入式 (5.1.19)，得到

∂2i

∂x2
= LC

∂2i

∂t2
+ (RC + GL)

∂i

∂t
+ GRi (5.1.20a)

这是电流的方程。同理可得电压的方程

∂2v

∂x2
= LC

∂2v

∂t2
+ (RC + GL)

∂v

∂t
+ GRv (5.1.20b)
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可见电压与电流有相同的变化规律。方程 (5.1.20a)和方程 (5.1.20b)具有相同的形

式
∂2u

∂t2
− a2 ∂2u

∂x2
+ 2b

∂u

∂t
+ cu = 0 (5.1.21)

方程 (5.1.21)称为电报方程 (telegraph equation)，其中 a, b, c > 0。它与阻尼弦振动

方程 (5.1.13) 相比，多了函数项 cu。

对于理想的传输线，电阻与电漏的影响可以忽略，方程 (5.1.20) 约化为

∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2

(
u = i 或 v

)
(5.1.22)

其中，a =
√

1/LC。这就是理想高频传输线方程，我们看到它与弦振动方程 (5.1.6)

有完全相同的形式。

同一个方程可以描述不同的物理现象，换言之，不同的物理现象可以被相同的

规律所支配，这反映了不同物理现象之间的相通性。式 (5.1.22) 的波动方程还适用

于许多波动现象，事实上自然界许多弹性振动，如机械振动、地震波、声波，以及

电磁波等，都可以在波动方程的基础上加以描述。

5.2 热传导方程

热传导是一个很常见的现象。当物体内部的温度分布不均匀时，热量就会从温

图 5.7 热传导的傅里叶定律

度较高的地方向温度较低的地方流动，在这

个过程中，温度是空间和时间的函数。热传

导方程就是温度所满足的偏微分方程，它的

解给出任意时刻物体内的温度分布。

为了建立热传导方程，我们首先介绍热

传导的傅里叶定律。设一维热传导系统置于

x 轴，考查系统在任意 x 处的横截面上的

一个单位面积，如图 5.7 所示。设热流沿 x

方向传递，x 处的温度为 u(x)，温度梯度为

∂u/∂x。傅里叶定律指出：在单位时间内流经

该单位面积的热量 q 与该处的温度梯度成正

比，即

q = −k
∂u

∂x
(5.2.1)

其中，k 是热导率，负号表示热流方向与温度梯度方向相反。

现在设这个一维的热传导系统 (如一个均匀的细杆) 的长度为 L，横截面积为

S，杆的两个端点处于 x = 0 和 x = L。假定杆在初始 t = 0 时刻的温度分布为
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φ(x)，在随后的时间 (t > 0)，热量在杆中流动。现在我们要确定在任意 t 时刻，杆

中任意位置 x(0 < x < L) 的温度 u(x, t)。

我们考查系统在 x 位置的一段微元 ∆x，如图 5.8 所示。根据傅里叶定律

(5.2.1)，在 ∆t 时间内从 ∆x 前端流入的热量为

Q1 = −kS∆t
∂u

∂x

∣∣∣∣
x

(5.2.2)

图 5.8 一维热传导系统的微元 ∆x

另一方面，在该时间内从 ∆x 后端流出的热量为

Q2 = −kS∆t
∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x

(5.2.3)

在没有其他热源的情况下，体积元 S∆x 吸收的热量使之温度升高。而温度升高的

描述则是基于物体比热 c 的定义：

c =
1
m

∆Q

∆u
(5.2.4)

其中，m 是物体的质量，c 表示单位质量的物体温度升高 1K 所需要的热量。这样

体积元 S∆x 吸收的热量为

Q3 = cρ S∆x∆u (5.2.5)

其中，ρ = m/S∆x 是系统的质量体密度。热量守恒要求

Q1 −Q2 = Q3 (5.2.6)

将式 (5.2.2)、式 (5.2.3) 和式 (5.2.5) 代入式 (5.2.6)，得到

kS∆t

(
∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x

− ∂u

∂x

∣∣∣∣
x

)
= cρ S∆x∆u (5.2.7)

温度梯度的变化量 [利用式 (5.1.4)] 为
(

∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x

− ∂u

∂x

∣∣∣∣
x

)
≈ ∂2u

∂x2
∆x (5.2.8)
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再利用变化量与微分的近似关系

∆u

∆t
≈ ∂u

∂t
(5.2.9)

式 (5.2.7) 变为
∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(5.2.10)

其中，a =
√

k/cρ 是系统的物理参量，它扮演了一个热扩散系数。式 (5.2.10) 就是

一维系统的热传导方程。

热传导方程 (5.2.10) 与波动方程 (5.1.6) 的不同之处在于，它的时间微商项是

一阶的，这使得我们可以讨论热传导系统的稳态行为。在稳态情况下，u(x, t) 不随

时间变化，即 ∂u/∂t = 0，故 ∂2u/∂x2 = 0，因此系统的稳态温度分布为

u(x) = Ax + B (5.2.11)

这是一个简单的线性解，其中 A 和 B 是常数，由热传导系统的边界条件确定。比

如对于边界条件 u(0) = T1 和 u(L) = T2，则 A = (T2 − T1)/L，B = T1。如果边界

条件为 u(0) = 0 和 u(L) = 0，则 A = B = 0。

与弦振动时附加力的引入类似，有源热传导方程表示为

∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t) (5.2.12)

其中，f(x, t) 表示一个时空依赖的外热源。

一维热传导方程 (5.2.12) 容易推广到二维与三维情况

∂u

∂t
= a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
+ f(x, y, t) (5.2.13)

∂u

∂t
= a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)
+ f(x, y, z, t) (5.2.14)

它们分别描述一个二维平面上和一个三维立体空间内的热传导行为，而 f(x, y, t)

和 f(x, y, z, t) 则是相应的时空依赖的外波源。这两个方程以后都会用到。

下面我们通过一个例题讨论有源热传导方程的建立。

例 一个长度为 L，横截面积为 S、电阻率为 r 的匀质导线，内有电流密度为

j 的均匀分布的直流电通过。设导线的比热、体密度和热导率分别为 c，ρ 和 k。试

推导导线内的热传导方程。

解 按照推导方程 (5.2.10)的过程，进一步考虑电流在系统体积元 S∆x中产

生的焦耳热量

Q4 = I2R
∆x

L
∆t = j2rS∆x∆t (5.2.15)
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其中，R 和 I 分别是导线的总电阻和电流强度，则热量守恒方程由 (5.2.6) 变为

Q1 −Q2 + Q4 = Q3 (5.2.16)

这样，在式 (5.2.7) 左边加入 j2rS∆x∆t，并利用式 (5.2.8)，得到

kS∆t
∂2u

∂x2
∆x + j2rS∆x∆t = cρ S∆x∆u (5.2.17)

即
∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
+ f (5.2.18)

其中，f =
j2r

cρ
，式 (5.2.18) 就是导线内的热传导方程，由于内部热源的存在，它是

一个非齐次的方程。

5.3 拉普拉斯方程

二维热传导方程 (5.2.13) 在稳态 ∂u/∂t = 0 且 f(x, y, t) = 0 情况下给出

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (5.3.1)

这就是熟知的二维拉普拉斯方程。这个方程给出关于二维热传导系统稳态温度分

布的各种形式解。另外，它还能描述电磁场的空间分布，现在我们利用麦克斯韦方

程推导电磁场的拉普拉斯方程。

描述电磁波时空变化规律的麦克斯韦方程为

∇ ·D = ρ (5.3.2a)

∇×E = −∂B

∂t
(5.3.2b)

∇ ·B = 0 (5.3.2c)

∇×H = J +
∂D

∂t
(5.3.2d)

其中，D 是电位移矢量，E 是电场强度，B 是磁感应强度，H 是磁场强度，ρ是自

由电荷体密度，J 是传导电流密度。另外还有物质方程

D = εE (5.3.3a)

B = µH (5.3.3b)

J = σE (5.3.3c)
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其中，ε，µ 和 σ 分别是介质的介电常数、磁导率与电导率。

现在我们从式 (5.3.2) 和式 (5.3.3) 出发，首先推导电磁场方程，利用矢量运算

公式 (1.2.10)，我们有

∇(∇ ·E)−∇2E = ∇× (∇×E) (5.3.4)

将式 (5.3.4) 中的 E 视为电场强度，利用式 (5.3.3a) 和式 (5.3.2a)，得到

∇(∇ ·E) =
1
ε
∇ (∇ ·D) =

1
ε
∇ρ = 0 (5.3.5)

最后一步是假定自由电荷密度 ρ 为常数。进一步利用式 (5.3.2) 和式 (5.3.3)，我们

有

∇× (∇×E) = −∇× ∂B

∂t
= − ∂

∂t
∇×B

= −µ
∂

∂t
∇×H = −µ

∂

∂t

(
J +

∂D

∂t

)

= −µ

(
∂J

∂t
+

∂2D

∂t2

)
= −µσ

∂E

∂t
− µε

∂2E

∂t2

将这个结果和式 (5.3.5) 代入式 (5.3.4)，得到

µε
∂2E

∂t2
+ µσ

∂E

∂t
= ∇2E (5.3.6a)

这是电场方程。同理可得磁场方程

µε
∂2H

∂t2
+ µσ

∂H

∂t
= ∇2H (5.3.6b)

式 (5.3.6)中的一阶微商项刻画系统的损耗，电导率 σ扮演了一个唯象的损耗因子。

如果系统的损耗为零，则式 (5.3.6) 变为

∂2E

∂t2
=

1
µε
∇2E,

∂2H

∂t2
=

1
µε
∇2H (5.3.7)

这是电磁场所满足的波动方程。在一维情况下约化为

∂2E

∂t2
= a2 ∂2E

∂x2
,

∂2H

∂t2
= a2 ∂2H

∂x2
(5.3.8)

其中，a =
√

1/µε 正是电磁波的速度。我们看到，从麦克斯韦方程推导出了波动方

程 (5.3.8)。

求解矢量场的波动方程 (5.3.7) 是相当繁复的。为了得到矢量 E，通常的方法

是借助电场 E 与电位 u 的关系

E = −∇u (5.3.9)
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先求出标量 u，取梯度后便得到矢量 E。

下面我们通过一个简单的方式，来解释关系式 (5.3.9)。在一个理想的平行板电

容器中，电场强度是均匀的，电场强度与电位梯度的关系如图 5.9 所示，电场为

E =
U高 − U低

d
= −U低 − U高

d
(5.3.10)

图 5.9 均强电场中电场强度与电位梯度的关系

其中，U高 和 U低 分别表示平行板电容器的高、低电位。进而考虑一个任意电荷系

统形成的电场 (图 5.10)，在任意 x 点的电场强度 E(x) 可以近似为微元 ∆x 范围

内的平行板电容器的电场，因此

E(x) = −U |x+∆x − U |x
∆x

= −∆U

∆x
≈ −∂U

∂x
(5.3.11)

这个结果简要地解释了关系式 (5.3.9)。

图 5.10 非均匀电场中电场强度与电位梯度的关系

从式 (5.3.9) 可以进一步得到

∇ · ∇u = −∇ ·E = −1
ε
∇ ·D = −ρ

ε
(5.3.12)

式 (5.3.12) 就是熟知的泊松方程

∇2u = −ρ

ε
(5.3.13)

如果电场是无源的，即 ρ = 0，则方程 (5.3.13) 就变成拉普拉斯方程

∇2u = 0 (5.3.14)

这个结果意味着无源场的电位满足拉普拉斯方程。
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方程 (5.3.13) 和方程 (5.3.14) 都是三维的，它们的二维形式为

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= −ρs

ε
(5.3.15)

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (5.3.16)

方程 (5.3.15) 中的 ρs 表示自由电荷面密度。

我们在 5.1∼5.3 节分别建立了波动方程、热传导方程和拉普拉斯方程，它们是

基本的数学物理方程。建立方程固然是我们的需要，但最重要的是体会建立方程所

用的方法。我们所用的方法，加之第 1章建立常微分方程模型的方法，总结起来有

三种，它们的基本思路如下：

(1) 统计法 对所考查的问题进行统计学研究，分析考查量的变化规律，归纳

出它所满足的微分方程。这种方法具有非常广泛的用途，包括生物学、生态学、医

学、经济学、社会学等。典型例子是建立马尔萨斯人口模型和 Logistic 模型。

(2) 微元法 在系统中分出一个微元，分析它与附近部分的相互作用，推导出

作用规律 (如牛顿第二定律、基尔霍夫定理、热传导的傅里叶定律) 的数学表达式，

它就是系统的微分方程。典型例子是建立波动方程、电报方程和热传导方程。

(3) 规律法 直接从物理学规律出发，将它变成数学物理方程。比如，利用电

磁波的麦克斯韦方程，得到电场强度、磁场强度、电位等物理量的微分方程。

5.4 二阶偏微分方程

5.4.1 分类与标准形式

我们在 5.1∼5.3 节建立了如下双变量的二阶偏微分方程

∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(一维波动方程) (5.4.1a)

∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t) (一维有源波动方程) (5.4.1b)

∂2u

∂t2
− a2 ∂2u

∂x2
+ 2b

∂u

∂t
= 0 (一维阻尼波动方程) (5.4.1c)

∂2u

∂t2
− a2 ∂2u

∂x2
+ 2b

∂u

∂t
+ cu = 0 (电报方程) (5.4.1d)

∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(一维热传导方程) (5.4.1e)

∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t) (一维有源热传导方程) (5.4.1f)
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∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (二维拉普拉斯方程) (5.4.1g)

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= f(x, y) (二维泊松方程) (5.4.1h)

这些方程都是线性的 (方程中的函数和它的各阶导数都是一次方)。确切地说，它们

都是二阶线性双变量偏微分方程。

从方程 (5.4.1) 可以归纳出二阶线性双变量的偏微分方程的通式

A
∂2u

∂x2
+ 2B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+ D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu = G (5.4.2)

其中，A、B、C、D、E、F、G都是 x和 y 的函数，但不含 u。方程 (5.4.2)是非齐次

的，如果 G = 0，则变成齐次的。这里已经假定函数 u满足 ∂2u/∂x∂y = ∂2u/∂y∂x。

现在讨论方程 (5.4.2)的分类，我们将证明该方程按照 ∆ = B2−AC 的取值分

成三类，而且可以化成如下标准形式：

∆ > 0(双曲形方程)

∂2u

∂x∂y
= [· · · ] 或 ∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= [· · · ] (5.4.3)

∆ = 0(抛物线形方程)

∂2u

∂x2
= [· · · ] 或 ∂2u

∂y2
= [· · · ] (5.4.4)

∆ < 0(椭圆形方程)
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= [· · · ] (5.4.5)

其中，[· · · ] 代表所有不含二阶偏导数的项。
为了化简方程 (5.4.2)，引入变量代换

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y) (5.4.6)

为保证逆变换存在，其雅可比行列式满足
∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y

∂η

∂x

∂η

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 (5.4.7)

现在要把方程 (5.4.2) 化成关于 u(ξ, η) 的形式。由式 (5.4.6)，我们有

∂u

∂x
=

∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+

∂u

∂η

∂η

∂x
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∂u

∂y
=

∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+

∂u

∂η

∂η

∂y

∂2u

∂x2
=

∂2u

∂ξ2

(
∂ξ

∂x

)2

+ 2
∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+

∂2u

∂η2

(
∂η

∂x

)2

+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x2
+

∂u

∂η

∂2η

∂x2

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂ξ2

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+

∂2u

∂ξ∂η

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+

∂2u

∂η2

∂η

∂x

∂η

∂y
+

∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x∂y
+

∂u

∂η

∂2η

∂x∂y

∂2u

∂y2
=

∂2u

∂ξ2

(
∂ξ

∂y

)2

+ 2
∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂y

∂η

∂y
+

∂2u

∂η2

(
∂η

∂y

)2

+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂y2
+

∂u

∂η

∂2η

∂y2

将这些结果代入式 (5.4.2)，得到

a
∂2u

∂ξ2
+ 2b

∂2u

∂ξ∂η
+ c

∂2u

∂η2
+ d

∂u

∂ξ
+ e

∂u

∂η
+ f u = g (5.4.8)

它就是以 ξ，η 为变量的方程，其中

a = A

(
∂ξ

∂x

)2

+ 2B
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ C

(
∂ξ

∂y

)2

b = A
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ B

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ C

∂ξ

∂y

∂η

∂y

c = A

(
∂η

∂x

)2

+ 2B
∂η

∂x

∂η

∂y
+ C

(
∂η

∂y

)2

d = A
∂2ξ

∂x2
+ 2B

∂2ξ

∂x∂y
+ C

∂2ξ

∂y2
+ D

∂ξ

∂x
+ E

∂ξ

∂y

e = A
∂2η

∂x2
+ 2B

∂2η

∂x∂y
+ C

∂2η

∂y2
+ D

∂η

∂x
+ E

∂η

∂y

f = F

g = G

可以看出，a 和 c 有相同的形式。我们从这个特点入手化简方程 (5.4.8)，为此考查

相应的微分方程

A

(
∂W

∂x

)2

+ 2B
∂W

∂x

∂W

∂y
+ C

(
∂W

∂y

)2

= 0 (5.4.9)

由于式 (5.4.9) 中平方项的存在，W (x, y) 有两个特解，而且可以看出它有常数解

W (x, y) = γ (常数) (5.4.10)

如果让两个常数解作为 ξ 和 η，即 ξ(x, y) = γ1 和 η(x, y) = γ2，则 a = 0 和 c = 0，

那么方程 (5.4.8) 就被化简了。式 (5.4.10) 中将 y 视为 x 的函数，利用隐函数求导

得到
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dy

dx
= −∂W

∂x

/
∂W

∂y
(5.4.11)

方程 (5.4.9) 两边同除以
(

∂W

∂y

)2

，并利用式 (5.4.11)，得到

A

(
dy

dx

)2

− 2B
dy

dx
+ C = 0 (5.4.12)

方程 (5.4.12)被称为二阶线性偏微分方程 (5.4.2)的特征方程，曲线 ξ(x, y) = γ1 和

η(x, y) = γ2 称为方程 (5.4.2) 的特征线。特征方程 (5.4.12) 可以分解成两个方程

dy

dx
=

B +
√

B2 −AC

A
(5.4.13a)

dy

dx
=

B −√B2 −AC

A
(5.4.13b)

现在我们按 ∆ = B2 −AC 的取值分三种情况具体讨论。

(1) 当 ∆ > 0 时，式 (5.4.13) 给出两族特征线

ξ(x, y) = γ1 和 η(x, y) = γ2 (5.4.14)

它们是方程 (5.4.9) 的解，从而
a = c = 0 (5.4.15)

则式 (5.4.8) 变成
∂2u

∂ξ∂η
= − 1

2b

(
d
∂u

∂ξ
+ e

∂u

∂η
+ f u− g

)
(5.4.16)

这正是式 (5.4.3) 的第一个方程所示的双曲形方程的标准形式。

如果令 ξ = µ + ν，η = µ− ν，则式 (5.4.16) 变成

∂2u

∂µ2
− ∂2u

∂ν2
= −1

b

[
(d + e)

∂u

∂µ
+ (d− e)

∂u

∂ν
+ 2fu− 2g

]
(5.4.17)

它是双曲形方程的另一个标准形式 [见式 (5.4.3) 的第二个方程]。显然波动方程

(5.4.1a)∼(5.4.1d) 都属于双曲形方程。

(2) 当 ∆ = 0(B2 = AC) 时，方程 (5.4.9) 变为

A

(
∂W

∂x

)2

+ 2B
∂W

∂x

∂W

∂y
+ C

(
∂W

∂y

)2

= A

(
∂W

∂x

)2

+ 2
√

AC
∂W

∂x

∂W

∂y
+ C

(
∂W

∂y

)2

=
(√

A
∂W

∂x
+
√

C
∂W

∂y

)2

= 0
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这时我们取 W = ξ(x, y)，则

√
A

∂ξ

∂x
+
√

C
∂ξ

∂y
= 0 (5.4.18)

当式 (5.4.6) 中的 ξ(x, y) 取这个变换时，a = 0。η(x, y) 则可以取与 ξ(x, y) 无关的

任何函数 [但要满足条件 (5.4.7)]。同时还有

b = A
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ B

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ C

∂ξ

∂y

∂η

∂y

= A
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+
√

AC
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
√

AC
∂ξ

∂y

∂η

∂x
+ C

∂ξ

∂y

∂η

∂y

=
√

A
∂ξ

∂x

(√
A

∂η

∂x
+
√

C
∂η

∂y

)
+
√

C
∂ξ

∂y

(√
A

∂η

∂x
+
√

C
∂η

∂y

)

=
(√

A
∂ξ

∂x
+
√

C
∂ξ

∂y

)

︸ ︷︷ ︸
=0

(√
A

∂η

∂x
+
√

C
∂η

∂y

)
= 0

现在我们有 a = 0 和 b = 0，故方程 (5.4.8) 化成

∂2u

∂η2
= −1

c

(
d
∂u

∂ξ
+ e

∂u

∂η
+ f u− g

)
(5.4.19)

这正是式 (5.4.4) 所示的抛物线形方程的标准形式。 如果取 W = η(x, y)，则式

(5.4.19)呈现
∂2u

∂ξ2
= [· · · ]的形式。热传导方程 (5.4.1e)和方程 (5.4.1f)都属于抛物

线形方程。

(3) 当 ∆ < 0 时，特征方程 (5.4.12) 没有实根。设它的解为复函数

ψ(x, y) = ψ1(x, y) + iψ2(x, y) = γ (5.4.20)

其中，ψ1(x, y) 和 ψ2(x, y) 为实函数，则利用方程 (5.4.9)，得到

A

(
∂ψ

∂x

)2

+ 2B
∂ψ

∂x

∂ψ

∂y
+ C

(
∂ψ

∂y

)2

= 0 (5.4.21)

分别考虑实部和虚部，得到

A

(
∂ψ1

∂x

)2

+ 2B
∂ψ1

∂x

∂ψ1

∂y
+ C

(
∂ψ1

∂y

)2

= A

(
∂ψ2

∂x

)2

+ 2B
∂ψ2

∂x

∂ψ2

∂y
+ C

(
∂ψ2

∂y

)2

(5.4.22)

A
∂ψ1

∂x

∂ψ2

∂x
+ B

(
∂ψ1

∂x

∂ψ2

∂y
+

∂ψ1

∂y

∂ψ2

∂x

)
+ C

∂ψ1

∂y

∂ψ2

∂y
= 0 (5.4.23)
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由此可以取变换

ξ = ψ1(x, y), η = ψ2(x, y) (5.4.24)

则有

a = c, b = 0 (5.4.25)

从而方程 (5.4.8) 变为

∂2u

∂ξ2
+

∂2u

∂η2
= −1

a

(
d
∂u

∂ξ
+ e

∂u

∂η
+ f u− g

)
(5.4.26)

这正是式 (5.4.5) 所示的椭圆形方程的标准形式。二维拉普拉斯方程 (5.4.1g) 和二

维泊松方程 (5.4.1h) 都属于椭圆形方程。

例 将下列特里科米 (Tricomi) 方程化为标准形式

y
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (5.4.27)

解 将方程 (5.4.27) 与方程 (5.4.2) 相比较，有

(A = y, B = 0, C = 1) ⇒ ∆ = −y (5.4.28)

(1) 当 ∆ > 0(y < 0) 时，式 (5.4.13) 给出特征方程

dy

dx
= ± 1√−y

(5.4.29)

解之得到特征线

x± 2
3
(−y)3/2 = γ (5.4.30)

则变换为

ξ = x− 2
3
(−y)3/2, η = x +

2
3
(−y)3/2 (5.4.31)

下面利用式 (5.4.31) 计算出式 (5.4.16) 中的 b，d，e 即可。但我们可以写出反变换

x =
ξ + η

2
, y = −

[
3
4
(η − ξ)

]2/3

(5.4.32)

利用式 (5.4.32) 计算出
∂2u

∂x2
=

∂2u

∂ξ2
+ 2

∂2u

∂ξ∂η
+

∂2u

∂η2
(5.4.33a)

∂2u

∂y2
= − 1

2
√−y

(
∂u

∂ξ
− ∂u

∂η

)
− y

(
∂2u

∂ξ2
− 2

∂2u

∂ξ∂η
+

∂2u

∂η2

)
(5.4.33b)
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将式 (5.4.33) 代入方程 (5.4.27)，化简后得到标准方程

∂2u

∂ξ∂η
=

1
6(ξ − η)

(
∂u

∂ξ
− ∂u

∂η

)
(5.4.34)

(2) 当 ∆ = 0(y = 0) 时，式 (5.4.27) 变为

∂2u

∂y2
= 0 (5.4.35)

这是抛物线形方程的标准形式 (5.4.4)。

(3) 当 ∆ < 0(y > 0) 时，式 (5.4.13) 给出特征方程

dy

dx
= ±i

1√
y

(5.4.36)

解之得到特征线

x + i
2
3
y3/2 = γ1, x− i

2
3
y3/2 = γ2 (5.4.37)

二者的和与差给出

x = γ3,
2
3
y3/2 = γ4 (5.4.38)

变换取为

ξ = x, η =
2
3
y3/2 (5.4.39)

反变换为

x = ξ, y =
(

3
2
η

)2/3

(5.4.40)

标准方程 (5.4.26) 约化为
∂2u

∂ξ2
+

∂2u

∂η2
= − 1

3η

∂u

∂η
(5.4.41)

综合上述，特里科米方程在上半平面 (y > 0) 是椭圆形方程，在平面 (y = 0)

上是抛物线形方程，在下半平面 (y < 0) 是双曲形方程。

5.4.2 常系数方程

若方程 (5.4.2) 中的 A，B，C 均为常数，则判别式 ∆ = B2 − AC 也是常数，

这种情况在数学物理方法中尤为常见，这里专门讨论之。从方程 (5.4.13) 解出

y − B +
√

B2 −AC

A
x = γ1, y − B −√B2 −AC

A
x = γ2 (5.4.42)

(1) 当 ∆ > 0 时，式 (5.4.42) 给出变换

ξ = y − B +
√

B2 −AC

A
x, η = y − B −√B2 −AC

A
x (5.4.43)
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标准方程是式 (5.4.16) 的约化形式，即

∂2u

∂ξ∂η
= d1

∂u

∂ξ
+ e1

∂u

∂η
+ f1 u + g1(ξ, η) (5.4.44)

其中，d1，e1，f1 均是常数。

(2) 当 ∆ = 0 时，取变换

ξ = y − B

A
x, η = y (5.4.45)

其中，η 可以任意选择，式 (5.4.45) 的选择满足式 (5.4.7)。标准方程是式 (5.4.19)

的约化形式，即
∂2u

∂η2
= d2

∂u

∂ξ
+ e2

∂u

∂η
+ f2 u + g2(ξ, η) (5.4.46)

其中，d2，e2，f2 均是常数。

(3) 当 ∆ < 0 时，式 (5.4.42) 给出特征线

y − B + i
√

AC −B2

A
x = γ1 (5.4.47a)

y − B − i
√

AC −B2

A
x = γ2 (5.4.47b)

式 (5.4.47a) 与式 (5.4.47b) 分别相加、相减得出特征线

y − B

A
x = γ3,

√
AC −B2

A
x = γ4 (5.4.48)

于是取变换

ξ = y − B

A
x, η =

√
AC −B2

A
x (5.4.49)

标准方程是式 (5.4.26) 的约化形式，即

∂2u

∂ξ2
+

∂2u

∂η2
= d3

∂u

∂ξ
+ e3

∂u

∂η
+ f3 u + g3(ξ, η) (5.4.50)

其中，d3，e3，f3 均是常数。

例 1 一个二阶偏微分方程为

∂2u

∂x2
− (A + B)

∂2u

∂x∂y
+ AB

∂2u

∂y2
= 0 (5.4.51)

其中，A 和 B 均是常数，且 A 6= B。判断它是什么类型的方程，并将它化成标准

形式。



· 118 · 第 5 章 基本数学物理方程的建立

解

∆ = (A + B)2 − 4AB = (A−B)2 > 0 (A 6= B) (5.4.52)

它是双曲形方程。

变换式 (5.4.43) 约化为

ξ = y + Ax, η = y + Bx (5.4.53)

这时 d = 0，e = 0，b 6= 0，故方程变成标准形式

∂2u

∂ξ∂η
= 0 (5.4.54)

这个问题还可以采用直接证明的方法。在变换式 (5.4.53) 之下，有

∂u

∂x
=

∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+

∂u

∂η

∂η

∂x
= A

∂u

∂ξ
+ B

∂u

∂η

∂u

∂y
=

∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+

∂u

∂η

∂η

∂y
=

∂u

∂ξ
+

∂u

∂η

∂2u

∂x2
=

∂

∂ξ

(
A

∂u

∂ξ
+ B

∂u

∂η

)
∂ξ

∂x
+

∂

∂η

(
A

∂u

∂ξ
+ B

∂u

∂η

)
∂η

∂x

= A2 ∂2u

∂ξ2
+ 2AB

∂2u

∂ξ ∂η
+ B2 ∂2u

∂η2

∂2u

∂x∂y
=

∂

∂ξ

(
A

∂u

∂ξ
+ B

∂u

∂η

)
∂ξ

∂y
+

∂

∂η

(
A

∂u

∂ξ
+ B

∂u

∂η

)
∂η

∂y

= A
∂2u

∂ξ2
+ (A + B)

∂2u

∂ξ ∂η
+ B

∂2u

∂η2

∂2u

∂y2
=

∂

∂ξ

(
∂u

∂ξ
+

∂u

∂η

)
∂ξ

∂y
+

∂

∂η

(
∂u

∂ξ
+

∂u

∂η

)
∂η

∂y

=
∂2u

∂ξ2
+ 2

∂2u

∂ξ∂η
+

∂2u

∂η2

代入方程 (5.4.51)，有

∂2u

∂x2
− (A + B)

∂2u

∂x∂y
+ AB

∂2u

∂y2

= A2 ∂2u

∂ξ2
+ 2AB

∂2u

∂ξ∂η
+ B2 ∂2u

∂η2

− (A + B)
[
A

∂2u

∂ξ2
+ (A + B)

∂2u

∂ξ ∂η
+ B

∂2u

∂η2

]

+ AB

[
∂2u

∂ξ2
+ 2

∂2u

∂ξ∂η
+

∂2u

∂η2

]
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= −(A−B)2
∂2u

∂ξ∂η

由于 A 6= B，故方程 (5.4.51) 变为方程 (5.4.54)。

例 2 利用例 1 的结果将波动方程

∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(5.4.55)

化成标准形式。

解 方程 (5.4.55) 与方程 (5.4.51) 相对照，有 A + B = 0, AB = −a2，所以

A = a，B = −a，故式 (5.4.53) 变为

ξ = x + at, η = x− at (5.4.56)

于是波动方程 (5.4.55) 在变换式 (5.4.56) 之下变成标准形式

∂2u

∂ξ∂η
= 0 (5.4.57)

例 3 将电报方程 [见式 (5.1.21)]

∂2u

∂x2
− α2 ∂2u

∂y2
+ 2β

∂u

∂x
+ δu = 0 (5.4.58)

化成标准形式。

解 方程 (5.4.58) 与方程 (5.4.2) 相比较，有

A = 1, B = 0, C = −α2, D = 2β, E = 0, F = δ, G = 0 (5.4.59)

变换式 (5.4.43) 约化为

ξ = y + αx, η = y + βx (5.4.60)

求出 b = αβ − a2，d = 2αβ，e = 2β2，式 (5.4.44) 约化为

∂2u

∂ξ∂η
=

β

α (α− β)

(
α

∂u

∂ξ
+ β

∂u

∂η
+

δ

2β
u

)
(5.4.61)

这就是电报方程 (5.4.58) 的标准形式。

例 4 将非齐次方程

∂2u

∂x2
− 4

∂2u

∂x∂y
+ 4

∂2u

∂y2
= ey (5.4.62)

化成标准形式。
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解 将方程 (5.4.62) 与方程 (5.4.2) 相比较，有

(A = 1, B = −2, C = 4) ⇒ ∆ = 0 (5.4.63)

变换式 (5.4.45) 约化为

ξ = y + 2x, η = y (5.4.64)

标准方程是式 (5.4.46) 的约化形式，即

∂2u

∂η2
=

1
4
eη (5.4.65)

5.5 定 解 问 题

5.5.1 一个例子

我们在 5.1.1节推导弦振动方程时，假定弦的两个端点固定在 x = 0和 x = L，

而弦在初始 t = 0 时刻的位移是 φ(x)，最终得到弦的运动方程 (5.1.6)。利用这些

条件还不能完全确定任意位置 x(0 < x < L) 的弦点在任意 t 时刻离开其平衡位置

的位移 u(x, t)。根据常微分方程的知识我们知道，方程 (5.1.6) 的时间导数是二阶

的，要确定问题的特解还需要知道弦的初始速度。如果进一步知道弦的初始速度为

ψ(x)，我们把方程与所有的条件列出来，便是




∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (0 6 x 6 L)

u|x=0 = 0, u|x=L = 0 (t > 0)

(5.5.1a)

(5.5.1b)

(5.5.1c)

式 (5.5.1) 就构成了上述弦振动的定解问题，解这个问题就可以完全确定任意位置

的弦点在任意时刻离开其平衡位置的位移 u(x, t)。其中，式 (5.5.1a)称为泛定方程，

而式 (5.5.1b) 和式 (5.5.1c) 则是初始条件和边界条件。下面对它们进行一般性的

论述。

5.5.2 泛定方程与叠加原理

泛定方程反映广泛性的运动规律，不涉及具体的系统和具体的问题。比如，波

动方程 (5.1.6) 既可以描述弦振动，也可以描述高频传输线，这就是数学的抽象性。

数学物理方法中的泛定方程是各种各样的，如式 (5.4.1) 中的那些线性方程。另外，

如非线性常微分方程 (1.1.5)及方程 (1.1.21)，数学物理方程也可以是非线性的。例

如
∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
+ sinu (5.5.2)
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是描述孤立子 (soliton) 的 sine-Gordon 方程。而

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 (5.5.3)

是冲击波方程。我们知道线性方程的定义是函数与它的各阶导数都是一次方。方程

(5.5.2) 的非线性在于 sinu 项，就像方程 (1.1.21) 那样。而方程 (5.5.3) 中的非线性

项是它左边的后一项 (函数与导数的乘积)。

必须指出，线性与非线性方程的区别在于线性方程服从叠加原理，这对于线性

方程来说是一个特别有用的性质。为了解释叠加原理，我们需要一点算符的概念。

简单地说，算符就是运算符号。比如

d
dx

,
∂

∂x
+

∂

∂y
,

∂2

∂t2
− a2 ∂2

∂x2
(5.5.4)

都是微分算符，而 ∫
dx,

∫
dxdy,

∫
dr (5.5.5)

都是积分算符。就连
√

, ln, sin (5.5.6)

也都是算符。算符可以用一个字母表示，如用 L 表示算符。

如果算符 L 满足

L(au1 + bu2) = aL(u1) + bL(u2) (5.5.7)

其中，a 和 b 是常数，而 u1 和 u2 是函数，则 L 称为线性算符。按照这样的定义，

式 (5.5.4) 和式 (5.5.5) 中的算符都是线性的，而式 (5.5.6) 中的算符都是非线性的。

利用算符，可以把波动方程 (3.4.1a)、热传导方程 (3.4.1e) 和拉普拉斯方程 (3.4.1g)

统一表示为

Lu = 0 (5.5.8)

其中，L 分别为

L =
∂2

∂t2
− a2 ∂2

∂x2
, L =

∂

∂t
− a2 ∂2

∂x2
, L =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(5.5.9)

它们都是线性算符。而一般的二阶线性齐次偏微分方程也可以表示为式 (5.5.8) 的

形式，其中的算符

L = A
∂2

∂x2
+ 2B

∂2

∂x∂y
+ C

∂2

∂y2
+ D

∂

∂x
+ E

∂

∂y
+ F (5.5.10)

是一个线性算符。
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在了解算符概念的基础上，我们可以介绍叠加原理。叠加原理的表述如下：如

果 ui(x, y)(i = 1, 2, 3, · · · ) 是方程 (5.5.8) 的解，即

Lui(x, y) = 0 (5.5.11)

其中，算符 L 由式 (5.5.10) 表示，而且级数

u =
∞∑

i=1

Ciui(x, y) (5.5.12)

收敛，并且能够逐项微分两次 (Ci 是任意常数) 则式 (5.5.12) 也是方程 (5.5.8) 的

解。

证明 用式 (5.5.10) 的算符 L 作用于式 (5.5.12)，利用 L 的线性性质及式

(5.5.11)，我们有

Lu = L
∞∑

i=1

Ciui =
∞∑

i=1

CiLui = 0 (5.5.13)

式 (5.5.13) 表明叠加式 (5.5.12) 也是方程 (5.5.8) 的解。

我们将会看到，叠加原理为求解线性泛定方程的定解问题提供了有力的工具。

不过在使用叠加原理之前，一定要检查泛定方程是否是线性齐次的。下面的例题表

明，如果方程不是线性的，则叠加原理失效。

例 证明叠加原理不适用于非线性方程 (5.5.3)。

证明 该方程有解

u(x, t) =
x

t + 1
(5.5.14)

它给出
∂u

∂t
= − x

(t + 1)2
,

∂u

∂x
=

1
t + 1

(5.5.15)

代入方程 (5.5.3)，有

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= − x

(t + 1)2
+

x

t + 1
· 1
t + 1

= 0 (5.5.16)

下面考查方程 (5.5.3) 的两个解的叠加，即

u(x, t) =
x

t + 1
+

x

t + 1
=

2x

t + 1
(5.5.17)

现在
∂u

∂t
= − 2x

(t + 1)2
,

∂u

∂x
=

2
t + 1

(5.5.18)
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代入方程 (5.5.3)，有

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= − 2x

(t + 1)2
+

2x

t + 1
· 2
t + 1

=
2x

(t + 1)2
6= 0 (5.5.19)

可见解 (5.5.14) 的叠加式 (5.5.17) 不是方程 (5.5.3) 的解，故叠加原理不适用于非

线性方程 (5.5.3)。

5.5.3 初始条件与边界条件

5.5.2 节讨论了构成定解问题的泛定方程 (及相关的叠加原理)，本节继续讨论

定解问题所包含的定解条件。对于一个物理问题的求解，条件与方程是同等重要、

缺一不可的。没有方程，固然谈不上解；而只有方程没有相应的条件，同样得不到

问题的解。定解条件的重要性还表现在同样的方程，在不同条件下，其解会大不相

同。我们这里所说的定解条件主要指初始条件和边界条件。

初始条件关系到系统的时间行为。一个系统在某个时刻的状态，总是由前一个

时刻的状态演化而来的，总是与以前的状态有关，由此往前追溯，就一定与系统的

初始状态有关。我们知道，5.1.1节所讨论的弦振动问题，其泛定方程的时间导数是

二阶的，因此涉及两个初始条件，即式 (5.5.1b) 所示的初始位移和初始速度

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (0 6 x 6 L) (5.5.20)

其中, φ(x) 和 ψ(x) 是任意函数，它们定义在系统所占据的整个空间 (包括端点)。

对于热传导问题，由于泛定方程的时间导数是一阶的，只有一个初始条件，可以写

为

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 L) (5.5.21)

它表示系统的初始温度分布。

对于不含时间的泛定方程，如泊松方程与拉普拉斯方程，它们不涉及初始

条件。

关于边界条件，对于 5.1.1 节讨论的弦振动问题，由于弦的两端始终固定，

所以

u|x=0 = 0, u|x=L = 0 (t > 0) (5.5.22)

注意，由于式 (5.5.20) 已经确定了端点在 t = 0 时刻的状态，这里只是对于端点在

t > 0 的状态而言。式 (5.5.22) 所示的边界条件是两端的函数均为零，描述函数 u

行为的边界条件称为第一类边界条件。弦振动还可能具有另外形式的边界条件，如

u|x=0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 (t > 0) (5.5.23)
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这时 x = 0端点的边界条件仍然是第一类，而 x = L端的边界条件是导数为零，描

述导数 ∂u/∂x 行为的边界条件称为第二类边界条件。式 (5.5.23) 所示的 x = L 端

的边界条件表示，该端点不固定 (自由端)，在位移方向的受力为零，即 T2 sinα2 = 0

(图 5.2)，因而 α2 = 0，即弦线在该点的斜率为零，如图 5.11 所示。如果 x = L 端

在位移方向的张力 T2 sinα2 被一个弹性力所平衡 (即该端是一个弹性支承端)，则

由式 (5.1.3b) 得到

T
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= −k u|x=L (5.5.24)

其中，k 是倔强系数，而 −k u|x=L 是弹性力。式 (5.5.24) 可以改写为
[
u + β

∂u

∂x

]

x=L

= 0 (5.5.25)

其中，β = T/k，式 (5.5.25) 表示函数与导数的线性组合为零。描述函数 u 与导数

∂u/∂x 组合行为的边界条件称为第三类边界条件。

图 5.11 弦振动的自由端

上述的三类边界条件都是齐次的，如果在边界 S 上的条件为

u|S = f1(t) (5.5.26a)

∂u

∂x

∣∣∣∣
S

= f2(t) (5.5.26b)

[
u + β

∂u

∂x

]

S

= f3(t) (5.5.26c)

其中，f1 (t), f2(t), f3(t) 为已知的函数 (一般依赖于时间 t)，则式 (6.5.26) 称为非

齐次边界条件。对于热传导问题也存在三类边界条件，也有齐次和非齐次两种情况

(我们将在后续的内容中讨论)。

在有些定解问题中还涉及衔接条件。比如，研究几种不同介质组成的材料时，

物理量在界面上可能是连续的，也可能是跃变的。在连续情况下，物理量在界面上

的变化可以写出衔接条件。例如，光由空气进入水时，电场强度的切向分量是连续

变化的，而电感强度的法向分量是连续的，如图 5.12 所示。
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图 5.12 衔接条件的一个例子

5.5.4 几个典型的定解问题

建立定解问题就是对一个系统的运动规律建立泛定方程，并找到相关物理量

所满足的定解条件 (特别是初始条件和边界条件)，把泛定方程与定解条件结合

在一起，就构成了一个定解问题。本节通过一些具体的例子说明定解问题的建立

过程。

例 1 均匀柔软弦的两端 x = 0 和 x = L 固定，用横向力 F 拉弦上的点

x = c(设 F ¿ T，T 为弦在平衡状态时的张力)，弦在受力平衡后形成如图 5.13 所

示的初始位移。然后撤掉拉力，弦做微振动，写出弦振动的定解问题。

图 5.13 弦的初始位移

解 对于图 5.13 所示的弦的初始位移，由于 F ¿ T，h ¿ c，故

sinα1 ≈ tanα1 =
h

c
, sinα2 ≈ tanα2 =

h

L− c
(5.5.27)

因为弦伸长很小，其张力维持平衡态时的 T 值，所以弦的受力平衡条件为

F = T sinα1 + T sinα2

= Th

(
1
c

+
1

L− c

)
= Th

L

c (L− c)

解出

h =
Fc (L− c)

TL
(5.5.28)
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由此，弦的初始位移为

h
x

c
=

F (L− c) x

TL
(0 6 x 6 c) (5.5.29a)

h
L− x

L− c
=

Fc (L− x)
TL

(c 6 x 6 L) (5.5.29b)

而弦的初始速度为零，故弦振动的定解问题为



∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 =





F (L− c)x

TL
(0 6 x 6 c)

Fc (L− x)
TL

(c 6 x 6 L)

∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 0 (0 6 x 6 L)

u|x=0 = 0, u|x=L = 0 (t > 0)

(5.5.30a)

(5.5.30b)

(5.5.30c)

(5.5.30d)

例 2 均匀柔软弦的两端 x = 0 和 x = L 固定，初始处于平衡位置，开始时

敲击弦上的点 x = c，使弦获得冲量 k，然后弦做微振动。设弦的质量线密度为 ρ，

写出弦振动的定解问题。

解 弦的初始位移为零。敲击弦上的点使之获得动量，相当于给弦一个初速

度。清楚起见，假定冲量作用范围是以 c 点为中心、长度为 2δ 的一小段弦 (其质

量为 m)，这样弦在 2δ 范围内获得了初始速度，其他地方速度为零，如图 5.14 所

示。根据冲量定理 (动量的变化等于冲量)，有

mv −mv0 = k (5.5.31)

其中，v0 是敲击前的速度 (v0 = 0)，v 是敲击后的速度，这样式 (5.5.31) 变为

m
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= k (5.5.32)

图 5.14 弦的初始速度
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式 (5.5.32) 只限于 2δ 范围，而该范围的冲量密度 (单位长度的冲量) 为

m

2δ

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ρ
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
k

2δ
(5.5.33)

于是弦的初始速度为

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

=





0, |x− c| > δ

k

2δρ
, |x− c| 6 δ

(δ → 0) (5.5.34)

利用 δ 函数 (见 3.2.1节)，冲量 k在 x = c位置作用而产生的冲量密度为 kδ(x−c)，

于是式 (5.5.33) 可以表示为

ρ
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= kδ(x− c) (5.5.35)

事实上，按照 δ 函数的极限表示式 (3.2.33a)，从式 (5.5.34) 也得到式 (5.5.35) 的结

果。综合上述，所得的定解问题为





∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
k

ρ
δ(x− c) (0 6 x 6 L)

u|x=0 = 0, u|x=L = 0 (t > 0)

(5.5.36a)

(5.5.36b)

(5.5.36c)

例 3 均匀柔软弦的端点 x = 0 是自由端，端点 x = L 固定，弦的初始位移

和初始速度均为任意函数，写出弦的微振动的定解问题。

解 弦的端点 x = 0 是自由端，该处在位移方向的受力为零，即 T1 sinα1 = 0

(图 5.2)，因而 α1 = 0，则弦在该点的斜率为零

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 (5.5.37)

故定解问题为





∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (0 6 x 6 L)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, u|x=L = 0 (t > 0)

(5.5.38a)

(5.5.38b)

(5.5.38c)
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例 4 把高频输电线充电到具有电压 E，然后一端短路封闭，另一端仍保持

断开，求以后电压的分布。

解 设输电线长度为 L，把高频输电线充电到各处具有电压 E 之后，x = 0

端短路，x = L 端始终开启，如图 5.15 所示。之后，传输线上的电压随空间和时间

变化，设为 u(x, t)。传输线上的初始电压为 E(常数)，因此系统的初始条件为

u |t=0 = E,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (5.5.39)

传输线的 x = 0 端短路，则电压为零

u |x=0 = 0 (5.5.40)

图 5.15 高频传输线，其中 ∆x 的等效电路见图 5.6

传输线的 x = L 端开路，则电流为零。由式 (5.1.17b) 可知

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 (5.5.41)

判断 x = L端边界条件的另一个办法是电流、电流密度、电场、电位梯度的正比关

系：I ∝ J ∝ E ∝ ∂u

∂x
，它导致式 (5.5.41) 的结果。故定解问题为





∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = E,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (0 6 x 6 L)

u|x=0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 (t > 0)

(5.5.42a)

(5.5.42b)

(5.5.42c)

例 5 均匀有界杆的长度为 L，侧面绝热。设杆一端的温度为零，另一端有恒

定热流 q 进入 (即单位时间内通过单位面积流入的热量为 q)。已知杆的初始温度

分布为
x(L− x)

2
，写出杆内任意时刻温度分布的定解问题。

解 设有界杆的两个端点处于 x = 0 和 x = L。杆的初始温度分布 u|t=0 如

图 5.16 所示。杆的 x = 0 端的温度为零，即 u|x=0 = 0。它的 x = L 端有恒定的热

流 q 进入，根据傅里叶热传导定律 [式 (5.2.1)]，当热量沿 x轴正向流动时，在单位

时间内流经单位面积的热量为

q = −k
∂u

∂x
(5.5.43)
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图 5.16 一个热传导系统

现在热流的方向是沿 x 轴的负向，温度梯度 ∂u/∂x 与 x 方向相同，于是

q = k
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

(5.5.44)

这样定解问题为





∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 =
x(L− x)

2
(0 6 x 6 L)

u|x=0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

=
q

k
(t > 0)

(5.5.45a)

(5.5.45b)

(5.5.45c)

其中，x = L 端是第二类非齐次边界条件。

例 6 有界杆的长度为 L，其左端保持为零度，右端自由散热 (设外界介质温

度为 u0)。已知杆内初始温度分布为任意函数 φ(x)，写出杆内任意时刻温度分布的

定解问题。

解 设有界杆的两个端点处于 x = 0和 x = L。杆的 x = 0端保持为零度，则

u|x=0 = 0 (5.5.46)

它的 x = L 端自由散热，按照牛顿冷却定律，散失的热量正比于该端温度与外界

介质温度之差，即

−k
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= H(u|x=L − u0) (5.5.47)

其中，k 是杆的热导率，H 是比例系数 (H > 0)。整理后得

[
u + h

∂u

∂x

]

x=L

= u0 (5.5.48)

其中，h = k/H。式 (5.5.48) 表示一个第三类非齐次边界条件。于是系统的定解问
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题为





∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 L)

u|x=0 = 0,

[
u + h

∂u

∂x

]

x=L

= u0 (t > 0)

(5.5.49a)

(5.5.49b)

(5.5.49c)

如果 u0 = 0，式 (5.5.48) 可以写成

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= − 1
h

u |x=L (5.5.50)

式 (5.5.50) 表示 x = L 端的自由散热是热量流入温度为零的介质之中。

另外，从物理上式 (5.5.50) 还可以理解为这样一种热传导作用：从 x = L 端

流出的热量与该端的温度成正比。一般来说，比例系数可以取正值与负值。如果

h > 0，表示系统是散热的 (热辐射)，而 h < 0 则表示系统从外界吸收热量 (热吸

收)。这两种情况我们将在随后的热传导定解问题中详细讨论。

以上我们建立了一些典型的定解问题，它们涉及不同类型的泛定方程和各种

组合的定解条件。有些情况下，一个定解问题只有初始条件，没有边界条件，称为

初值问题；反之，只有边界条件而没有初始条件，称为边值问题。既有初始条件也

有边界条件的定解问题称为混合问题。

定解问题作为一个数学物理模型，是否能准确无误地描述实际过程，需要对结

果进一步检验。从数学角度来看，即考查解的 “适定性”，它包括三个方面：

(1) 存在性 即考查定解问题的解是否存在；

(2) 唯一性 实际问题的解往往是唯一的，但数学解可能不是唯一的，要舍去

没有实际意义的数学解；

(3) 稳定性 考查定解条件或驱动项的微小变化是否导致解的性质的改变。如

果一个解经不起微扰，或者说在小小的微扰下，解的性质就发生了改变 (图 5.17)，

尽管这个解是存在的和唯一的，但没有实际意义。

图 5.17 一个存在唯一但不稳定的解 u(x, t)
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如果一个定解问题的解是存在的、唯一的、稳定的，则称这个定解问题是适定

的。适定性的讨论，对于一个定解问题是很必要的。本书所涉及的定解问题都是经

典的，它们的适定性都经过了证明。

当然一个定解问题的解的正确性和适用性，最终要通过实践来证实。例如，我

们在 1.1节讨论的马尔萨斯人口模型，它的解确实是适定性的，但实际上有很大的

局限性。



第6章 分离变量法

在传统意义上，数学物理方法的定解问题涉及物理系统与物理问题。但随着科

学技术的不断发展，在许多领域都出现各种各样的定解问题。数学物理方法的应用

不但已经覆盖几乎所有的理工学科，甚至涉及生物学、医学、经济学和社会学。因

此，研究定解问题的建立和求解具有普遍的意义。在第 5 章我们已经初步看到怎

样把实际的物理问题表达为定解问题。从本章开始我们要继续建立一些新的定解

问题，但更重要的内容则是介绍关于定解问题的解法，包括分离变量法、本征函数

法、辅助函数法等。除了齐次方程和齐次边界条件之外，还将涉及非齐次方程和非

齐次边界条件。关于泛定方程，主要讨论第 5章所建立的波动方程、热传导方程以

及拉普拉斯方程。

分离变量法是求解数学物理方法定解问题的基本方法。它的基本思想是将多

变量的偏微分方程转变成几个单变量的常微分方程，以便逐一求解。这里我们所讨

论的问题主要是有界区域的弦振动问题和热传导问题，也涉及矩形域和圆域的拉

普拉斯方程问题。所需要的数学工具是简单的常微分方程理论和傅里叶级数知识。

6.1 弦振动问题

6.1.1 弦振动问题的求解

为了说明什么是分离变量法以及分离变量法的使用条件，我们选取两端固定

的弦的自由振动问题为例，在具体的求解过程中逐步回答这些问题。两端固定弦振

动的定解问题 [式 (5.5.1)] 为





∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (0 6 x 6 L)

u|x=0 = 0, u|x=L = 0 (t > 0)

(6.1.1a)

(6.1.1b)

(6.1.1c)

其中，φ(x) 和 ψ(x) 是已知函数，分别代表弦的初始位移与初始速度。

分离变量法旨在把关于 u(x, t) 的偏微分方程转化为空间 x 和时间 t 的常微分
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方程，即

Lu (x, t) = 0 ⇒
{

LxX (x) = 0

LtT (t) = 0
(6.1.2)

按照式 (6.1.2) 的思想，我们设方程 (6.1.1a) 有变量分离的形式解

u(x, t) = X(x)T (t) (6.1.3)

将 u(x, t) 代入方程 (6.1.1a)，得到

X(x)T ′′(t) = a2X ′′(x)T (t) (6.1.4)

式 (6.1.4) 两边同除以 X(x)T (t)，得到

X ′′(x)
X(x)

=
T ′′(t)
a2T (t)

(6.1.5)

式 (6.1.5) 两边对 x 求导数，因为右边不含 x，故

d
dx

[
X ′′(x)
X(x)

]
=

d
dx

[
T ′′(t)
a2T (t)

]
= 0 (6.1.6)

这样
X ′′(x)
X(x)

=
T ′′(t)
a2T (t)

=常数 (6.1.7)

设这一常数为 −λ，它被称为分离常数 (separation constant)。这样式 (6.1.7) 给出

X ′′(x) + λX(x) = 0 (6.1.8a)

T ′′(t) + λa2T (t) = 0 (6.1.8b)

这样我们得到了空间函数 X(x) 与时间函数 T (t) 的常微分方程。同时我们可以看

出，利用分离变量法的条件是：泛定方程必须是齐次的。否则由于方程中驱动项

f(x, t) 的存在，式 (6.1.4) 变成

X(x)T ′′(t) = a2X ′′(x)T (t) + f(x, t) (6.1.9)

不能进而写出变量分离的形式，即式 (6.1.8)。

进一步考查形式解 (6.1.3)，它必须满足边界条件 (6.1.1c)，即

X(0)T (t) = 0, X(L)T (t) = 0 (6.1.10)

由于 T (t) 6= 0[否则导致 (6.1.3)中 u(x, t) ≡ 0，这是无意义的平庸解]，故式 (6.1.10)

给出

X(0) = 0, X(L) = 0 (6.1.11)
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这样空间函数 X(x) 构成下列常微分方程的边值问题
{

X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = 0, X(L) = 0

(6.1.12a)

(6.1.12b)

解这个边值问题就可以得到 X(x)。不过可以看出，利用分离变量法的另一个条件

是边界条件必须是齐次的。否则，非齐次边界条件将导致

X(0)T (t) = f1(t), X(L)T (t) = f2(t) (6.1.13)

这样的条件 (仍然含有时间 t) 与方程 (6.1.12a) 联立后，仍然是双变量情况，并

没有构成关于 X(x) 的常微分方程问题，不能求出单独的空间函数 X(x)。只有

f1(t), f1(t) = 0，才能消去 T (t)，构成边值问题 (6.1.12)。

注意到边值问题 (6.1.12) 是一个本征值问题。下面我们将求解这个本征值问

题，这意味着既要求出本征函数 X(x)，还要求出本征值 λ。我们将会看到，并不是

所有的 λ 都能给出非零解 X(x)。现在分三种情况讨论。

(1) λ = 0，这时方程 (6.1.12a)的通解为 X(x) = A+Bx，其中 A和 B 为任意常

数。满足边界条件 (6.1.12b) 的唯一结果是 A = B = 0，它导致平庸解 u(x, t) ≡ 0。

(2) λ < 0，这时方程 (6.1.12a) 的通解为 [式 (1.1.34)]

X(x) = A cosh kx + B sinh kx (6.1.14)

其中，k =
√−λ。这时 X(0) = 0 要求 A = 0，于是 X(x) = B sinh kx。而 X(L) = 0

要求 B sinh kL = 0。但由于一般情况下 kL 6= 0，所以 sinh kL 6= 0(图 1.5)。因此,满

足边界条件 (6.1.12b) 的唯一结果是 A = B = 0，它再次导致平庸解 u(x, t) ≡ 0。

(3) λ > 0，这时方程 (6.1.12a) 的通解为 [式 (1.1.23)]

X(x) = A cos kx + B sin kx (6.1.15)

其中，k =
√

λ。这时边界条件 X(0) = 0 要求 A = 0，于是

X(x) = B sin kx (6.1.16)

而 X(L) = 0 要求 B sin kL = 0。但是 B 6= 0[否则 u(x, t) ≡ 0]，所以

sin kL = 0 (6.1.17)

故

k = kn =
nπ

L
(n = 1, 2, 3, · · · ) (6.1.18)
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这里 n 不取零与负值是由于 k > 0。于是本征值为

λ = λn =
(nπ

L

)2

(6.1.19)

而本征函数为

X(x) = Xn(x) = Bn sin
nπ

L
x (6.1.20)

式 (6.1.19) 和式 (6.1.20) 就是本征值问题 (6.1.12) 的结果。它们是一系列分立的本

征值 λn 和相应的本征函数 Xn(x)。

现在回到式 (6.1.8b)，它变为

T ′′(t) +
(anπ

L

)2

T (t) = 0 (6.1.21)

它的通解为

T (t) = Tn(t) = cn cos
anπ

L
t + dn sin

anπ

L
t (6.1.22)

其中，cn 和 dn 是任意常数。于是由式 (6.1.20) 和式 (6.1.22) 得到满足泛定方程

(6.1.1a) 和边界条件 (6.1.1c) 的解

un(x, t) =
(
Cn cos

anπ

L
t + Dn sin

anπ

L
t
)

sin
nπ

L
x (n = 1, 2 · · · ) (6.1.23)

其中，Cn = Bncn 和 Dn = Bndn 是任意常数。由于解 (6.1.23) 中的空间函数是本

征方程 (6.1.12) 的解，我们称式 (6.1.23) 为泛定方程 (6.1.1a) 的本征解。它满足泛

定方程 (6.1.1a)，因为它是将形式解 (6.1.3) 代入泛定方程 (6.1.1a) 而得到的，同时

它还满足边界条件 (6.1.1c)，因为它是在边界条件 (6.1.10) 之下得到的。

至此我们没有涉及初始条件 (6.1.1b)，但式 (6.1.23)显然不能表征任意的初始

位移 φ(x)，因为 un(x, 0) = Cn sin
nπ

L
x是一个特定的正弦函数。我们注意到泛定方

程 (6.1.1a) 是一个线性齐次方程，可以按照叠加原理将本征解 (6.1.23) 叠加起来，

构成

u(x, t) =
∞∑

n=1

un(x, t) =
∞∑

n=1

(
Cn cos

anπ

L
t + Dn sin

anπ

L
t
)

sin
nπ

L
x (6.1.24)

若这个无穷级数收敛并且对 x 和 t 二次可微，则也是方程 (6.1.1a) 的解，且满

足边界条件 (6.1.1c)。我们将式 (6.1.24) 称为定解问题 (6.1.1a) 的一般解 (general

solution)，它不同于偏微分方程的通解，因为一般解不只满足泛定方程，还满足边

界条件，而且选择展开系数 Cn 和 Dn 之后还能满足初始条件。

现在我们要确定式 (6.1.24) 中的展开系数 Cn 和 Dn，为此首先由式 (6.1.24)

计算出任意时刻的速度

∂u(x, t)
∂t

=
∞∑

n=1

anπ

L

(
−Cn sin

anπ

L
t + Dn cos

anπ

L
t
)

sin
nπ

L
x (6.1.25)
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利用初始条件 (6.1.1b)，得到

φ(x) =
∞∑

n=1

Cn sin
nπ

L
x (6.1.26a)

ψ(x) =
∞∑

n=1

Dn
anπ

L
sin

nπ

L
x (6.1.26b)

可以看出，Cn 和 Dn
anπ

L
正是 φ(x) 和 ψ(x) 的半幅傅里叶级数 (2.2.1) 的展开系

数，它们由式 (2.2.2) 确定，即

Cn =
2
L

∫ L

0

φ(x) sin
nπ

L
xdx (6.1.27a)

Dn =
2

nπa

∫ L

0

ψ(x) sin
nπ

L
xdx (6.1.27b)

现在，一般解 (6.1.24) 中的系数 Cn 和 Dn 由式 (6.1.27) 确定，它满足初始条件

(6.1.1b)。我们看到，利用上述方法，叠加式 (6.1.24) 中的系数不但被确定，还使之

正好满足给定的初始条件。综合上述，一般解 (6.1.24) 满足式 (6.1.1a)、式 (6.1.1b)

和式 (6.1.1c)，因此它就是定解问题 (6.1.1) 的解。

现在对上述求解过程及结果作进一步讨论。首先，时间函数 (6.1.22)中的频率

anπ/L称为弦振动的特征频率，它是基频 aπ/L的整数倍，这样由各种频率成分叠

加而成的一般解 (6.1.24) 的时间变化便是周期性的，所以弦振动是一种周期运动。

另外应该思考一个问题：为什么要首先求解空间函数的本征值问题 (6.1.12)，

能否首先求解时间函数 T (t)？事实上，这时方程 (6.1.8b) 与初始条件 (6.1.1b) 结合

构成 



T ′′(t) + λa2T (t) = 0

T (0) =
φ(x)
X(x)

, T ′(0) =
ψ(x)
X(x)

(6.1.28a)

(6.1.28b)

这个问题不能求解，因为式 (6.1.28b) 中的 X(x) 是未知的，而且式 (6.1.28a) 中的

λ 是未定的。

那么，在求解空间函数的本征值问题时，定出 λ 的 “机制” 是什么？原则上，λ

的确定基于边界条件 (6.1.12)，但就其细节而言是利用了线性齐次方程组的一个重

要性质，下面我们给予具体的说明。事实上，通解 (6.1.15) 在满足齐次边界条件

(6.1.12b) 的情况下，给出了关于 A 和 B 的线性齐次方程组

A + B · 0 = 0 (6.1.29a)

A cos kL + B sin kL = 0 (6.1.29b)
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这里有三个未知量：A，B 和 k。方程组 (6.1.29) 有非零解的必要充分条件是系数

行列式为零，即 ∣∣∣∣∣
1 0

cos kL sin kL

∣∣∣∣∣ = 0

它导致 sin kL = 0，进而得到本征值 kn(即 λn)。总而言之，空间函数的通解满足

x = 0 和 x = L 两个端点的齐次边界条件时，给出两个线性齐次方程，所构成的方

程组有非零解的必要充分条件给出了本征值。利用这样的方法求本征值具有一般

性的意义，以后我们会经常使用。顺便而言，利用方程组 (6.1.29) 能够确定 A = 0，

还不能确定 B，因为 k 确定后，式 (6.1.29a) 与式 (6.1.29b) 是线性相关的，所以式

(6.1.20) 中维持待定的 B。量子力学中常常再利用附加的归一化条件，使 A 和 B

都确定下来，而数学物理方法的定解问题，则利用初始条件进而确定它们。

现在我们可以总结分离变量法的使用条件：

(1) 泛定方程必须是线性的;

(2) 泛定方程必须是齐次的;

(3) 边界条件必须是齐次的。

强调泛定方程必须是线性的是为了使用叠加原理得到一般解，从而表征任意

的初始条件。换言之，利用初始条件可以确定一般解中的展开系数。在满足上述三

个条件的前提下，用分离变量法求解定解问题的步骤是：

(1) 对于泛定方程写出变量分离的形式解 u(x, t) = X(x)T (t);

(2) 代入泛定方程得到空间函数 X(x) 和时间函数 T (t) 的常微分方程;

(3) 求解 X(x) 的常微分方程与相应的边界条件构成的本征值问题，得到本征

值 λn 和本征函数 Xn(x);

(4) 将 λn 代入时间函数的方程解出 Tn(t)，与 Xn(x) 相乘得到泛定方程的本

征解 un(x, t) = Xn(x)Tn(t);

(5)利用叠加原理得到一般解 u(x, t) =
∞∑

n=1

un(x, t)，并利用初始条件确定 un(x, t)

中的系数。

6.1.2 解的物理意义及驻波条件

本节进一步分析上述结果的物理意义，首先考查本征解 (6.1.23)。它可以改写

成

un(x, t) = Nn sin (ωnt + θn) sin
nπ

L
x (6.1.30)

其中

Nn =
√

C2
n + D2

n, ωn =
naπ

L
, tan θn =

Cn

Dn
(6.1.31)
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现在我们从两方面来分析本征波 (6.1.30)。首先对于确定的时间 t0，式 (6.1.30) 给

出

un(x) = An(t0) sin
nπ

L
x (6.1.32)

这意味着本征波的空间形状是一条正弦曲线，其振幅与 t0 有关。作为一个例子，图

6.1 显示 n = 3 时本征波的曲线。可以看出，当 t0 取不同的值 (t1, t2, t3, t4)，正弦

曲线有不同的振幅。另一方面，对于确定的弦点 x0，式 (6.1.30) 给出

un(t) = Bn(x0) sin (ωnt + θn) (6.1.33)

它表示该弦点在平衡位置附近以特征频率 ωn 作简谐振荡，其振幅与 x0 有关。

图 6.1 弦振动的本征解 u ∼ sin
nπ

L
x 满足驻波条件 L =

λ

2
n

图 6.1 显示，在任意时刻，本征波的节点 (即正弦曲线的零点) 的位置总是固

定的。在一般情况下，节点的位置由 sin
nπ

L
x = 0 确定，即

nπ

L
x = mπ，故第 m 个

节点的位置是

xm =
mL

n
(m = 0, 1, 2, · · · , n) (6.1.34)

可以看出，一个本征波有 n+1个节点，第 0个位于 x0 = 0，第 n个位于 xn = L。显

然，两端固定有界弦自由振动的本征波为驻波。由式 (6.1.34) 得到 L = (xm/m) n，

其中 xm/m 对于每一个 m 都等于波长的一半，即

L =
λ

2
n (n = 1, 2, 3 · · · ) (6.1.35)

这就是熟知的驻波条件。满足驻波条件是弦振动的本质特点。驻波条件的概念是

非常一般的，它意味着，对于一个确定的系统 (L 确定)，一个由 n 标志的本征态

sin (nπx/L) 对应一个波长由式 (6.1.35) 确定的驻波。

当然，对于弦振动情况，本征波 (6.1.30) 并不代表弦的真实形状，弦的真实形

状是许多本征波叠加而成的一般解 (6.1.24)。那么是否存在一个工作在单个本征态

的物理系统呢？回答是肯定的，最典型的就是单模激光，单模激光是工作在单个本
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征态 E ∼ sin (nπx/L)的物理系统，单模激光的产生必须满足驻波条件 (6.1.35)，如

图 6.2 所示，其中 L 是激光谐振腔的腔长，λ 是激光的波长。

图 6.2 单模激光场 E ∼ sin
nπx

L
满足驻波条件 L =

λ

2
n

工作在单个本征态的另一个物理系统涉及量子力学的一维无限深势阱模型，

势阱中微观粒子的波函数为 ψ ∼ sin (nπx/L)，如图 6.3 所示。这里也有驻波条件

(6.1.35)，其中 L 是势阱的宽度，λ 是几率波的波长，而驻波条件的具体含义是势

阱中粒子的一个本征态对应一个特定波长的德布罗意驻波。

图 6.3 几率波 ψ ∼ sin
nπx

L
满足驻波条件 L =

λ

2
n

我们把上述几个不同系统的单模本征态联系起来，可以看出它们之间的内在

相通性，也可以看出数学物理方法的广泛适用性，如表 6.1 所示。

表 6.1 不同系统的驻波条件 L =
λ

2
n

系统 波 L 学科

弦振动 机械波 弦的长度 数学物理方法

单模激光 电磁波 谐振腔长度 激光物理学

势阱中的粒子 几率波 势阱宽度 量子力学

现在进而考虑本征波的叠加。式 (6.1.30)显示，本征波 u1(x, t)，u2(x, t)，u3(x, t)· · ·
是一系列驻波，它们的振幅、频率、位相都因 n的不同而不同。物理上，u1(x, t)称

为基波 (或基态)，而 un(x, t) (n > 2) 则称为谐波 (或激发态)。物理学的理论和实
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验证实，一个系统可以处于基态或某个激发态，也可以处于若干个状态的叠加
∑

n

Nn sin (ωnt + θn) sin
nπ

L
x (6.1.36)

叠加态仍然是系统的状态。所以，叠加原理不但是数学的原理，也是物理学的原

理，而且物理上的叠加态是可以观察、可以测量的。比如激光器的输出模式就是可

测量的，测量后可以明确地知道一台激光器是工作在单模还是哪些本征模的叠加。

另外，叠加原理不但适用于宏观系统，在微观系统中也扮演着十分重要的角色。描

述微观系统运动规律的薛定谔方程是

i~
∂Ψ
∂t

= − ~
2

2m
∇2Ψ + U(r)Ψ (6.1.37)

对于这样一个线性齐次方程。数学上的叠加原理表述为：如果 Ψ1 和 Ψ2 是它的解，

则 C1Ψ1 + C2Ψ2 也是它的解。而物理上的表述则完全相同：如果 Ψ1 和 Ψ2 是微观

粒子的状态，则它们的线性组合 C1Ψ1 + C2Ψ2 也是该粒子的状态，这就是量子力

学的态叠加原理。因此数学上关于线性方程本征解的叠加原理与物理上关于线性

系统本征态的叠加原理是相通的。

6.2 基本定解问题

用分离变量法不但可以圆满求解上述第一类边界条件下的波动方程的定解问

题，还可以应用于第二类、第三类边界条件。而泛定方程还可以是更复杂的波动方

程，以及热传导方程和拉普拉斯方程。本节通过一些典型例题进一步求解波动方

程和热传导的定解问题，而关于拉普拉斯方程的定解问题，在第 7 章进行专门的

讨论。

例 1 求解 5.5.4 节例 1 的定解问题 (5.5.30)，其中 L = 1，c =
1
3
，

F

T
=

9
20
。

解 这个问题是 6.1.1节讨论的两端固定弦振动问题的一个具体例子，定解问

题 (5.5.30) 现在约化为




∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < 1, t > 0)

u|t=0 =





3
10

x (0 6 x 6 1/3)

3
20

(1− x) (1/3 6 x 6 1)

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (0 6 x 6 1)

u|x=0 = 0, u|x=L = 0 (t > 0)

(6.2.1a)

(6.2.1b)

(6.2.1c)

(6.2.1d)
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展开系数 (6.1.27) 现在为

Cn = 2
∫ 1

0

φ(x) sin
nπ

L
xdx =

3
5

∫ 1/3

0

x sin (nπx) dx +
3
10

∫ 1

1/3

(1− x) sin (nπx) dx

= −
cos

nπ

3
5nπ

+
3
5

sin
nπ

3
n2π2

+
cos

nπ

3
5nπ

+
3
10

sin
nπ

3
n2π2

=
9

10π2

sin
nπ

3
n2

Dn = 0

将 Cn 和 Dn 代入一般解 (6.1.24)，得到

u(x, t) =
9

10π2

∞∑
n=1

sin
nπ

3
n2

cos (anπt) sin (nπx) (6.2.2)

图 6.4 显示了一般解 (6.2.2) 所示的弦在不同 t 时刻的形态。图 6.5 显示了弦中点

(x = 1/2) 的位移随时间变化的曲线，可以看出，它是周期性变化的。

图 6.4 一般解 (6.2.2) 的部分和 (前 20 项) 的曲线，这里取 aπ = 1。图中 t = 0 的曲线有图

5.13 的形态，当 t > 0 时，不同时刻的曲线存在有趣的重叠现象 (每一条曲线的两个端点都在

x = 0 和 x = 1)。图中的曲线显示了弦振动在一个周期中的各种形态

图 6.5 弦中点 (x = 1/2) 的位移随时间的演化，这里取 aπ = 1，周期约为 6.3。在一定的时

间段，位移不发生变化，相应于该时间段内的曲线重叠 (图 6.4)
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例 2 求解 5.5.4 节例 2 的定解问题 (5.5.36)。

解 这个问题是 6.1.1节讨论的两端固定弦振动问题的一个具体例子，其特点

在于初始位移和初始速度分别为

φ(x) = 0, ψ(x) =
k

ρ
δ(x− c) (6.2.3)

这样一来，式 (6.1.27) 给出

Cn = 0 (6.2.4)

Dn =
2

nπa

∫ L

0

ψ(x) sin
nπ

L
xdx =

2
nπa

∫ L

0

k

ρ
δ(x− c) sin

nπ

L
xdx (6.2.5)

由于 0 < c < L，而且函数 sin
nπ

L
x 在区间 [0, L] 上是连续的，利用 δ 函数的筛选

性质 (3.2.3)，得到

Dn =
2k

nπaρ
sin

nπc

L
(6.2.6)

将式 (6.2.4) 和式 (6.2.6) 代入一般解 (6.1.24)，得到

u(x, t) =
2k

πaρ

∞∑
n=1

1
n

sin
nπc

L
sin

anπ

L
t sin

nπ

L
x (6.2.7)

这就是定解问题 (5.5.36) 的解。弦振动在不同时刻的形态如图 6.6 所示。

例 3 求解阻尼波动方程 (5.1.13) 的定解问题





∂2u

∂t2
− a2 ∂2u

∂x2
+ 2b

∂u

∂t
= 0 (0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (0 6 x 6 L)

u|x=0 = 0, u|x=L = 0 (t > 0)

(6.2.8a)

(6.2.8b)

(6.2.8c)

其中，b > 0。

解 这里的波动方程 (6.2.8a) 虽然比基本形式 (5.1.6) 多出了阻尼项，但仍然

是线性齐次方程，而且边界条件是齐次的，故可以用分离变量法求解。令 u(x, t) =

X(x)T (t), 其中 X(x) 构成本征值问题

{
X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = 0, X(L) = 0

(6.2.9a)

(6.2.9b)
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图 6.6 一般解 (6.2.7) 的部分和 (前 20 项) 的曲线，这里取

L = 1，aπ = 1，2k/ρ = 1，c = 1/3。图中的曲线显示了弦振动在一个周期内的形态演化

而 T (t) 满足方程

T ′′(t) + 2bT ′(t) + λa2T (t) = 0 (6.2.10)

本征值问题 (6.2.9) 在 λ > 0 时有解

λn =
(nπ

L

)2

, Xn(x) = Bn sin
(nπ

L
x
)

(n = 1, 2, 3, · · · ) (6.2.11)

时间函数 T (t) 的方程为

T ′′(t) + 2bT ′(t) +
(nπa

L

)2

T (t) = 0 (6.2.12)

它的通解有三种情况

Tn(t) = exp(−bt) (cn cosh qnt + dn sinh qnt)
(

n <
bL

πa

)
(6.1.13a)

Tn(t) = cn exp(−bt) + dnt exp(−bt)
(

n =
bL

πa

)
(6.2.13b)
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Tn(t) = exp(−bt) (cn cos qnt + dn sin qnt)
(

n >
bL

πa

)
(6.2.13c)

其中，cn 和 dn 是任意常数，而

qn =

√∣∣∣∣
(nπa

L

)2

− b2

∣∣∣∣ (6.2.14)

考虑阻尼较小的情况，即
bL

πa
< 1，我们有 n >

bL

πa
(对于所有的 n)，这样只需要考

虑解 (6.2.13c)，故一般解为

u(x, t) = exp(−bt)
∞∑

n=1

(Cn cos qnt + Dn sin qnt) sin
nπ

L
x (6.2.15)

其中，Cn = Bncn，Dn = Bndn。考虑到初始条件 (6.2.9b)，我们有

φ(x) =
∞∑

n=1

Cn sin
nπ

L
x (6.2.16a)

ψ(x) =
∞∑

n=1

(−Cnb + Dnqn) sin
nπ

L
x (6.2.16b)

其中，Cn 和 −Cnb + Dnqn 分别是初始位移 φ(x) 和初始速度 ψ(x) 的半幅傅里叶

级数的展开系数，从式 (2.2.2) 得到

Cn =
2
L

∫ L

0

φ(x) sin
nπ

L
xdx (6.2.17a)

Dn =
b

qn
Cn +

2
Lqn

∫ L

0

ψ(x) sin
nπ

L
xdx (6.2.17b)

式 (6.2.15) 就是定解问题 (6.2.8) 在较小阻尼情况下的解，其中 Cn 和 Dn 由式

(6.2.17) 表示。由于阻尼因子 exp(−bt) 的作用，其稳态解为 u(x,∞) = 0。

例 4 求解电报方程 (5.1.21) 的定解问题




∂2u

∂t2
− a2 ∂2u

∂x2
+ 2b

∂u

∂t
+ cu = 0 (0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (0 6 x 6 L)

u|x=0 = 0, u|x=L = 0 (t > 0)

(6.2.18a)

(6.2.18b)

(6.2.18c)

其中，b, c > 0。
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解 这里的泛定方程比上例的阻尼波动方程多出了函数项 cu，但仍然是线

性齐次方程，而且边界条件是齐次的，故可以用分离变量法求解。令 u(x, t) =

X(x)T (t)，其中 X(x) 构成本征值问题
{

X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = 0, X(L) = 0

(6.2.19a)

(6.2.19b)

而 T (t) 满足方程

T ′′(t) + 2bT ′(t) +
(
λa2 + c

)
T (t) = 0 (6.2.20)

接下来的运算与上例相同，只需要将上例中的 λa2 换成 λa2 + c 即可。本征值问题

的解依然是

λn =
(nπ

L

)2

, Xn(x) = Bn sin
(nπ

L
x
)

(n = 1, 2, 3, · · · ) (6.2.21)

而时间函数 T (t) 的方程为

T ′′(t) + 2bT ′(t) +
[(nπa

L

)2

+ c

]
T (t) = 0 (6.2.22)

在阻尼较小的情况下，一般解为

u(x, t) = exp(−bt)
∞∑

n=1

(Cn cos qnt + Dn sin qnt) sin
nπ

L
x (6.2.23)

其中

qn =

√∣∣∣∣
(nπa

L

)2

+ c− b2

∣∣∣∣ (6.2.24)

展开系数 Cn 和 Dn 仍由式 (6.2.17) 给出。

在泛定方程 (6.2.18a)中，如果 b = 0，则空间函数的结果仍由式 (6.2.22)确定，

而时间函数 T (t) 的方程为

T ′′(t) +
[(nπa

L

)2

+ c

]
T (t) = 0 (6.2.25)

一般解为

u(x, t) =
∞∑

n=1

(Cn cos qnt + Dn sin qnt) sin
nπ

L
x (6.2.26)

其中

qn =

√(nπa

L

)2

+ c (6.2.27)

展开系数 Cn 和 Dn 仍由式 (6.2.17) 给出。
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例 5 (1) 求解 x = 0 端自由，x = L 端固定的弦振动的定解问题 (5.5.38);

(2) 对于初始条件

u|t=0 = cos
πx

2L
,

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (6.2.28)

求解该定解问题。

解 (1) 这里 x = 0 端是第二类齐次边界条件，x = L 端是第一类齐次边界条

件，可以用分离变量法求解。令 u(x, t) = X(x)T (t), 其中 X(x) 构成本征值问题

{
X ′′(x) + λX(x) = 0

X ′(0) = 0, X(L) = 0

(6.2.29a)

(6.2.29b)

而 T (t) 满足方程

T ′′(t) + λa2T (t) = 0 (6.2.30)

我们首先求解本征值问题 (6.2.29)，与两端固定弦振动问题一样，λ 6 0 时都只有

零解，而 λ > 0 时，泛定方程 (6.2.29a) 的通解为

X(x) = A cos kx + B sin kx (6.2.31)

其中，k =
√

λ，A 和 B 是任意常数。它的导数为

X ′(x) = −kA sin kx + kB cos kx (6.2.32)

现在边界条件 X ′(0) = 0 要求 B = 0，于是解 (6.2.31) 约化为

X(x) = A cos kx (6.2.33)

从边界条件 X(L) = 0 得到 cos kL = 0，故

kL =
(2n + 1)π

2
(n = 0, 1, 2, · · · ) (6.2.34)

这里没有考虑 n 为负值的情况，因为 k > 0。本征值和本征函数为

λn =
[
(2n + 1)π

2L

]2

, Xn(x) = An cos
(2n + 1)π

2L
x (6.2.35)

将 λn 代入式 (6.2.30)，得到时间函数的通解

Tn(t) = cn cos
(2n + 1)πa

2L
t + dn sin

(2n + 1)πa

2L
t (6.2.36)
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其中，cn 和 dn 是任意常数。由此得到一般解

u(x, t) =
∞∑

n=0

[
Cn cos

(2n + 1)πa

2L
t + Dn sin

(2n + 1)πa

2L
t

]
cos

(2n + 1)π
2L

x (6.2.37)

其中，Cn = Ancn 和 Dn = Bndn 分别是初始位移 φ(x) 和初始速度 ψ(x) 的半幅傅

里叶级数的展开系数，根据式 (2.2.12) 得到

Cn =
2
L

∫ L

0

φ(x) cos
(2n + 1)π

2L
xdx (6.2.38a)

Dn =
4

(2n + 1)πa

∫ L

0

ψ(x) cos
(2n + 1)π

2L
xdx (6.2.38b)

式 (6.2.37) 就是定解问题 (5.5.38) 的解，其中 Cn 和 Dn 由式 (6.2.38) 表示。

(2) 对于初始条件 (6.2.28)，展开系数为

Cn =
2
L

∫ L

0

cos
πx

2L
cos

(2n + 1)π
2L

xdx

=
2
L

∫ L

0

cos
(2 · 0 + 1)πx

2L
cos

(2n + 1)π
2L

xdx

= δ0n

Dn = 0

将 Cn 和 Dn 代入式 (6.2.37)，得到

u(x, t) =
∞∑

n=0

δ0n cos
(2n + 1)πa

2L
t cos

(2n + 1)π
2L

x = cos
πa

2L
t cos

π

2L
x (6.2.39)

这个结果表示，弦的 x = L 端固定，x = 0 端在 [1, −1] 间振荡。实际上，弦上任意

点 x以其初始位移 cos
πx

2L
为振幅，以 a/4L为频率作简谐振荡，如图 6.7所示。在

任意时刻 t，弦在 x = 0 端的斜率为零。

图 6.7 一般解 (6.2.39) 的曲线。
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例 6 (1) 求解下列定解问题





∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (0 6 x 6 L)

u|x=0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 (t > 0)

(6.2.40a)

(6.2.40b)

(6.2.40c)

(2) 求解 5.5.4 节例 4 关于高频传输线的定解问题 (5.5.42);

(3) 对于初始条件

u|t=0 = x2 − 2Lx,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
aπ

2L
sin

πx

2L
(6.2.41)

求解定解问题 (6.2.40)。

解 (1) 这里 x = 0 端是第一类齐次边界条件，x = L 端是第二类齐次边界条

件，可以用分离变量法求解。令 u(x, t) = X(x)T (t), 其中 X(x) 构成本征值问题
{

X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = 0, X ′(L) = 0

(6.2.42a)

(6.2.42b)

而 T (t) 满足方程

T ′′(t) + λa2T (t) = 0 (6.2.43)

与例 5 的过程类似，在 λ > 0 时，得到本征值和本征函数

λn =
[
(2n + 1)π

2L

]2

, Xn(x) = B sin
(2n + 1)π

2L
x (n = 0, 1, 2, · · · ) (6.2.44)

将 λn 代入式 (6.2.43)，解出时间函数 Tn(t)，由此得到一般解

u(x, t) =
∞∑

n=0

(
Cn cos

(2n + 1)πa

2L
t + Dn sin

(2n + 1)πa

2L
t

)
sin

(2n + 1)π
2L

x (6.2.45)

其中，Cn 和 Dn 分别是 φ(x) 和 ψ(x) 的半幅傅里叶级数的展开系数。由初始条件

(6.2.40b) 及式 (2.2.11) 得到

Cn =
2
L

∫ L

0

φ(x) sin
(2n + 1)π

2L
xdx (6.2.46a)

Dn =
4

(2n + 1)πa

∫ L

0

ψ(x) sin
(2n + 1)π

2L
xdx (6.2.46b)
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(2) 对于高频传输线的定解问题 (5.5.42)，将 φ(x) = E, ψ(x) = 0 代入式

(6.2.46)，得到展开系数

Cn =
2
L

∫ L

0

E sin
(2n + 1)π

2L
xdx =

4E

π

1
2n + 1

, Dn = 0 (6.2.47)

这样

u(x, t) =
4E

π

∞∑
n=0

1
2n + 1

cos
(2n + 1)π a

2L
t sin

(2n + 1)π
2L

x (6.2.48)

这就是关于高频传输线的定解问题 (5.5.42) 的一般解。

(3) 对于初始条件 (6.2.41)，展开系数为

Cn =
2
L

∫ L

0

(x2 − 2Lx) sin
(2n + 1)π

2L
xdx = − 32L2

(2n + 1)3π3

Dn =
4

(2n + 1)πa

∫ L

0

aπ

2L
sin

π

2L
x sin

(2n + 1)π
2L

xdx

=
2

(2n + 1)L

∫ L

0

sin
(2 · 0 + 1)π

2L
x sin

(2n + 1)π
2L

xdx

= δn0

将 Cn 和 Dn 代入式 (6.2.45)，得到

u(x, t) =
∞∑

n=0

[
− 32L2

(2n + 1)3π3
cos

(2n + 1)πa

2L
t + δn0 sin

(2n + 1)πa

2L
t

]
sin

(2n + 1)π
2L

x

=
(
−32L2

π3
cos

πa

2L
t + sin

πa

2L
t

)
sin

π

2L
x

−
∞∑

n=1

32L2

(2n + 1)3π3
cos

(2n + 1)πa

2L
t sin

(2n + 1)π
2L

x

它可以写成更简单的形式

u(x, t) = sin
πa

2L
t sin

π

2L
x−

∞∑
n=0

32L2

(2n + 1)3π3
cos

(2n + 1)πa

2L
t sin

(2n + 1)π
2L

x

(6.2.49)

该一般解在不同时刻 t 的曲线如图 6.8 所示。

例 7 考虑一维的热传导系统 (有界杆)，设杆的长度为 L，其两端保持绝热，

杆的初始温度分布为 φ(x)。

(1) 求解有界杆任意时刻温度分布的定解问题;

(2) 求系统的稳态温度分布及任意时刻的平均温度;

(3) 设 φ(x) = x，求系统任意时刻的温度分布;
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(4) 设 φ(x) = 1 + cos
2πx

L
，求系统任意时刻的温度分布。

图 6.8 一般解 (6.2.49) 的部分和 (前 20 项) 的曲线，这里取 L = 1，aπ = 1。图中的曲线显

示了一般解在一个周期内的不同行为，任意 t 时刻曲线在后端的斜率为 0

解 (1) 设有界杆的两个端点处于 x = 0 和 x = L。杆的两端保持绝热，因此

从两端进入的热量为零。根据热传导的傅里叶定律 [式 (5.2.1)]，两端的温度梯度均

为零，故定解问题为





∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 L)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 (t > 0)

(6.2.50a)

(6.2.50b)

(6.2.50c)

两端都是第二类齐次边界条件，可以用分离变量法求解。设泛定方程 (4.2.50a) 有

变量分离的形式解 u(x, t) = X(x)T (t)，其中 X(x) 构成本征值问题

{
X ′′(x) + λX(x) = 0

X ′(0) = 0, X ′(L) = 0

(6.2.51a)

(6.2.51b)

而 T (t) 满足方程

T ′(t) + λa2T (t) = 0 (6.2.52)

与波动方程的情况不同，现在时间函数 T (t)服从一阶常微分方程，这是由于泛

定方程 (6.2.50a) 中关于时间的微商是一阶的。我们首先求解本征值问题 (6.2.51)，

考虑三种情况。

① λ = 0，这时方程 (6.2.50a) 的通解为 X(x) = A + Bx(X ′(x) = B)，其中 A

和 B 为任意常数。边界条件 X ′(0) = 0 要求 B = 0，于是 X(x) = A。这个结果表

示 X ′(x) = 0，即任意 x 处的导数为零，当然满足 X ′(L) = 0。这样我们看到，在边

界条件 (6.2.51b) 之下，本征值问题 (6.2.51) 的解为：λ0 = 0，X0(x) = A。
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② λ < 0，这时方程 (6.2.51a) 的通解为 [式 (1.1.34)]

X(x) = A cosh kx + B sinh kx (6.2.53a)

其中，k =
√−λ。它的导数为

X ′(x) = kA sinh kx + kB cosh kx (6.2.53b)

边界条件 X ′(0) = 0 要求 B = 0，于是 X(x) = A cosh kx。而 X ′(L) = 0 要求

kA sinh kL = 0，但 sinh kL 6= 0，故 A = 0。这样 λ < 0 时只有零解。

③ λ > 0，这时方程 (6.2.51a) 的通解为 [式 (1.1.23)]

X(x) = A cos kx + B sin kx (6.2.54a)

其中，k =
√

λ。它的导数为

X ′(x) = −kA sin kx + kB cos kx (6.2.54b)

边界条件 X ′(0) = 0 要求 B = 0，于是 X(x) = A cos kx。而 X ′(L) = 0 要求

sin kL = 0。这样

k = kn =
nπ

L
(n = 1, 2, 3, · · · ) (6.2.55)

这里 n 不取零与负值是由于 k > 0。于是本征值与本征函数为

λn =
(nπ

L

)2

, Xn(x) = An cos
nπ

L
x (6.2.56)

将上述所有的本征值 λn (n = 0, 1, 2, · · · ) 代入方程 (6.2.52)，得到时间函数 T (t)

的方程

T ′n(t) +
(naπ

L

)2

Tn(t) = 0 (n = 0, 1, 2, · · · ) (6.2.57)

它的解为

T0 = c0, Tn(t) = cn exp
[
−

(naπ

L

)2

t

]
(n = 1, 2, 3, · · · ) (6.2.58)

其中，T0 = c0 相应于 λ0 = 0。于是由式 (6.2.56) 和式 (6.2.58) 得到满足泛定方程

(6.2.50a) 和边界条件 (6.2.50c) 的本征解

un(x, t) = C0 + Cn exp
[
−

(naπ

L

)2

t

]
cos

nπ

L
x (6.2.59)

其中，C0 = A0c0 和 Cn = Ancn 是任意常数。由于泛定方程 (6.2.50a) 是线性齐次

的，故由叠加原理得到一般解

u(x, t) = C0 +
∞∑

n=1

Cn exp
[
−

(naπ

L

)2

t

]
cos

nπ

L
x (6.2.60)
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现在利用初始条件 (6.2.50b) 确定其中的系数 C0 和 Cn，我们有

φ(x) = C0 +
∞∑

n=1

Cn cos
nπ

L
x (6.2.61)

式 (6.2.61) 显示，C0 和 Cn 是半幅傅里叶余弦级数 (2.2.3) 的展开系数，式 (2.2.4)

给出

C0 =
1
L

∫ L

0

φ(x)dx (6.2.62a)

Cn =
2
L

∫ L

0

φ(x) cos
nπx

L
dx (n = 1, 2, 3, · · · ) (6.2.62b)

式 (6.2.60) 就是该定解问题的解，其中的展开系数 C0 和 Cn 由 (6.2.62) 表示。

(2) 关于系统的稳态温度，我们可以从三个角度进行讨论。

首先一般解 (6.2.60) 在 t → ∞ 时给出稳态温度 u(x,∞) = C0，再利用式

(6.2.62a) 得到

u(x,∞) =
1
L

∫ L

0

φ(x)dx (6.2.63)

式 (6.2.63) 表示，系统的稳态温度是初始温度的平均值。

另外，从热力学的角度进行分析，系统 t = 0 时刻的温度分布是函数 u(x, 0) =

φ(x)，然后温度随时空变化。当 t → ∞ 时，热量在空间均匀分布，因此 u(x,∞) =

常数，如图 6.9 所示。由于 t = 0 ∼ ∞ 的演化过程中是绝热的，热量保持守恒，

即图 6.9 中两条曲线下的面积相等：
∫ L

0

φ(x)dx = u(x,∞)L，它给出稳态温度式

(6.2.63)。

图 6.9 绝热系统在于 t = 0 和 t →∞ 的温度分布。

我们还可以从热传导方程的稳态解 [式 (5.2.11)] 考虑，在任何条件下，热传导

方程的稳态解由

u(x,∞) = A + Bx (6.2.64a)
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表示。利用边界条件 (6.2.50c)，式 (6.2.64a) 变为 u(x,∞) = A。再利用初始条件

(6.2.50b) 得到稳态温度：

A =
1
L

∫ L

0

φ(x)dx (6.2.64b)

系统在任意时刻的平均温度定义为 u(x, t) 对空间的积分除以系统的长度 L，

即

U(t) =
1
L

∫ L

0

u(x, t)dx (6.2.65)

由于现在的系统是绝热的，系统的平均温度应该不随时间变化，事实上，将式

(6.2.60) 代入式 (6.2.65) 给出

U(t) =
1
L

∫ L

0

{
C0 +

∞∑
n=1

Cn exp
[
−

(naπ

L

)2

t

]
cos

nπ

L
x

}
dx

= C0 +
1
L

∞∑
n=1

Cn exp
[
−

(naπ

L

)2

t

] ∫ L

0

cos
nπ

L
xdx

︸ ︷︷ ︸
=0

= C0

它就是系统的稳态温度。

(3) 初始温度 φ(x) = x 时

C0 =
1
L

∫ L

0

xdx =
L

2

Cn =
2
L

∫ L

0

x cos
nπ

L
xdx =

2
L




cos
nπ

L
x

(nπ

L

)2 +
x sin

nπ

L
x

nπ

L




L

0

=
2
L

(
L

nπ

)2

(cos nπ− 1) =
2L

n2π2
[(−1)n − 1]

将 C0 和 Cn 代入式 (6.2.60) 得到一般解

u(x, t) =
L

2
+

2L

π2

∞∑
n=1

(−1)n − 1
n2

exp
[
−

(naπ

L

)2

t

]
cos

nπ

L
x (6.2.66)

(4) 初始温度 φ(x) = 1 + cos
2πx

L
时

C0 =
1
L

∫ L

0

(
1 + cos

2πx

L

)
dx = 1 (6.2.67)
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Cn =
2
L

∫ L

0

(
1 + cos

2πx

L

)
cos

nπx

L
dx

=
2
L

∫ L

0

cos
2πx

L
cos

nπx

L
dx [利用式(2.2.8)]

= δ2n

将 C0 和 Cn 代入式 (6.2.60) 得到一般解

u(x, t) = C0 +
∞∑

n=1

δ2n exp
[
−

(naπ

L

)2

t

]
cos

nπ

L
x

= 1 + exp

[
−

(
2aπ

L

)2

t

]
cos

2π
L

x (6.2.68)

系统在不同 t 时刻的温度分布如图 6.10 所示。

图 6.10 一般解 (6.2.68) 的曲线，这里取 L = 1，aπ = 1。

系统在 t = 2 时已经趋于稳态温度 C0 = 1

从以上例题可以总结出用分离变量法求解基本定解问题的要点：

(1) 对于有界空间 (0 6 x 6 L) 的波动方程与热传导方程的定解问题，其泛定

方程具有变量分离的形式解 u(x, t) = X(x)T (t)，其中空间函数 X(x) 所满足的方

程在一般情况下具有确定的形式 X ′′(x) + λX(x) = 0，并与 x = 0 和 x = L 两端

的齐次边界条件结合，构成相关的本征值问题。本征值问题的解依赖于分离常数 λ

的取值，在 λ > 0 情况下，有通解

X(x) = A cos kx + B sin kx (6.2.69)

(2) 通解 (6.2.69) 在不同的边界条件下，约化成两种特解。如果 x = 0 端是第

一类边界条件，则特解为正弦项; 反之，如果 x = 0 端是第二类边界条件，则特解

为余弦项，即
u |x=0 = 0 −→ X(x) = B sin kx (6.2.70a)
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 −→ X(x) = A cos kx (6.2.70b)
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简言之，x = 0 端的边界条件决定本征函数，而 x = L 端的边界条件进一步决定本

征值。

(3) 边界条件有 4 种不同的组合，相应的本征值与本征函数列于表 6.2 中。

表 6.2 本征方程 X′′(x) + λX(x) = 0 的本征值与本征函数

u|x=0 = 0, u|x=L = 0 :λn =
(nπ

L

)2
, Xn(x) = Bn sin

nπ

L
x, n = 1, 2, 3, · · ·

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 :λn =
(nπ

L

)2
, Xn(x) = An cos

nπ

L
x, n = 0, 1, 2, · · ·

u|x=0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 :λn =

[
(2n + 1)π

2L

]2

, Xn(x) = Bn sin
(2n + 1)π

2L
x, n = 0, 1, 2, · · ·

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, u|x=L = 0 :λn =

[
(2n + 1)π

2L

]2

, Xn(x) = An cos
(2n + 1)π

2L
x, n = 0, 1, 2, · · ·

6.3 二维泛定方程的定解问题

本节讨论二维波动方程与热传导方程的定解问题，如果方程与边界条件都是

齐次的，也可以用分离变量法求解。与一维情形不同的是，由于空间变量是两个，

所以在时空变量分离后，需要对两个空间变量进行进一步的分离。

6.3.1 二维波动方程

考虑膜振动问题：一个边长为 a 和 b 的矩形膜置于 x-y 平面的第一象限，其

四周被固定，膜的初始位移与初始速度为任意函数，确定任意点 (x, y) 在任意时刻

t 的位移 u(x, y, t)，即求解下面的定解问题





∂2u

∂t2
= c2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
(0 < x < a, 0 < y < b, t > 0)

u|t=0 = φ(x, y),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x, y) (0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b)

u|x=0 = u|x=a = 0 (0 6 y 6 b, t > 0)

u|y=0 = u|y=b = 0 (0 6 x 6 a, t > 0)

(6.3.1a)

(6.3.1b)

(6.3.1c)

(6.3.1d)

其中，c 为二维情况下的波速，φ(x, y) 和 ψ(x, y) 是膜的初始位移和初始速度。

设方程 (6.3.1a) 有形式解

u(x, y, t) = V (x, y)T (t) (6.3.2)
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代入方程 (6.3.1a) 得到

T ′′

c2T
=

1
V

(
∂2V

∂x2
+

∂2V

∂y2

)
= −λ (6.3.3)

其中，λ 是分离常数，由式 (6.3.3) 得到

∂2V

∂x2
+

∂2V

∂y2
+ λV = 0 (6.3.4a)

T ′′ + λc2T = 0 (6.3.4b)

方程 (6.3.4a) 是二维拉普拉斯算符的本征方程。再令

V (x, y) = X(x)Y (y) (6.3.5)

代入式 (6.3.4a) 得到
X ′′

X
= −Y ′′ + λY

Y
= −µ (6.3.6)

µ 是又一个分离常数。由式 (6.3.6) 及边界条件 (6.3.1c) 和式 (6.3.1d) 得到
{

X ′′ + µX = 0 (0 < x < a)

X(0) = X(a) = 0

(6.3.7a)

(6.3.7b)

{
Y ′′ + νY = 0 (0 < y < b)

Y (0) = Y (b) = 0

(6.3.8a)

(6.3.8b)

其中，λ = µ + ν。我们看到，式 (6.3.7) 和式 (6.3.8) 都是 6.1 节所讨论的弦振动空

间函数的本征值问题 [方程 (6.1.12)]。它们在 µ > 0 和 ν > 0 情况下有非零解

µ = µm =
(mπ

a

)2

和 ν = νn =
(nπ

b

)2

(m, n = 1, 2, 3, · · · ) (6.3.9)

Xm(x) = sin
mπ

a
x 和 Yn(y) = sin

nπ

b
y (6.3.10)

这样本征方程 (6.3.4a) 的解为

λ = λmn =
(mπ

a

)2

+
(nπ

b

)2

(6.3.11a)

Vmn(x, y) = sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y (6.3.11b)

将式 (6.3.11a) 代入式 (6.3.4b) 解出时间函数

T (t) = Tmn(t) = Cmn cos ωmnt + Dmn sinωmnt (6.3.12)
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其中，Cmn 和 Dmn 是待定系数，而

ωmn = cπ

√(m

a

)2

+
(n

b

)2

(6.3.13)

是膜振动的特征频率，其中基频为

ω11 = cπ

√(
1
a

)2

+
(

1
b

)2

(6.3.14)

与一维弦振动情况不同，ωmn 不是基频的整数倍。进而，本征解 (6.3.2) 为

umn(x, y, t) = (Cmn cos ωmnt + Dmn sinωmnt) sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y (m,n = 1, 2, 3 · · · )

(6.3.15)

为了表征任意的初始条件，我们将所有的本征解叠加起来，得到一般解

u(x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(Cmn cos ωmnt + Dmn sinωmnt) sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y (6.3.16)

它表示任意时刻 t 的位移，而任意时刻 t 的速度为

∂u(x, y, t)
∂t

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(−ωmnCmn sinωmnt + ωmnDmn cos ωmnt) sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y

(6.3.17)

利用初始条件 (6.3.1b)，我们有

φ(x, y) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

Cmn sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y (6.3.18a)

ψ(x, y) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

ωmnDmn sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y (6.3.18b)

现在我们利用式 (6.3.18) 确定系数 Cmn 和 Dmn。首先考查本征函数 (6.3.11b) 的

正交性

∫ b

0

∫ a

0

Vmn(x, y)Vm′n′(x, y)dxdy

=
∫ b

0

∫ a

0

sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y sin

m′π
a

x sin
n′π
b

ydxdy

=
(∫ a

0

sin
mπ

a
x sin

m′π
a

xdx

) (∫ b

0

sin
nπ

b
y sin

n′π
b

ydy

)

[利用式 (2.2.6)]
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=
ab

4
δmm′δnn′ (6.3.19)

可见本征函数 (6.3.11b) 是正交的。这样用 sin
m′π
a

x sin
n′π
b

y 乘以式 (6.3.18a) 两

端，然后对 x 和 y 积分，并利用式 (6.3.19)，得到

Cmn =
4
ab

∫ b

0

∫ a

0

φ(x, y) sin
mπ

a
x sin

nπ

b
ydxdy (6.3.20a)

同理

Dmn =
4

abωmn

∫ b

0

∫ a

0

ψ(x, y) sin
mπ

a
x sin

nπ

b
ydxdy (6.3.20b)

式 (6.3.16) 就是定解问题 (6.3.1) 的解，其中 Cmn 和 Dmn 由式 (6.3.20) 确定。应

该指出，与弦振动的情况不同，膜振动的时间行为不是周期性的，这是因为特征

频率 ωmn 不是基频的整数倍，因此由各种频率成分叠加而成的一般解没有确定的

周期。

通过这个问题的求解，我们得到了本征方程 (6.3.4a) 的一套本征函数集
{

sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y
}

(m, n = 1, 2, 3, · · · ) (6.3.21)

这样一来，对于一个定义在 0 < x < a, 0 < y < b 的函数 f(x, y)，可以将它按该本

征函数集展开，即

f(x, y) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

Cmn sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y (6.3.22a)

而展开系数 Cmn 由

Cmn =
4
ab

∫ b

0

∫ a

0

f(x, y) sin
mπ

a
x sin

nπ

b
ydxdy (6.3.22b)

确定。很明显，式 (6.3.22a) 是一个二重傅里叶级数。

另外在定解问题 (6.3.1) 中，边界条件式 (6.3.1c) 和式 (6.3.1d) 还可以取其他

的形式，如表 6.2 所示的各种组合，由此引出更多的本征函数集。比如，对于边界

条件

u|x=0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=a

= 0 (0 6 y 6 b, t > 0) (6.3.23a)

∂u

∂x

∣∣∣∣
y=0

= 0, u|y=b = 0 (0 6 x 6 a, t > 0) (6.3.23b)

方程 (6.3.4a) 的本征函数集为
{

sin
(2m + 1)π

2a
x cos

(2n + 1)π
2b

y

}
(m, n = 0, 1, 2, · · · ) (6.3.24)
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例 1 设矩形膜的边长为 a = b = 1，c = 1/π，膜的初始位移为函数 φ(x, y) =

x(x − 1)y(y − 1)，初始速度 ψ(x, y) = 0，确定膜上任意点 (x, y) 在任意 t 时刻的

位移。

解 由式 (6.3.20b) 得到 Dmn = 0，而

Cmn = 4
∫ 1

0

∫ 1

0

x(x− 1)y(y − 1) sin mπx sinnπydxdy

= 4
[∫ 1

0

x(x− 1) sin mπxdx

] [∫ 1

0

y(y − 1) sin nπydy

]

= 4
2 [(−1)m − 1]

π3m3

2 [(−1)n − 1]
π3n3

当m,n中任意一个为偶数时，Cmn = 0。如果m和 n均为奇数，则 Cmn =
64

π6m3n3
，

于是

u(x, y, t) =
∑

m=1,3···

∑
n=1,3···

64
π6m3n3

cos
(√

m2 + n2t
)

sinmπx sinnπy

=
∞∑

k=0

∞∑

l=0

64
π6(2k + 1)3(2l + 1)3

cos
[√

(2k + 1)2 + (2l + 1)2t
]

× sin(2k + 1)πx sin(2l + 1)πy

这就是定解问题的结果，我们看到特征频率
√

(2k + 1)2 + (2l + 1)2 不是基频
√

2的

整数倍，所以这个解的时间变化不是周期性的。我们进一步考虑膜中心点 (1/2, 1/2)

的位移

u(1/2, 1/2, t) =
∞∑

k=0

∞∑

l=0

64
π6(2k + 1)3(2l + 1)3

cos
[√

(2k + 1)2 + (2l + 1)2t
]

× sin(2k + 1)
π

2
sin(2l + 1)

π

2
(6.3.25)

图 6.11 显示了中心点位移的时间演化，可以看出，它不是严格周期性的。

图 6.11 膜中心位移的时间演化 [式 (6.3.25) 的部分和，k 和 l 的求和均取前 30 项]
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6.3.2 二维热传导方程

考虑二维热传导问题：一个边长为 a 和 b 的矩形薄片置于 x-y 平面的第一象

限，其周边温度为零，薄片的初始温度分布为任意函数 φ(x, y)，确定薄片在任意 t

时刻的温度分布 u(x, y, t)，即求解下面的定解问题




∂u

∂t
= c2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
(0 < x < a, 0 < y < b, t > 0)

u|t=0 = φ(x, y) (0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b)

u|x=0 = u|x=a = 0 (0 6 y 6 b, t > 0)

u|y=0 = u|y=b = 0 (0 6 x 6 a, t > 0)

(6.3.26a)

(6.3.26b)

(6.3.26c)

(6.3.26d)

其中，c 为二维情况下的热扩散系数。这个问题的解法与 6.3.1 节的二维波动方程

类似。设方程 (6.3.26a) 有形式解

u(x, y, t) = V (x, y)T (t) (6.3.27)

其中，空间函数 V (x, y) 与时间函数 T (t) 的方程是

∂2V

∂x2
+

∂2V

∂y2
+ λV = 0 (6.3.28a)

T ′ + c2λT = 0 (6.3.28b)

在边界条件式 (6.3.26c) 和式 (6.3.26d) 之下，本征方程 (6.3.28a) 的解为

λmn =
(mπ

a

)2

+
(nπ

b

)2

, Vmn(x, y) = sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y (6.3.29)

由方程 (6.3.28b) 得到时间函数的解为

Tmn(t) = e−ω2
mnt (6.3.30)

其中

ωmn = cπ

√(m

a

)2

+
(n

b

)2

(6.3.31)

一般解为

u(x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

Cmne−ω2
mnt sin

mπ

a
x sin

nπ

b
y (6.3.32)

展开系数为

Cmn =
4
ab

∫ b

0

∫ a

0

φ(x, y) sin
mπ

a
x sin

nπ

b
ydxdy (6.3.33)
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例 2 设矩形薄片的边长为 a = b = 1，cπ = 1，薄片的初始温度分布为

φ(x, y) = x(x − 1)y(y − 1)，求薄片在任意 t 时刻的温度分布 u(x, y, t) 并讨论薄片

中心温度的时间演化。

解 按照 6.3.1 节的方法，从式 (6.3.32) 得到

u(x, y, t) =
∞∑

k=0

∞∑

l=0

64
π6(2k + 1)3(2l + 1)3

e−[(2k+1)2+(2l+1)2]t

× sin(2k + 1)πx sin(2l + 1)πy (6.3.34)

薄片中心温度为

u(1/2, 1/2, t) =
∞∑

k=0

∞∑

l=0

64
π6(2k + 1)3(2l + 1)3

e−[(2k+1)2+(2l+1)2]t

× sin(2k + 1)
π

2
sin(2l + 1)

π

2
(6.3.35)

它随时间的演化显示在图 6.12。

图 6.12 薄片中心温度的时间演化 [式 (6.3.35) 的部分和, k 和 l 的求和均取前 30 项]

例 3 设矩形薄片的边长为 a = b = 1，cπ = 1，薄片的初始温度分布为

φ(x, y) = sinπx sinπy，求任意 t时刻薄片的温度分布 u(x, y, t)及薄片中的心温度。

解 将 φ(x, y) = sinπx sinπy 代入式 (6.3.33)，并利用式 (6.3.19) 得到

Cmn = 4
∫ 1

0

∫ 1

0

sinπx sinπy sinmπx sinnπydxdy

=
(

2
∫ 1

0

sinπx sinmπxdx

)(
2

∫ 1

0

sinπy sinnπydy

)

= δ1mδ1n (6.3.36)

代入式 (6.3.32) 得到一般解

u(x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

δ1mδ1ne−ω2
mnt sinmπx sinnπy = e−2t sinπx sinπy (6.3.37)
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这就是任意 t 时刻薄片的温度分布。薄片中的心温度为

u(1/2, 1/2, t) = e−2t (6.3.38)

6.4 第三类边界条件下的定解问题

6.4.1 本征函数的正交性

上述的定解问题只涉及第一类、第二类边界条件，本节通过具体的例题进一步

讨论第三类边界条件下的定解问题。为此我们首先讨论有关本征函数正交性的一

般问题。假定一个定义在有界区间 [0, L] 上的函数 X(x) 满足本征值问题
{

X ′′(x) + λX(x) = 0

f |x=0 = 0, g|x=L = 0

(6.4.1a)

(6.4.1b)

其中，λ = λn是第 n个本征值，X(x) = Xn(x)是相应的本征函数 (n = 1, 2, 3, · · · )。
式 (6.4.1b) 表示 Xn(x) 在 x = 0 和 x = L的齐次边界条件 (可以是各类边界条件)。

现在讨论本征函数的正交性，即计算积分

∫ L

0

Xm(x)Xn(x)dx (m 6= n)。

方程 (6.4.1a) 给出
d2

dx2
Xn = −λnXn (6.4.2a)

因此我们有

d
dx

(X ′
n) = −λnXn 和

d
dx

(X ′
m) = −λmXm (m 6= n) (6.4.2b)

给上二式两边分别乘以 Xm 和 Xn，得到

Xm
d
dx

(X ′
n) = −λnXmXn 和 Xn

d
dx

(X ′
m) = −λmXmXn (6.4.3)

式 (6.4.3) 两式两边相减再积分，得到

∫ L

0

[
Xm

d
dx

(X ′
n)−Xn

d
dx

(X ′
m)

]
dx =

∫ L

0

(λmXmXn − λnXmXn)dx (6.4.4)

计算式 (6.4.4) 左边的积分

∫ L

0

[
Xm

d
dx

(X ′
n)−Xn

d
dx

(X ′
m)

]
dx

=
∫ L

0

Xmd (X ′
n)−

∫ L

0

Xnd (X ′
m)
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= [XmX ′
n]L0 −

∫ L

0

X ′
ndXm− [XnX ′

m]L0 +
∫ L

0

X ′
mdXn

= Xm(L)X ′
n(L)−Xm(0)X ′

n(0)−
∫ L

0

X ′
n

dXm

dx
dx

−Xn(L)X ′
m(L) + Xn(0)X ′

m(0) +
∫ L

0

X ′
m

dXn

dx
dx

= [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)]− [Xn(L)X ′
m(L)−Xm(L)X ′

n(L)]

−
(∫ L

0

X ′
nX ′

mdx−
∫ L

0

X ′
mX ′

ndx

)

︸ ︷︷ ︸
=0

= [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)]− [Xn(L)X ′
m(L)−Xm(L)X ′

n(L)]

式 (6.4.4) 右边的积分为
∫ L

0

(λmXmXn − λnXmXn)dx = (λm − λn)
∫ L

0

XmXndx (6.4.5)

这样 ∫ L

0

XmXndx =
Q

λm − λn
(m 6= n) (6.4.6)

其中

Q = [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)]− [Xn(L)X ′
m(L)−Xm(L)X ′

n(L)] (6.4.7)

称为 Q 因子。式 (6.4.6) 是关于本征值问题 (6.4.1) 的一般性的结果，适用于该方

程的任何形式的本征值与本征函数，它依赖于本征函数及其导数在两个端点 x = 0

和 x = L 的取值。式 (6.4.6) 表示，只要系统的边界条件满足 Q = 0，则相应的本

征函数 X1, X2, X3, · · · 在 (0, L) 上是正交的。

6.4.2 热辐射定解问题

现在利用 6.4.1 节的知识，讨论第三类边界条件下的热传导定解问题。我们首

先求解 5.5.4 节例 6 关于有界杆热传导的定解问题



∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 L)

u|x=0 = 0,

[
u + h

∂u

∂x

]

x=L

= 0 (t > 0)

(6.4.8a)

(6.4.8b)

(6.4.8c)

有界杆的两个端点 x = 0 和 x = L 的边界条件分别为第一类、第三类，但都

是齐次的，符合分离变量法的使用条件。在 x = L 端的边界条件中，当 h > 0 时，

该端是辐射热量的 [式 (5.5.50)]，而辐射强度与端点的温度成正比。
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设泛定方程 (6.4.8a) 有变量分离的形式解 u(x, t) = X(x)T (t), 其中 X(x) 构成

本征值问题 {
X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = 0, X(L) + hX ′(L) = 0

(6.4.9a)

(6.4.9b)

而 T (t) 满足方程

T ′(t) + λa2T (t) = 0 (6.4.10)

我们首先求解本征值问题 (6.4.9)，考虑以下三种情况：

(1) λ = 0，这时方程 (6.4.9a) 的通解为 X(x) = A + Bx(X ′(x) = B)。边界条件

X(0) = 0 要求 A = 0，于是 X(x) = Bx(那么 X(L) = BL)，即 X ′(x) = B，因此

X ′(L) = B。这样边界条件 X(L) + hX ′(L) = 0 导致 BL + hB = 0，即 B = 0。可

见 λ = 0 时，只有平庸解。

(2) λ < 0，这时方程 (6.4.9a) 的通解为 [式 (1.1.34)]

X(x) = A cosh kx + B sinh kx (6.4.11a)

其中，k =
√−λ。它的导数为

X ′(x) = kA sinh kx + kB cosh kx (6.4.11b)

这时边界条件 X(0) = 0要求 A = 0，于是 X(x) = B sinh kx。而 X(L)+hX ′(L) = 0

要求 B sinh kL + Bhk cosh kL = 0，它导致 B = 0。这样 λ < 0 时只有平庸解。

(3) λ > 0，这时方程 (6.4.9a) 的通解为 [式 (1.1.23)]

X(x) = A cos kx + B sin kx (6.4.12a)

其中，k =
√

λ。它的导数为

X ′(x) = −kA sin kx + kB cos kx (6.4.12b)

这时，边界条件 X(0) = 0 要求 A = 0，于是 X(x) = B sin kx。进而利用边界条件

X(L) + hX ′(L) = 0 得到

sin kL + hk cos kL = 0 (6.4.13)

这是本征值所满足的超越方程，我们用曲线法求解，为此将式 (6.4.13) 写为

tanµ = −αµ (6.4.14)

其中

µ = kL, α = h/L (6.4.15)
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我们作出曲线 y = tan µ 和 y = −αµ，如图 6.13 所示，二者交点的横坐标就是超越

方程 (6.4.14) 的解

µ1, µ2, µ3, · · · , µn, · · · (6.4.16)

图 6.13 超越方程 (6.4.14) 的曲线解

在图 6.13 中没有作出 µ < 0 部分的曲线是因为 k > 0(因此 µ > 0)。这样本征值和

本征函数为

λn =
µ2

n

L2
, Xn(x) = Bn sin

µn

L
x (n = 1, 2, 3, · · · ) (6.4.17)

可以看出，函数 sin
µn

L
x 不同于先前的 sin

nπ

L
x， µn 的变化不是 π 的整数倍。图

6.13 显示 µ2 − µ1 < µ3 − µ2 < π。可以看出，随着 n 的增加，间隔 µn+1 − µn 越来

越接近于 π; 在极限 n →∞ 时，µn+1 − µn = π。所以集合

{
sin

µn

L
x
}

(n = 1, 2, 3, · · · ) (6.4.18)

在 n →∞ 时可以构成傅里叶级数。相应的，时间函数 T (t) 的方程为

T ′(t) +
(µna

L

)2

T (t) = 0 (6.4.19)

它的通解为

Tn(t) = cn exp
[
−

(µna

L

)2

t

]
(6.4.20)

其中，cn 是任意常数。于是由式 (6.4.17) 和式 (6.4.20) 得到满足泛定方程 (6.4.9a)

和边界条件 (6.4.9c) 的本征解

un(x, t) = Cn exp
[
−

(µna

L

)2

t

]
sin

µn

L
x (6.4.21)
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其中，Cn = Bncn 是任意常数。由于泛定方程 (6.4.9a) 是线性齐次的，由叠加原理

得到一般解

u(x, t) =
∞∑

n=1

Cn exp
[
−

(µna

L

)2

t

]
sin

µn

L
x (6.4.22)

现在利用初始条件确定式 (6.4.22) 中的系数 Cn，我们有

φ(x) =
∞∑

n=1

Cn sin
µn

L
x (6.4.23)

注意，式 (6.4.23) 不是通常的傅里叶级数。但我们将会看出，它非常接近傅里叶级

数，因此可以称为广义傅里叶级数 (generalized Fourier series)。为求系数 Cn，给

(6.4.23) 两边同乘以 sin
µmx

L
(m = 1, 2, 3, · · · )，然后积分，得到

∫ L

0

sin
µmx

L
φ(x)dx =

∫ L

0

sin
µmx

L

( ∞∑
n=1

Cn sin
µnx

L

)
dx

=
∞∑

n=1

Cn

∫ L

0

sin
µmx

L
sin

µnx

L
dx

=
∞∑

n=1

Cn
L

2

(
1− sin 2µn

2µn

)
δmn

= Cm
L

2

(
1− sin 2µm

2µm

)

其中，运算中用到了正交性关系式
∫ L

0

sin
µmx

L
sin

µnx

L
dx =

L

2

(
1− sin 2µn

2µn

)
δmn (6.4.24)

这样

Cn =
2

L

(
1− sin 2µn

2µn

)
∫ L

0

φ(x) sin
µn

L
xdx (6.4.25)

式 (6.3.22) 就是定解问题的一般解，其中 µn 是超越方程 (6.4.14) 的解，而展开系

数 Cn 由式 (6.4.25) 确定。

现在证明积分表达式 (6.4.24)。

方法一：直接计算积分
∫ L

0

sin
µmx

L
sin

µnx

L
dx

=
1
2

∫ L

0

[
cos

(µm − µn)x

L
− cos

(µm + µn)x

L

]
dx
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=
L

2

[
sin (µm − µn)

µm − µn
− sin (µm + µn)

µm + µn

]

=
L

µ2
m − µ2

n

(µn sinµm cos µn − µm cos µm sinµn)

(利用 tan µn = −αµn)

=
L

µ2
m − µ2

n

[µn (−αµm) cos µm cos µn − µm cos µm cos µn (−αµn)]

= 0 (m 6= n)

当 m = n 时
∫ L

0

sin
µmx

L
sin

µnx

L
dx =

∫ L

0

sin2 µnx

L
dx =

L

2

(
1− sin 2µn

2µn

)
(6.4.26)

于是式 (6.4.24) 得证。

方法二：我们根据一般性结果式 (6.4.6) 考查本征函数 (6.4.17) 的正交性，为

此将边界条件 (6.4.9b) 代入式 (6.4.7)，计算 Q 因子，得到

Q = [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)]− [Xn(L)X ′
m(L)−Xm(L)X ′

n(L)]

= −
[
Xn(L)

Xm(L)
−h

−Xm(L)
Xn(L)
−h

]
= 0 (6.4.27)

于是式 (6.4.6) 化为
∫ L

0

sin
µmx

L
sin

µnx

L
dx = 0 (m 6= n) (6.4.28)

最后我们讨论系统的平均温度，它由式 (6.2.65) 表示。将式 (6.4.22) 代入式

(6.2.65) 得到

U(t) =
1
L

∫ L

0

u(x, t)dx

=
1
L

∞∑
n=1

Cn exp
[
−

(µna

L

)2

t

] ∫ L

0

sin
µn

L
xds

=
∞∑

n=1

Cn
1− cos µn

µn
exp

[
−

(µna

L

)2

t

]

例 1 对于上述有界杆热传导的定解问题，设 L = 1，a = 1，h = 1，系统的初

始温度分布为 φ(x) = x(1− x)。用数值方法计算出前 5 个 µn 值; 由此讨论该定解

问题的数值解。

解 我们有 α = h/L = 1，超越方程 (6.4.14) 现在为 tanµ = −µ，用数值计算

得到前 5 个 µn 值

µ1 = 2.0288, µ2 = 4.9132, µ3 = 7.9787, µ4 = 11.0855, µ5 = 14.2074 (6.4.29)
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首先我们利用这些 µn值将函数集合
{

sin
µn

L
x
}
与傅里叶级数的函数集合

{
sin

nπ

L
x
}

相比较，为此作出 µn 与 nπ随 n的变化曲线，如图 6.14所示。可以看出，µn 几乎

是线性变化的，所以构成的级数与傅里叶级数非常接近。进而我们利用

Cn =
2

1− sin 2µn

2µn

∫ 1

0

x(1− x) sin µnxdx (6.4.30)

图 6.14 sin
nπ

L
x 中的 nπ 与 sin

µn

L
x 中的 µn 相比较，后者来自式 (6.4.29)

计算出展开系数

C1 = 0.2133, C2 = 0.1040, C3 = −0.0220, C4 = 0.0187, C5 = −0.0083

(6.4.31)

现在利用部分和表示初始温度分布

x(1− x) ≈
5∑

n=1

Cn sinµnx (6.4.32)

图 6.15 显示了二者的比较，在 x = L 处有明显的拟合偏差，这是部分和的近似性

造成的。进而利用部分和表示一般解

u(x, t) ≈
5∑

n=1

Cn sinµnx exp(−µ2
nt) (6.4.33)

图 6.16显示了系统不同时刻的温度分布：由最初的对称性分布，逐渐塌缩，在 t → 1

时，趋于稳态值 u(x, 1) → 0。

最后我们用部分和表示系统的平均温度

U(t) ≈
5∑

n=1

Cn
1− cos µn

µn
e−µ2

nt (6.4.34)

图 6.17 显示平均温度的时间演化，可以看出，当 t = 1 时，系统已经趋于稳态

值：U(1) → 0。
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图 6.15 式 (6.4.32) 两边的比较

图 6.16 不同时刻的温度分布，来自式 (6.4.33)

图 6.17 平均温度的时间演化，来自式 (6.4.34)

下面我们将定解问题 (6.4.8) 中 x = 0 端的边界条件改成第二类，求解相应的

定解问题，即




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 L)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,

[
u + h

∂u

∂x

]

x=L

= 0 (t > 0)

(6.4.35a)

(6.4.35b)

(6.4.35c)

现在有界杆的两个端点 x = 0和 x = L的边界条件分别为第二类、第三类，但都是

齐次的，符合分离变量法的使用条件。式 (6.4.35c) 所示的边界条件意味着，x = 0



· 170 · 第 6 章 分离变量法

端保持绝热，而后端 x = L 辐射热量，辐射强度与该端的温度成正比。

设泛定方程 (6.4.35a) 有变量分离的形式解 u(x, t) = X(x)T (t), 其中 X(x) 构

成本征值问题 {
X ′′(x) + λX(x) = 0

X ′(0) = 0, X(L) + hX ′(L) = 0

(6.4.36a)

(6.4.36b)

而 T (t) 满足方程

T ′(t) + λa2T (t) = 0 (6.4.37)

容易证明当 λ 6 0 时，只有平庸解。当 λ > 0 时，方程 (6.4.36a) 有非零解

X(x) = A cos kx + B sin kx (6.4.38)

其中，k =
√

λ。边界条件 (6.4.36b) 导致

cos kL− hk sin kL = 0 (6.4.39)

这是本征值所满足的超越方程，它可以写为

cot µ = αµ (6.4.40)

其中，µ 和 α 的定义与式 (6.4.15) 相同。我们作出曲线 y = cot µ 和 y = αµ，如图

6.18 所示，二者交点的横坐标就是超越方程 (6.4.40) 的解。

图 6.18 超越方程 (6.4.40) 的曲线解

故本征值和本征函数为

λn =
µ2

n

L2
, Xn(x) = An cos

µn

L
x (n = 1, 2, 3, · · · ) (6.4.41)
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将 λn 代入时间函数 T (t)的方程 (6.4.37)，按照定解问题 (6.4.8)的求解过程，最终

得到一般解

u(x, t) =
∞∑

n=1

Cn exp
[
−

(µna

L

)2

t

]
cos

µn

L
x (6.4.42)

初始条件为

φ(x) =
∞∑

n=1

Cn cos
µn

L
x (6.4.43)

式 (6.4.43) 两边同乘以 cos
µmx

L
(m = 1, 2, 3, · · · )，然后积分，并利用

∫ L

0

cos
µmx

L
cos

µnx

L
dx =

L

2

(
1 +

sin 2µn

2µn

)
δmn (6.4.44)

得到

Cn =
2

L

(
1 +

sin 2µn

2µn

)
∫ L

0

φ(x) cos
µn

L
xdx (6.4.45)

式 (6.4.42)就是定解问题 (6.4.35)的一般解，其中 µn 是超越方程 (6.4.40)的解，而

展开系数 Cn 由式 (6.4.45) 确定。

关于正交性表达式 (6.4.44) 的证明，也有类似的两种方法，方法一是直接计算

积分

∫ L

0

cos
µmx

L
cos

µnx

L
dx

=
1
2

L∫

0

[
cos

(µm + µn) x

L
+ cos

(µm − µn) x

L

]
dx

=
L

µ2
m − µ2

n

(µm sinµm cos µn − µn cos µm sinµn)

(利用 cot µn = αµn)

=
L

µ2
m − µ2

n

[µm sinµm sinµn (αµn)− µn sinµm (αµm) sin µn]

= 0 (m 6= n)

当 m = n 时

∫ L

0

cos
µmx

L
cos

µnx

L
dx =

∫ L

0

cos2
µnx

L
dx =

L

2

(
1 +

sin 2µn

2µn

)
(6.4.46)

于是式 (6.4.44) 得证。
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方法二是将边界条件 (6.4.36b) 代入式 (6.4.7) 计算 Q 因子，得到

Q = [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)]− [Xn(L)X ′
m(L)−Xm(L)X ′

n(L)]

= −
[
Xn(L)

Xm(L)
−h

−Xm(L)
Xn(L)
−h

]
= 0

最后，系统的平均温度为

U(t) =
1
L

∞∑
n=1

Cn exp
[
−

(µna

L

)2

t

] ∫ L

0

cos
µn

L
xds

=
∞∑

n=1

Cn
sinµn

µn
exp

[
−

(µna

L

)2

t

]

例 2 对于上述有界杆热传导的定解问题，设 L = 1，a = 1，h = 1，系统的初

始温度分布为 φ(x) = x(1− x)。用数值方法计算出前 5 个 µn 值; 由此讨论该定解

问题的数值解。

解 现在超越方程为 cot µ = µ，用数值计算得到前 5 个 µn 值

µ1 = 0.860, µ2 = 3.426, µ3 = 6.437, µ4 = 9.529, µ5 = 12.645 (6.4.47)

为了比较
{

cos
µn

L
x
}
与

{
cos

nπ

L
x
}
，我们作出 µn 与 nπ 随 n 的变化曲线，如图

6.19 所示。与本节例 1 的情况相比，µn 的取值较小，但仍然是近线性变化的，所

以构成的级数与傅里叶级数非常接近。进而我们利用

Cn =
2

1 +
sin 2µn

2µn

∫ 1

0

x(1− x) cos µnxdx (6.4.48)

计算出展开系数

C1 = 0.189, C2 = −0.032, C3 = −0.091, C4 = −0.001, C5 = −0.025

(6.4.49)

图 6.19 cos
nπ

L
x 中的 nπ 与 cos

µn

L
x 中的 µn 相比较，后者来自式 (6.4.47)
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现在利用部分和表示初始温度分布

x(1− x) ≈
5∑

n=1

Cn cos µnx (6.4.50)

图 6.20 显示了二者的比较，在 x = 0 和 x = L 处均有明显的拟合偏差。进而利用

部分和表示一般解

u(x, t) ≈
5∑

n=1

Cn cos µnx exp(−µ2
nt) (6.4.51)

图 6.21显示了不同时刻的温度分布，由最初的对称性分布逐渐塌缩，但是与图 6.16

的情况相比，塌缩比较缓慢，当 t = 1 时，仍有明显的分布曲线。

图 6.20 式 (6.4.50) 两边的比较

图 6.21 不同时刻的温度分布，来自式 (6.4.51)

最后我们用部分和表示平均温度

U(t) ≈
5∑

n=1

Cn
sinµn

µn
e−µ2

nt (6.4.52)

图 6.22 显示了系统平均温度的时间演化。可以看出，当 t = 5 时，温度趋于稳态值

U(5) → 0。这个结果与例 2 的情况是不同的，在那里系统的前端被保持在零度，实

际上是散失热量的，所以当 t = 1 时，系统已经趋于稳态 (图 6.16)。但是现在系统

的前端是绝热的，没有热量从前端散失，因此在较长时间后才趋于稳态。
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图 6.22 系统平均温度的时间演化，来自式 (6.4.52)

上述两种热传导情况的共同点是后端的边界条件相同，这决定了系统都是散

失热量的，因此在 t → ∞ 时，平均温度 U(∞) → 0。这类问题可以称为热辐射问

题。随后我们将讨论热吸收问题，它是由另类边界条件引起的。

本节的讨论显示，本征方程 X ′′(x) + λX(x) = 0除了有表 6.2的本征函数之外

还有

sin
µn

L
x (n = 1, 2, 3, · · · ) (6.4.53)

其中，µn 是超越方程 tanµ = −αµ 的第 n 个正根，以及

cos
µn

L
x (n = 1, 2, 3, · · · ) (6.4.54)

其中，µn 是超越方程 cot µ = αµ 的第 n 个正根。

这两套本征函数集不是构成傅里叶级数的普通三角函数，但它们之间是正交

的，而且与后者非常接近，因此可以利用它们将定义在区间 (0, L)上的一个函数展

开。第 7 章我们将对该本征方程引入更多本征函数集。



第7章 分离变量法的应用

第 6 章用分离变量法所讨论的定解问题具有两个特点：① 只有当分离常数

λ > 0 时才有非零解; ② 相应的本征函数 X(x) 只包含正弦函数或余弦函数一项。

作为分离变量法的应用，本章将讨论较为复杂的定解问题。我们将会看到，对于某

些边界条件，分离常数取正值和负值时都有非零解，另外本征函数也将涉及正弦函

数和余弦函数的组合，以及别的函数形式。而关于热传导定解问题，除 6.4.2 节的

热辐射之外，我们还将讨论热吸收的情况，以及对称边界条件与反对称边界条件下

的综合问题。另外我们还将讨论拉普拉斯方程的定解问题。

7.1 热吸收定解问题

在 6.4.2 节所讨论的热传定解问题式 (6.4.8) 和式 (6.4.35) 中，我们取 h > 0，

这表示 x = L端是辐射热量的。事实上，在物理上还存在后端吸收热量的情况，它

相应于 h < 0。这样的定解问题不能简单地将上述问题中的 h 换成 −h 而得到结

论，因为边界条件不同，必须重新求解。作为分离变量法的进一步应用，本节将求

解热吸收定解问题，并对本征方程 X ′′(x) + λX(x) = 0 引出新的本征函数集。

7.1.1 吸收–耗散系统

考虑下面热传导的定解问题





∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 L)

u |x=0 = 0 ,

[
u− η

∂u

∂x

]

x=L

= 0 (t > 0)

(7.1.1a)

(7.1.1b)

(7.1.1c)

其中，η > 0。式中的边界条件意味着 x = 0 保持为零度，而 x = L 端吸收热量，吸

收能力与端点的温度成正比。

设泛定方程 (7.1.1a) 有变量分离的形式解

u(x, t) = X(x)T (t),

其中, X(x) 构成本征值问题
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



X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = 0, X(L)− ηX ′(L) = 0

(7.1.2a)

(7.1.2b)

而 T (t) 满足方程

T ′(t) + λa2T (t) = 0 (7.1.3)

其中，λ 是分离常数。

首先求解空间函数 X(x) 的本征值问题。按三种情况讨论。

(1) λ = 0 时，只有平庸解 A = 0，B = 0。

(2) λ < 0 时，方程 (7.1.2a) 的通解为

X(x) = A cosh kx + B sinh kx (7.1.4a)

其中，k =
√−λ，它的导数为

X ′(x) = kA sinh kx + kB cosh kx (7.1.4b)

由边界条件 X(0) = 0 得到 A = 0，因此

X(x) = B sinh kx, X ′(x) = kB cosh kx (7.1.5)

由边界条件 X(L)− ηX ′(L) = 0 和 B 6= 0 得到

sinh kL− ηk cosh kL = 0 (7.1.6)

它可以写成
tanhµ = βµ (7.1.7)

其中
µ = kL, β = η/L (7.1.8)

超越方程 (7.1.7) 在 β < 1 条件下有一个非零解 (图 7.1)，记为 µ0，则相应的本征

值与本征函数为

图 7.1 超越方程 tanh x = βx 在 β = 1 时有一个零解，在 β < 1 时有一个非零解。例如，当

β = 1/2 时，非零解为 x = 1.9130
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λ0 = −µ2
0

L2
, X0(x) = B0 sinh

µ0

L
x (7.1.9)

对于相应的时间函数，由方程 (7.1.3) 得到

T ′0(t)−
(µ0a

L

)2

T0(t) = 0 ⇒ T0(t) = C0 exp
[(µ0a

L

)2

t

]
(7.1.10)

函数 T0(t) 随时间按指数增加。这样，λ < 0 情况下的本征解为

u0(x, t) = c0 exp
[(µ0a

L

)2

t

]
sinh

µ0

L
x (7.1.11)

其中，c0 = C0B0。我们看到，对于现在的边界条件，在 λ 为负值的情况下也存在

非零的本征解。

(3) λ > 0 时，方程 (7.1.2a) 的通解为

X(x) = A cos kx + B sin kx (7.1.12a)

其中，k =
√

λ，它的导数为

X ′(x) = −kA sin kx + kB cos kx (7.1.12b)

由边界条件 X(0) = 0 得到 A = 0，因此

X(x) = B sin kx, X ′(x) = kB cos kx (7.1.13)

由边界条件 X(L)− ηX ′(L) = 0 和 B 6= 0 得到

sin kL− ηk cos kL = 0 (7.1.14)

即
tanµ = βµ (7.1.15)

其中，µ和 β的定义与式 (7.1.8)相同。超越方程 (7.1.15)的解显示在图 7.2，当 β 6 1

时，第一个非零解 µ1 处于 π < µ1 < 3π/2 范围; 当 β > 1 时，则在 0 < µ1 < π/2

范围，如图 7.3 所示。由此，本征值和本征函数为

图 7.2 超越方程 tan µ = βµ 的非零解 (β 6 1)
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图 7.3 超越方程 tan x = βx(β > 1) 的第一个非零解 x1(0 < x1 < π/2)

λn =
µ2

n

L2
, Xn(x) = Bn sin

µn

L
x (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.1.16)

对于相应的时间函数，由方程 (7.1.3) 得到

T ′n(t) +
(µna

L

)2

Tn(t) = 0 ⇒ Tn(t) = Cn exp
[
−

(µna

L

)2

t

]
(7.1.17)

因此本征解为

un(x, t) = cn exp
[
−

(µna

L

)2

t

]
sin

µn

L
x (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.1.18)

其中，cn = Cnbn。现在我们将 λ < 0时的本征解 (7.1.11)与 λ > 0的本征解 (7.1.18)

叠加起来得到一般解

u(x, t) = c0 exp
[(µ0a

L

)2

t

]
sinh

µ0

L
x +

∞∑
n=1

cn exp
[
−

(µna

L

)2

t

]
sin

µn

L
x (7.1.19)

下面利用初始条件 (7.1.1b) 确定式 (7.1.19) 中的系数 c0 和 cn，我们有

φ(x) = c0 sinh
µ0

L
x +

∞∑
n=1

cn sin
µn

L
x (7.1.20)

为求 c0 和 cn，必须首先考查本征函数 X0，X1，X2, · · · 在区间 (0, L) 上的正交性，

首先计算
∫ L

0

X0(x)Xn(x)dx =
∫ L

0

sinh
µ0

L
x sin

µn

L
xdx

=
L2

µ2
0 + µ2

n

[µ0

L
cosh

µ0

L
x sin

µn

L
x− µn

L
sinh

µ0

L
x cos

µn

L
x
]L

0

=
L2

µ2
0 + µ2

n

(µ0

L
cosh µ0 sinµn − µn

L
sinhµ0 cos µn

)

(
利用 tanhµ0 = βµ0, tanµn = βµn

)

=
L2

µ2
0 + µ2

n

[µ0

L
cosh µ0 (βµn cos µn)− µn

L
(βµ0 cosh µ0) cos µn

]

= 0



7.1 热吸收定解问题 · 179 ·

可见 X0 与 Xn(n = 1, 2, 3, · · · ) 是正交的。另外 Xn(n = 1, 2, 3, · · · ) 中任意两个是
正交的，事实上，按照证明式 (6.4.24) 的方法一，同样可以得到

∫ L

0

sin
µmx

L
sin

µnx

L
dx =

L

2

(
1− sin 2µn

2µn

)
δmn (7.1.21)

其中，µn 是超越方程 tanµ = βµ的解 [式 (7.1.15)]。综合上述证明：X0，X1，X2, · · ·
中任意两个是相互正交的。证明正交性的另一个方法是将边界条件 (7.1.2b) 代入

式 (6.4.7) 计算 Q 因子，我们有

Q = [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)]− [Xn(L)X ′
m(L)−Xm(L)X ′

n(L)]

= −
[
Xn(L)

Xm(L)
η

−Xm(L)
Xn(L)

η

]
= 0

我们还需要模值
∫ L

0

X0(x)X0(x)dx =
∫ L

0

sinh2 µ0

L
xdx =

L

2

(
sinh 2µ0

2µ0
− 1

)
(7.1.22)

至此我们已经完全证明了本征函数 X0, X1, X2, · · · 的正交性，并计算出了相应的模
值。现在可以计算式 (7.1.20) 中的系数 c0 和 cn，为此首先给式 (7.1.20) 两边同乘

以 sinh
µ0

L
x 并积分，我们有

∫ L

0

φ(x) sinh
µ0

L
xdx=

∫ L

0

sinh
µ0

L
x

[
c0 sinh

µ0

L
x +

∞∑
n=1

cn sin
µn

L
x

]
dx

= c0

∫ L

0

sinh
µ0

L
x sinh

µ0

L
xdx +

∞∑
n=1

cn

∫ L

0

sinh
µ0

L
x sin

µn

L
xdx

︸ ︷︷ ︸
=0

= c0
L

2

(
sinh 2µ0

2µ0
− 1

)

故

c0 =
2

L

(
sinh 2µ0

2µ0
− 1

)
∫ L

0

φ(x) sinh
µ0

L
xdx (7.1.23a)

另外, 式 (7.1.20) 两边同乘以 Xm(x) = sin
µm

L
x(m = 1, 2, 3, · · · ) 并积分，我们有

∫ L

0

φ(x)Xm(x)dx =
∫ L

0

[
c0 sinh

µ0

L
x +

∞∑
n=1

cnXn(x)

]
Xm(x)dx

= c0

∫ L

0

sinh
µ0

L
x sin

µm

L
xdx

︸ ︷︷ ︸
=0

+
∞∑

n=1

cn

∫ L

0

Xn(x)Xm(x)dx
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=
∞∑

n=1

cn

∫ L

0

Xn(x)Xm(x)dx =
∞∑

n=1

cn
L

2

(
1− sin 2µn

2µn

)
δmn

= cm
L

2

(
1− sin 2µm

2µm

)

即

cn =
2

L

(
1− sin 2µn

2µn

)
∫ L

0

φ(x) sin
µn

L
xdx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.1.23b)

式 (7.1.19)就是定解问题 (7.1.1)的解，其中展开系数由式 (7.1.23)确定。最后由式

(7.1.19) 得到系统的平均温度

U(t)=
1
L

∫ L

0

u(x, t)dx

=
1
L

[
c0 exp

(
µ2

0a
2

L2
t

)∫ L

0

sinh
µ0

L
xdx+

∞∑
n=1

cn exp
(
−µ2

na2

L2
t

)∫ L

0

sin
µn

L
xdx

]

= c0
cosh µ0 − 1

µ0
exp

(
µ2

0a
2

L2
t

)
+

∞∑
n=1

cn
1− cos µn

µn
exp

(
−µ2

na2

L2
t

)

通过求解这个定解问题，我们看到，除了表 6.2、式 (6.4.53)及式 (6.4.54)的本

征函数集之外，本征方程 X ′′(x) + λX(x) = 0 还存在本征函数集

sinh
µ0

L
x, sin

µn

L
x (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.1.24)

其中，µ0 是 tanhµ = βµ 的解，而 µn 是 tanµ = βµ 的第 n 个正根。利用它们可以

将一个定义在区间 (0, L)上的函数展开，式 (7.1.24)所示的本征函数集的确是很有

趣的。

例 1 对于上面讨论的有界杆热传导的定解问题，设 L = 1，a = 1，η = 1/2，

系统的初始温度分布为 φ(x) = x(1−x)。用数值方法计算出 µ0 和 µn(n = 1, · · · , 5)

值，由此讨论该定解问题的数值解。

解 对于给定的条件，有 β = η
/
L = 1

/
2，故 µ0 所满足的超越方程 (7.1.15)

变为 tanhµ0 = µ0

/
2，由图 7.1 得到

µ0 = 1.9130 (7.1.25a)

另一方面，µn 满足 tanµn = µn/2，用数值计算得到前 5 个 µn 值

µ1 = 4.2748, µ2 = 7.5965, µ3 = 10.8127, µ4 = 13.9952, µ5 = 17.1628

(7.1.25b)

展开系数式 (7.1.23) 给出
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c0 =
2

sinh 2µ0

2µ0
− 1

∫ 1

0

x(1− x) sinhµ0xdx (7.1.26a)

cn =
2

1− sin 2µn

2µn

∫ 1

0

x(1− x) sin µnxdx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.1.26b)

将式 (7.1.25) 的数值代入式 (7.1.26)，算出

c0 = 0.081 (7.1.27a)

c1 = 0.189, c2 = −0.028, c3 = 0.021, c4 = −0.009, c5 = 0.008 (7.1.27b)

可以看出，|cn| 随着 n 的增大而减小，这是一个相当普遍的情况，正如式 (6.4.31)

所示。

这样初始温度用部分和近似表示为

x(1− x) ≈ c0 sinhµ0x +
5∑

n=1

cn sinµnx (7.1.28)

图 7.4 显示了初始温度分布 φ(x) = x(1 − x) 与部分和的比较。在端点 x = 1 有明

显的拟合偏差，这是部分和的不精确性造成的。利用部分和，任意时刻 t 的温度分

布和系统平均温度表示为

图 7.4 式 (7.1.28) 两边的比较

u(x, t) ≈ c0 exp(µ2
0t) sinhµ0x +

5∑
n=1

cn exp(−µ2
nt) sin µnx (7.1.29a)

和

U(t) ≈ c0
cosh µ0 − 1

µ0
exp(µ2

0t) +
5∑

n=1

cn
1− cos µn

µn
exp(−µ2

nt) (7.1.29b)

式 (7.1.29a) 的曲线对于不同的时间 t 被显示在图 7.5。可以看出，温度分布由初始

的有峰分布逐渐演化成随空间 x 单调升高的分布。为了比较式 (7.1.29a) 中第一项

与求和部分对温度的贡献，我们分别做出
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u1(x, t) = c0 exp(µ2
0t) sinhµ0x (7.1.30a)

u2(x, t) =
5∑

n=1

cn exp(−µ2
nt) sin µnx (7.1.30b)

的曲线，如图 7.6 所示。可以看出，在 t 较小时，u2(x, t) 对温度的贡献起主要作

用; 但随着 t 的增加，u1(x, t) 的作用越来越大，这是由于式 (7.1.30a) 中指数因子

exp(µ2
0t) 的作用。当 t → ∞ 时，u2 → 0，系统的温度分布完全由 u1 确定，成为

sinhµ0x 的函数形式。

系统后端温度以及系统平均温度随时间 t的变化显示在图 7.7。随着 t的增加，

后端温度持续升高，这是由边界条件 (7.1.1c) 所决定的：系统吸收的热量与后端温

度成正比。但在后端吸收热量的同时，系统固有的耗散作用 [表现为式 (7.1.29) 中

的 exp(−µ2
nt)因子]导致热量的散失。所以在 t较小时，后端温度的升高比较缓慢，

系统的平均温度甚至降低。这个过程中既有后端的吸收热量，也有系统固有的散失

热量，因此是一个吸收–耗散过程。随着 t的增加，热吸收作用变得越来越强，即式

(7.1.29) 中的 exp(µ2
0t) 因子越来越大，而 exp(−µ2

nt) 因子越来越小，所以在 t 较大

时，系统温度按指数规律升高。

图 7.5 系统在不同时刻的温度分布, 来自式 (7.1.29a)

图 7.6 式 (7.1.30) 中 u1(x, t) 和 u2(x, t) 的比较

最后需要说明，按照给定的初始温度分布，在初始 t = 0 时刻，后端的温度

应该为零，但图 7.7 所示的 u(1, t) 曲线不是这样的，这是因为部分和的近似性所

致，如图 7.4 所示。下面的例题将把求和 u2(x, t) 变成一个简单的函数，即给出一
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个 u(x, t) 的 “精确解”，这样将会消除部分和造成的误差。

图 7.7 (a) 后端温度的时间演化, 来自式 (7.1.29a); (b) 平均温度的时间演化, 来自式

(7.1.29b)

例 2 对于上例的有界杆热传导的定解问题，设 L = 1，a = 1，η = 1/2，系统

的初始温度分布为
φ(x) = sinhµ0x− sinhµ0

sinµ1
sinµ1x (7.1.31)

这里
sinhµ0

sinµ1
= −3.66，求解该定解问题。

解 现在的初始温度分布如图 7.8 所示，它与例 1 类似。但它可以使一般解

(7.1.19) 约化为非常简单的形式，这是利用了本征函数的正交性。事实上展开系数

为

图 7.8 系统的初始温度分布式 (7.1.31)

c0 =
2

sinh 2µ0

2µ0
− 1

∫ 1

0

(
sinhµ0x− sinhµ0

sinµ1
sinµ1x

)
sinhµ0xdx = 1 (7.1.32a)

cn =
2

1− sin 2µn

2µn

∫ 1

0

(
sinhµ0x− sinhµ0

sinµ1
sinµ1x

)
sinµnxdx = − sinhµ0

sinµ1
δ1n

(7.1.32b)

由此，一般解为
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u(x, t) = exp(µ2
0t) sinhµ0x− sinhµ0

sinµ1
exp(−µ2

1t) sin µ1x (7.1.33)

而平均温度为

U(t) =
cosh µ0 − 1

µ0
exp(µ2

0t)−
sinhµ0 tan (µ1/2)

µ1
exp(−µ2

1t) (7.1.34)

现在式 (7.1.33)和式 (7.1.34)不是求和形式，而是简单的初等函数。后端温度 u(1, t)

和平均温度随时间的演化如图 7.9 所示，它们的行为与图 7.7 类似，但是严格地有

u(1, 0) = 0。

图 7.9 系统后端温度和平均温度的时间演化

7.1.2 吸收–绝热系统

本节讨论一个吸收–绝热的热传导系统，即求解下面的定解问题




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 L)

∂u

∂x

∣∣∣
x=0

,

[
u− η

∂u

∂x

]

x=L

= 0 (t > 0)

(7.1.35a)

(7.1.35b)

(7.1.35c)

其中，η > 0。

式中的边界条件意味着 x = 0端保持绝热，而后端 x = L吸收热量，吸收能力

与该端的温度成正比。物理上的预言是：系统的温度将随时间升高，特别在 t →∞
时，U(∞) →∞。

设泛定方程 (7.1.35a) 有变量分离的形式解 u(x, t) = X(x)T (t), 其中 X(x) 构

成本征值问题 



X ′′(x) + λX(x) = 0

X ′(0) = 0, X(L)− ηX ′(L) = 0

(7.1.36a)

(7.1.36b)

而 T (t) 满足方程

T ′(t) + λa2T (t) = 0 (7.1.37)
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下面按三种情况讨论 (讨论中将略去不重要的常数)。

(1) λ = 0 时，只有平庸解 A = 0, B = 0。

(2) λ < 0 时，本征值问题 (7.1.36) 的解为

λ0 = −µ2
0

L2
, X0(x) = cosh

µ0

L
x (7.1.38)

其中，µ0 是超越方程

coth µ = βµ (7.1.39)

的解，这里 µ与 β 的定义与式 (7.1.8)相同。对于任何 β > 0，方程 (7.1.39)有一个

非零解，如图 7.10 所示。相应的时间函数为

T0(t) = exp
[(µ0a

L

)2

t

]
(7.1.40)

图 7.10 超越方程 coth x = βx 在 β > 0 时有一个非零解。当 β = 1/2 时, 非零解为

x = 2.0667

(3) λ > 0 时，本征值问题 (7.1.36) 的解为

λn =
µ2

n

L2
, Xn(x) = cos

µn

L
x (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.1.41)

其中，µn 是超越方程

cot µ = −βµ (7.1.42)

的解，如图 7.11 所示。相应的时间函数为

Tn(t) = exp
[
−

(µ0a

L

)2

t

]
(7.1.43)

将 λ < 0 与 λ > 0 两种情况下的本征解叠加起来得到一般解

u(x, t) = c0 exp
[(µ0a

L

)2

t

]
cosh

µ0

L
x +

∞∑
n=1

cn exp
[
−

(µna

L

)2

t

]
cos

µn

L
x (7.1.44)
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初始温度分布为

φ(x) = c0 cosh
µ0

L
x +

∞∑
n=1

cn cos
µn

L
x (7.1.45)

图 7.11 超越方程 (7.1.42) 的解

关于本征函数的正交性，利用边界条件式 (7.1.36b) 中，计算式 (6.4.7) 的 Q 因子

Q = [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)]− [Xn(L)X ′
m(L)−Xm(L)X ′

n(L)]

= −
[
Xn(L)

Xm(L)
η

−Xm(L)
Xn(L)

η

]
= 0

可见本征函数 X0，X1，X2, · · · 在区间 (0, L) 上是正交的。按照证明式 (6.4.44) 的

方法一，同样可以得到
∫ L

0

cos
µmx

L
cos

µnx

L
dx =

L

2

(
1 +

sin 2µn

2µn

)
δmn (7.1.46)

这里，µn 是超越方程 (7.1.42) 的解。我们还需要模值
∫ L

0

cosh2 µnx

L
dx =

L

2

(
1 +

sinh 2µnx

2µn

)
(7.1.47)

现在我们对式 (7.1.45) 两边分别乘以 cosh
µ0

L
x 和 cos

µmx

L
然后积分，并利用式

(7.1.46) 和式 (7.1.47)，得到

c0 =
2

L

(
1 +

sinh 2µ0

2µ0

)
∫ L

0

φ(x) cosh
µ0

L
xdx (7.1.48a)

cn =
2

L

(
1 +

sin 2µn

2µn

)
∫ L

0

φ(x) cos
µn

L
xdx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.1.48b)
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式 (7.1.44) 就是定解问题 (7.1.35) 的解，其中的展开系数 c0 和 cn 由式 (7.1.48) 表

示。最后，我们给出平均温度

U(t) = c0
sinhµ0

µ0
exp

(
µ2

0a
2

L2
t

)
+

∞∑
n=1

cn
sinµn

µn
exp

(
−µ2

na2

L2
t

)
(7.1.49)

我们看到，本征方程 X ′′(x) + λX(x) = 0 又有一套新的本征函数集

cosh
µ0

L
x, cos

µn

L
x (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.1.50)

其中，µ0 是 coth µ = βµ 的解；而 µn 是 cot µ = −βµ 的第 n 个正根。利用它们可

以将一个定义在区间 (0, L) 上的函数展开。

例 1 对于上面讨论的有界杆热传导的定解问题，设 L = 1，a = 1，η = 1/2，

系统的初始温度分布为 φ(x) = x(1− x)。用数值方法计算出前 5 个 µn 值; 由此讨

论该定解问题的数值解。

解 对于给定的条件，有 β = 1/2，故 µ0 所满足的超越方程 (7.1.39) 变为

coth µ0 = µ0

/
2，由图 7.10 得到

µ0 = 2.0667 (7.1.51a)

另一方面，µn 满足 cot µn = −µn/2，用数值计算得到前 5 个 µn 值

µ1 = 2.4600, µ2 = 5.9595, µ3 = 9.2110, µ4 = 12.4065, µ5 = 15.5803

(7.1.51b)

展开系数式 (7.1.48) 为

c0 =
2

1 +
sinh 2µ0

2µ0

∫ 1

0

x(1− x) cosh µ0xdx (7.1.52a)

cn =
2

1 +
sin 2µn

2µn

∫ 1

0

x(1− x) cos µnxdx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.1.52b)

初始温度用部分和近似表示为

x(1− x) ≈ c0 cosh µ0x +
5∑

n=1

cn cos µnx (7.1.53)

图 7.12 显示了初始温度分布 φ(x) = x(1 − x) 与部分和的比较。在端点 x = 0 和

x = 1 都有明显的拟合偏差 (与图 6.2 类似)。进而用部分和表示任意时刻的温度分

布及平均温度

u(x, t) ≈ c0 exp(µ2
0t) cosh µ0x +

5∑
n=1

cn exp(−µ2
nt) cos µnx (7.1.54)
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U(t) ≈ c0
sinhµ0

µ0
exp(µ2

0t) +
5∑

n=1

cn
sinµn

µn
exp(−µ2

nt) (7.1.55)

系统在不同时刻 t的温度分布如图 7.13所示。可以看出，温度分布由初始的有峰分

布逐渐演化成随空间 x单调升高的分布，由最初的对称性分布逐渐演化为 cosh µ0x

形式的分布。

系统两端温度及平均温度随时间 t的变化显示在图 7.14。由于系统后端吸收热

量，而前端保持绝热 (不散失热量)，因此随着 t的增加，两端温度都持续升高。特别

是，式 (7.1.51a)所示的 µ0 值相当大 [与 (7.1.25a)相比较]，因此吸收作用 exp(µ2
0t)

很强; 而系统的固有耗散 exp(−µ2
nt) 则因式 (7.1.51b) 中较大的 µn 值而作用甚微。

当 t →∞时，exp(−µ2
nt) → 0，系统的温度分布完全由式 (7.1.54)中的第一项确定，

成为 cosh µ0x的形式。与上述吸收–耗散系统不同，这是一个吸收–绝热系统，只吸

收而不散失热量，其平均温度没有图 7.9(b)所示的下降过程，而是指数地升高。这

是一种非常有效的热吸热过程。

需要说明，图 7.12 中端点 x = 0 和 x = 1 的数值拟合存在明显的偏差，这是

部分和的不精确造成的，下面的例题将显示温度分布的 “精确解”。

图 7.12 式 (7.1.53) 两边的比较

图 7.13 系统在不同时刻的温度分布, 来自式 (7.1.54)

例 2 对于上例的有界杆热传导的定解问题，设 L = 1，a = 1，η = 1/2，系统

的初始温度分布为

φ(x) = cosh µ0x− cosh µ0

cos µ1
cos µ1x (7.1.56)
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这里
cosh µ0

cos µ1
= −5.17，求解该定解问题。

图 7.14 系统两端温度及平均温度的时间演化, 来自式 (7.1.54) 和式 (7.1.55)

解 初始温度分布如图 7.15 所示，它可以使一般解 (7.1.54) 约化为非常简单

的形式，这是利用了本征函数的正交性。展开系数式 (7.1.48) 为

图 7.15 系统的初始温度分布式 (7.1.56)

c0 =
2

1 +
sinh 2µ0

2µ0

∫ 1

0

(
cosh µ0x− cosh µ0

cos µ1
cos µ1x

)
cosh µ0xdx = 1 (7.1.57a)

cn =
2

1 +
sin 2µn

2µn

∫ 1

0

(
cosh µ0x− cosh µ0

cos µ1
cos µ1x

)
cos µnxdx = −cosh µ0

cos µ1
δ1n

(7.1.57b)

由此，任意时刻的温度分布和平均温度为

u(x, t) = exp(µ2
0t) cosh µ0x− cosh µ0

cos µ1
exp(−µ2

1t) cos µ1x (7.1.58)

和

U(t) =
sinhµ0

µ0
exp(µ2

0t)− cosh µ0
tanµ1

µ1
exp(−µ2

1t) (7.1.59)

系统两端温度及平均温度随时间的演化显示在图 7.16。后端的初始温度较低，所以

吸热后温度持续升高。前端的初始温度较高，t 较小时，在维持绝热过程中将热量
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传向内部，致使本身温度降低; 但 t 较大时，获得后端传来的热量，温度转为升高。

再看系统的平均温度，由于式 (7.1.59)中的固有耗散项 exp(−µ2
1t)在 t较大时作用

甚微，平均温度的变化基本由 exp(µ2
0t) 项确定。作为一个吸收–绝热系统，其平均

温度按指数规律升高。这里的 “精确解” 确保后端的初始温度为 u(1, 0) = 0。

图 7.16 系统两端温度及平均温度随时间的演化，来自式 (7.1.58) 和式 (7.1.59)

至此，我们已经详细讨论了热辐射与热吸收问题，从数学的角度，还可以进一

步讨论一些相关的定解问题。例如，x = 0 端取为第三类边界条件，而 x = L 维持

零度或绝热。但是物理上，我们更想探讨综合性的热传导问题。

7.2 综合热传导定解问题

本节进一步讨论热传导定解问题，与热辐射与热吸收问题一样，这些问题不但

是分离变量法的应用，并且将方程 X ′′(x) + λX(x) = 0 的本征函数的类型不断扩

大，理论上很有意义。下面我们将按第三类边界条件的不同组合讨论综合性热传导

问题。

7.2.1 对称边界条件

首先考虑下列热传导定解问题





∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 L)
[
u + h

∂u

∂x

]

x=0

= 0,

[
u + h

∂u

∂x

]

x=L

= 0 (t > 0)

(7.2.1a)

(7.2.1b)

(7.2.1c)

其中，h > 0。

该定解问题中的边界条件在 x = 0 与 x = L 两端具有相同的形式，我们称之

为对称边界条件。它表示 x = 0 端吸收热量而 x = L 端辐射热量，而吸收能力和

辐射强度分别与两端的温度成正比。



7.2 综合热传导定解问题 · 191 ·

简单起见，我们取 a = 1，L = 1，h = 1。设方程 (7.2.1a) 具有变量分离的形式

解 u(x, t) = X(x)T (t)，其中 X(x) 构成本征值问题




X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) + X ′(0) = 0, X(1) + X ′(1) = 0

(7.2.2a)

(7.2.2b)

而 T (t) 满足方程

T ′(t) + λT (t) = 0 (7.2.3)

其中，λ 是分离常数。首先求解空间函数 X(x) 的本征值问题。按三种情况讨论。

(1) λ = 0 时，只有平庸解 A = B = 0。

(2) λ < 0 时，方程 (7.2.2a) 的通解为 [见式 (1.1.32)]

X(x) = Aekx + Be−kx (7.2.4a)

其中, k =
√−λ，A 和 B 是任意常数。它的导数为

X ′(x) = kAekx − kBe−kx (7.2.4b)

边界条件式 (7.2.2b) 要求

A(1 + k) + B(1− k) = 0 (7.2.5a)

A(1 + k)ek + B(1− k)e−k = 0 (7.2.5b)

式 (7.2.5) 是关于 A 和 B 的线性齐次方程组，它有非零解的必要充分条件是
∣∣∣∣∣

1 + k 1− k

(1 + k)ek (1− k)e−k

∣∣∣∣∣ = 0 (7.2.6)

即

(1− k2)e−k − (1− k2)ek = 0 (7.2.7)

它的解为 k = 1(不取 k = −1 是因为 λ < 0)。进而由式 (7.2.5a) 得到 A = 0，故本

征值问题 (7.2.2) 的解为

λ0 = −1, X0(x) = b0e−x (7.2.8)

其中，b0 = B。对于相应的时间函数，由方程 (7.2.3) 得到

T ′0(t)− T0(t) = 0 ⇒ T0(t) = C0et (7.2.9)

由此本征解为

u0(x, t) = c0ete−x (7.2.10)
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其中，c0 = C0b0。我们再次看到，对于现在的边界条件，在 λ < 0 情况下也存在非

零解。

(3) λ > 0 时，方程 (7.2.2a) 的通解为

X(x) = A cos kx + B sin kx (7.2.11a)

其中，k =
√

λ，它的导数为

X ′(x) = −kA sin kx + kB cos kx (7.2.11b)

边界条件 (7.2.2b) 要求

A + kB = 0 (7.2.12a)

A(cos k − k sin k) + B(sin k + k cos k) = 0 (7.2.12b)

由式 (7.2.12a) 解出 A = −kB，代入式 (7.2.12b)，由 B 6= 0 得到 sin k = 0，所以

k = nπ (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.2.13)

这里，n 不取零与负值是因为 λ > 0。这样本征值问题 (7.2.2) 的解为

λn = (nπ)2, Xn(x) = bn (nπ cos nπx− sinnπx) (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.2.14)

这里，bn = −B。我们看到，现在的本征函数是正弦函数与余弦函数的组合。

对于相应的时间函数，由方程 (7.2.3) 得到

T ′n(t) + (nπ)2Tn(t) = 0 (7.2.15)

它的通解为

Tn(t) = Cne−(nπ)2t (7.2.16)

由此，本征解为

un(x, t) = cne−(nπ)2t (nπ cos nπx− sinnπx) (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.2.17)

其中，cn = Cnbn。我们将 λ < 0 时的本征解 (7.2.10) 与 λ > 0 的本征解 (7.2.17) 叠

加起来得到一般解

u(x, t) = c0ete−x +
∞∑

n=1

cne−(nπ)2t (nπ cos nπx− sinnπx) (7.2.18)

现在利用初始条件 (7.2.1b) 确定系数 c0 和 cn，我们有

φ(x) = c0e−x +
∞∑

n=1

cn (nπ cos nπx− sinnπx) (7.2.19)
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为求 c0 和 cn，必须首先考查本征函数 X0，X1，X2, · · · 在区间 (0, 1) 上的正交性，

略去不重要的系数后，本征函数为

X0(x) = e−x (7.2.20a)

Xn(x) = nπ cos nπx− sinnπx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.2.20b)

首先计算
∫ 1

0

X0(x)Xn(x)dx=
∫ 1

0

e−x (nπ cos nπx− sinnπx) dx

=
nπ

1 + (nπ)2
[e−x (− cos nπx + nπ sinnπx)]10

− 1
1 + (nπ)2

[e−x (− sinnπx− nπ cos nπx)]10

=
nπ

1 + (nπ)2
[
e−1 (− cos nπ) + 1 + e−1 cos nπ− 1

]
= 0

可见本征函数式 (7.2.20a) 与式 (7.2.20b) 是正交的。而式 (7.2.20b) 中的任意两个

本征函数也是正交的，事实上

∫ 1

0

Xm(x)Xn(x)dx=
∫ 1

0

(mπ cos mπx− sinmπx) (nπ cos nπx− sinnπx) dx

= mnπ2

∫ 1

0

cos mπx cos nπxdx

︸ ︷︷ ︸
=0(m6=n)

+
∫ 1

0

sinmπx sinnπxdx

︸ ︷︷ ︸
=0(m6=n)

−

(
mπ

∫ 1

0

cos mπx sinnπxdx + nπ

∫ 1

0

cos nπx sinmπxdx

)

︸ ︷︷ ︸
=0(m6=n,m=n)

= 0(m 6= n)

可见 X0, X1, X2, · · · 中任意两个都是正交的。其实正交性的证明还有下面的方法，
即利用边界条件 (7.2.2b) 计算式 (6.4.7) 的 Q 因子，我们有

Q = [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)]− [Xn(L)X ′
m(L)−Xm(L)X ′

n(L)]

= {Xn(0) [−Xm(0)]−Xm(0) [−Xn(0)]} − {Xn(L) [−Xm(L)]−Xm(L) [−Xn(L)]}
= 0

模值为
∫ 1

0

X2
n(x)dx = (nπ)2

∫ 1

0

cos2 nπxdx +
∫ 1

0

sin2 nπxdx =
(nπ)2 + 1

2
(7.2.21)
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这样一来，我们有 ∫ 1

0

Xn(x)Xm(x)dx =
(nπ)2 + 1

2
δnm (7.2.22)

另一个模值为 ∫ 1

0

X2
0 (x)dx =

∫ 1

0

e−2xdx =
e2 − 1
2e2

(7.2.23)

至此我们已经完全证明了本征函数 (7.2.20) 的正交性，并计算出了相应的模值。现

在可以计算式 (7.2.19) 中的系数 c0 和 cn，首先给式 (7.2.19) 两边同乘以 e−x 并积

分，然后利用 X0 与 Xn 的正交性以及模值式 (7.2.23)，得到

c0 =
2e2

e2 − 1

∫ 1

0

φ(x)e−xdx (7.2.24a)

进而给式 (7.2.19) 两边同乘以 Xm(x)(m = 1, 2, 3, · · · ) 并积分，然后利用 X0 与

Xm 的正交性以及式 (7.2.22)，得到

cn =
2

(nπ)2 + 1

∫ 1

0

φ(x)Xn(x)dx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.2.24b)

式 (7.2.18)就是定解问题 (7.2.1)的解，其展开系数由式 (7.2.24)确定。最后我们按

照式 (7.2.18) 计算系统的平均温度

U(t)=
∫ 1

0

u(x, t)dx

= c0et

∫ 1

0

e−xdx +
∞∑

n=1

cne−(nπ)2t

∫ 1

0

(nπ cos nπx− sinnπx) dx

= c0
e− 1

e
et − 1

π

∞∑
n=1

cn

n
(1− cos nπ)e−(nπ)2t

利用

1− cos nπ =

{
2 (n = 1, 3, 5, · · · )
0 (n = 0, 2, 4, · · · )

得到

U(t) = c0
e− 1

e
et − 2

π

∞∑

k=0

c2k+1

2k + 1
e−(2k+1)2π2t (7.2.25)

我们看到，通过求解这个定解问题，本征方程 X ′′(x) + λX(x) = 0 又多了一套

本征函数集

e−x, nπ cos nπx− sinnπx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.2.26)

利用它们可以将一个定义在区间 (0, 1) 上的函数展开。
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例 1 设系统初始温度分布为 φ(x) = x, 对上面的结果进行讨论。

解 首先计算展开系数式 (7.2.24)，我们有

c0 =
2e2

e2 − 1

∫ 1

0

xe−xdx = 2e
e− 2
e2 − 1

(7.2.27a)

cn =
2

n2π2 + 1

∫ 1

0

x (nπ cos nπx− sinnπx) dx =
2 [2(−1)n − 1]
nπ (n2π2 + 1)

(7.2.27b)

将 c0 和 cn 分别代入式 (7.2.18) 和式 (7.2.25)，得到

u(x, t) = 2e
e− 2
e2 − 1

ete−x+
2
π

∞∑
n=1

[2(−1)n − 1]
n (n2π2 + 1)

e−(nπ)2t (nπ cos nπx− sinnπx) (7.2.28)

U(t) = 2
e− 2
e + 1

et − 4
π2

∞∑

k=0

[
2(−1)2k+1 − 1

]

(2k + 1)2 [(2k + 1)2π2 + 1]
e−(2k+1)2π2t (7.2.29)

系统在不同时刻的温度分布显示在图 7.17。可以看出，温度分布由初始的

φ(x) = x 形式，向相反的方向变化。较长时间后，式 (7.2.28) 中的求和为零，温度

分布成为指数形式 e−x。为了比较式 (7.2.28) 中第一项 [记为 u1(x, t)] 与求和部分

[记为 u2(x, t)] 的相对大小，我们分别作出它们的曲线，如图 7.18 所示。可以看出，

在 t较小时 u2(x, t)部分对温度的贡献起主要作用；但随着 t的增加，u1(x, t)的作

用越来越大，这是由于 u1(x, t)中指数因子 et 的作用。当 t →∞时，u2 → 0，系统

温度分布由 u1 确定。

系统两端温度随时间 t 的变化显示在图 7.19(a)。在初始 t = 0 时刻，x = 0 端

温度为 0 而 x = 1 端温度为 1。之后前端温度上升，后端温度下降，这是因为前端

吸收热量，而后端辐射热量。当 t 较大时，由于 u1(x, t) 中指数因子 et 的作用，前

端的温度快速上升。后端虽然一直在辐射热量，但在辐射的同时不断吸收前端传导

过来的热量，当吸收的热量多于辐射的热量时，温度转为升高，但没有前端升高得

那么快。

系统的平均温度随时间的演化显示在图 7.19(b)。可以看出，在最初阶段，平

均温度下降，这意味着后端辐射热量 [即系统的固有耗散 e−(nπ)2t] 起主要作用。随

着 t 的增长，耗散作用下降，而吸收作用 et 上升，最终导致平均温度按指数规律

上升。形成上述温度变化的根本原因是式 (7.2.9) 所显示的时间函数 T0(t) 的指数

增长，而它是由边界条件 (7.2.1c) 推导出来的。我们自然会问，如果系统前端辐射

而后端吸收，情况将会如何？这就是下面所讨论的具有另一类对称边界条件的定解

问题。



· 196 · 第 7 章 分离变量法的应用

图 7.17 系统在不同时刻 t 的温度分布, 曲线来自式 (7.2.28) 的部分和 (前 20 项)

图 7.18 u1(x, t) 和 u2(x, t) 的比较, 曲线来自式 (7.2.28) 的部分和 (前 20 项)

图 7.19 系统两端温度及平均温度随时间的变化, 曲线来自式 (7.2.28) 和式 (7.2.29) 的部分

和 (前 20 项)

现在我们进一步讨论下列热传导问题





∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
(0 < x < 1, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 1)
[
u− ∂u

∂x

]

x=0

= 0,

[
u− ∂u

∂x

]

x=1

= 0 (t > 0)

(7.2.30a)

(7.2.30b)

(7.2.30c)

这个热传导问题也具有对称边界条件，它表示前端辐射热量而后端吸收热量，

而辐射强度与吸收能力分别与前后端的温度成正比。这个问题不能由式 (7.2.1) 问
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题中取 h = −1 得到结果，因为边界条件不同，将给出不同的本征函数，必须重

新求解。设方程 (7.2.30a) 的形式解为 u(x, t) = X(x)T (t)，其中 X(x) 构成本征值

问题 



X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0)−X ′(0) = 0, X(1)−X ′(1) = 0

(7.2.31a)

(7.2.31b)

而 T (t) 满足方程
T ′(t) + λT (t) = 0 (7.2.32)

下面按三种情况讨论 (讨论中将略去不重要的常数)。

(1) λ = 0 时只有平庸解。

(2) λ < 0 情况下的解为

λ0 = −1, X0(x) = ex (7.2.33)

T0(t) = et (7.2.34)

(3) λ > 0 情况下的解为

λn = (nπ)2, Xn(x) = nπ cos nπx + sinnπx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.2.35)

Tn(t) = e−(nπ)2t (7.2.36)

一般解为

u(x, t) = c0etex +
∞∑

n=1

cne−(nπ)2t (nπ cos nπx + sinnπx) (7.2.37)

平均温度为

U(t) = c0(e− 1)et +
2
π

∞∑

k=0

c2k+1

2k + 1
e−(2k+1)2π2t (7.2.38)

本征函数 X0，X1，X2, · · · 在区间 (0, 1) 上是正交的，即
∫ 1

0

Xi(x)Xj(x)dx = 0 (i 6= j) (7.2.39)

这是因为利用边界条件 (7.2.31b) 计算式 (6.4.7) 的 Q 因子，得到

Q = [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)]− [Xn(L)X ′
m(L)−Xm(L)X ′

n(L)]

= {Xn(0) [Xm(0)]−Xm(0) [Xn(0)]} − {Xn(L) [Xm(L)]−Xm(L) [Xn(L)]}
= 0

利用初始条件

φ(x) = c0ex +
∞∑

n=1

cn (nπ cos nπx + sinnπx) (7.2.40)
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及本征函数的正交性式 (7.2.39)，得到展开系数

c0 =
2

e2 − 1

∫ 1

0

φ(x)exdx (7.2.41a)

cn =
2

(nπ)2 + 1

∫ 1

0

φ(x)Xn(x)dx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.2.41b)

至此我们已经完成了这个定解问题的求解，求解中引入了 X ′′(x) + λX(x) = 0

的新的本征函数集

ex, nπ cos nπx + sinnπx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.2.42)

它与式 (7.2.26) 在形式上是对称的。

例 2 设初始温度分布为 φ(x) = x，对上面的结果进行讨论。

解 首先计算展开系数式 (7.2.41)，我们有

c0 =
2

e2 − 1
, cn = − 2

nπ (n2π2 + 1)
(7.2.43)

代入式 (7.2.37) 和式 (7.2.38) 进行计算。系统在不同时刻 t 的温度分布 u(x, t)、前

后端点温度 u(0, t)，u(1, t) 和平均温度 U(t) 随时间的演化显示在图 7.20。可以看

出，系统温度由最初的 φ(x) = x 分布迅速演化为指数 ex 分布, 这是式 (7.2.37) 中

指数因子 et 的作用，系统后端 x = 1 是吸收热量的，其温度按指数规律快速升高。

前端 x = 0是辐射热量的，但由于吸收了后端传导过来的热量，因此温度也随时间

升高，但较为缓慢。整个系统平均温度的时间演化可以近似为 u(0, t) 与 u(1, t) 的

平均，它是单调上升的。这里的结果与图 7.19(b) 不同，在那里后端温度在初始阶

段是下降的，因此平均温度出现一个极小值。

图 7.20 (a) 系统在不同时刻 t 的温度分布，来自式 (7.2.37) 的部分和 (前 20 项)；(b) 两端

温度及平均温度的时间演化，来自式 (7.2.37) 和式 (7.2.38) 的部分和 (前 20 项)

7.2.2 反对称边界条件

本节讨论具有反对称边界条件的热传导问题，即系统前后端的边界条件在形
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式上是相反的，由此引出新的本征函数。首先考虑下面的定解问题：





∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
(0 < x < 1, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 1)
[
u− ∂u

∂x

]

x=0

= 0,

[
u +

∂u

∂x

]

x=1

= 0 (t > 0)

(7.2.44a)

(7.2.44b)

(7.2.44c)

现在的边界条件表示两端都辐射热量，而且辐射强度分别与两端的温度成正

比。从物理上可以预言，它的稳态解为 u(x,∞) → 0。设式 (7.2.44a) 的形式解为

u(x, t) = X(x)T (t)，其中，X(x) 构成本征值问题




X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0)−X ′(0) = 0, X(1) + X ′(1) = 0

(7.2.45a)

(7.2.45b)

而 T (t) 满足方程

T ′(t) + λT (t) = 0 (7.2.46)

其中，λ 是分离常数。

首先求解空间函数 X(x) 的本征值问题，容易证明在 λ 6 0 时只有平庸解。当

λ > 0 时，方程 (7.2.45a) 的通解为

X(x) = A cos µx + B sinµx (7.2.47)

其中，µ =
√

λ。边界条件 (7.2.45b) 要求

A− µB = 0 (7.2.48a)

A(cos µ− k sinµ) + B(sinµ + k cos µ) = 0 (7.2.48b)

由式 (7.2.48a) 解出 A = µB，代入式 (7.2.48b)，利用 B 6= 0，得到

tanµ =
2µ

µ2 − 1
(7.2.49)

这是本征值所满足的超越方程，我们作出曲线 y = tan µ 和 y =
2µ

µ2 − 1
，如图 7.21

所示，二者交点的横坐标 µn 就是超越方程 (7.2.49)的解。这样本征值问题 (7.2.45)

的解为

λn = µ2
n, Xn(x) = µn cos µnx + sinµnx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.2.50)
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对于相应的时间函数，从式 (7.2.46) 得到

T ′n(t) + µ2
nTn(t) = 0 ⇒ Tn(t) = e−µ2

nt (7.2.51)

图 7.21 超越方程 (7.2.49) 的曲线解

将本征解叠加起来得到一般解

u(x, t) =
∞∑

n=1

cne−µ2
nt (µn cos µnx + sinµnx) (7.2.52)

现在利用初始条件式 (7.2.44b) 确定系数，我们有

φ(x) =
∞∑

n=1

cn (µn cos µnx + sinµnx) (7.2.53)

为确定 cn，必须首先考查本征函数 Xn(x) 在区间 (0, 1) 上的正交性，为此利用边

界条件式 (7.2.45b) 计算式 (6.4.7) 的 Q 因子，我们有

Q = [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)]− [Xn(L)X ′
m(L)−Xm(L)X ′

n(L)]

= {Xn(0) [Xm(0)]−Xm(0) [Xn(0)]} − {Xn(L) [−Xm(L)]−Xm(L) [−Xn(L)]}
= 0

可见，式 (7.2.50) 的本征函数是正交的。而模值为

Mn≡
∫ 1

0

X2
n(x)dx

=
µ2

n

2

(
1 +

sin 2µn

2µn

)
− 2µn cos 2µn + sin 2µn

4µn
+ 1
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故 ∫ 1

0

Xm(x)Xn(x)dx = Mnδmn (7.2.54)

利用式 (7.2.53) 和式 (7.2.54) 得到展开系数

cn =
1

Mn

∫ 1

0

φ(x)Xn(x)dx (7.2.55)

而平均温度为

U(t) =
∞∑

n=1

cn

(
sinµn +

1− cos µn

µn

)
e−µ2

nt (7.2.56)

至此我们已经完成了这个定解问题的求解。求解中引入了 X ′′(x) + λX(x) = 0

的新的本征函数集

µn cos µnx + sinµnx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.2.57)

其中，µn 是超越方程 tanµ =
2µ

µ2 − 1
的第 n 个正根。

例 1 设初始温度分布为 φ(x) = x，对上面的结果进行讨论。

解 首先求出超越方程 (7.2.49) 的前 5 个根

µ1 = 1.3066, µ2 = 3.6735, µ3 = 6.5850, µ4 = 9.6320, µ5 = 12.7230 (7.2.58)

展开系数为

cn =
− 1

µn
+ sinµn +

sinµn

µ2
n

µ2
n

2

(
1 +

sin 2µn

2µn

)
− 2µn cos 2µn + sin 2µn

4µn
+ 1

(7.2.59)

初始温度用部分和近似表示为

x ≈
5∑

n=1

cn (µn cos µnx + sinµnx) (7.2.60)

图 7.22显示了式 (7.2.60)两边的比较。可以看出，在端点 x = 0和 x = 1都有明显

的拟合偏差，式 (7.2.60) 右边的求和可以称为准线性分布。系统在任意时刻 t 的温

度分布与平均温度用部分和表示为

u(x, t) ≈
5∑

n=1

cn (µn cos µnx + sinµnx) e−µ2
nt (7.2.61a)

U(t) ≈
5∑

n=1

cn

(
sinµn +

1− cos µn

µn

)
e−µ2

nt (7.2.61b)
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图 7.22 式 (7.2.60) 两边的比较

图 7.23(a)显示了不同时刻 t 的温度分布，可以看出，温度由最初的准线性分

布变为有峰分布，并逐渐塌缩，最终趋于 u(x,∞) → 0。

系统两端温度及平均温度随时间 t 的变化显示在图 7.23(b)。系统后端是散

热的，此端的温度从 u(1, 0) = 1开始一直单调下降。系统前端也是散热的，但初

始时刻温度为 u(0, 0) = 0，此刻无热可散。在 t > 0 时，后端在散热的同时，还

向前端传热，故前端的温度由零度上升，而一旦高于零度，便随即出现散热。在

t 较小时，前端从后端吸收的热量多于散失的热量，因此温度不断升高。在 t0 时

刻前端的温度升到极大值，在 t0 之后，散失的热量多于吸收的热量，因此温度

下降，并一直延续下去。系统平均温度在 t0 之前，一直处于前后端温度之间，但

在 t0 之后高于两端的温度。这个现象并不奇怪，因为 U(t) 是整个系统的平均温

度，而不是前后端的平均。由于系统温度在 t > 0 时为有峰分布，因此温度在整个

空间的平均会高于两端的平均，这个问题中温度的分布特性及时间演化都是很有

趣的。

图 7.23 (a) 系统在不同时刻 t 的温度分布, 来自式 (7.2.61a)；(b) 两端温度及平均温度的时

间演化, 来自式 (7.2.61a) 和式 (7.2.61b)

下面讨论另一类具有反对称边界条件的热传导问题
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



∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
(0 < x < 1, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 1)
[
u +

∂u

∂x

]

x=0

= 0,

[
u− ∂u

∂x

]

x=1

= 0 (t > 0)

(7.2.62a)

(7.2.62b)

(7.2.62c)

式 (7.2.62c) 表示系统前后端都吸收热量，而吸收能力分别与两端的温度成正

比。我们从物理上可以预言，系统的稳态分布为 u(x,∞) → ∞。设式 (7.2.62a) 的

形式解为 u(x, t) = X(x)T (t)，其中 X(x) 构成本征值问题




X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) + X ′(0) = 0, X(1)−X ′(1) = 0

(7.2.63a)

(7.2.63b)

而 T (t) 满足方程
T ′(t) + λT (t) = 0 (7.2.64)

其中，λ 是分离常数。

(1) λ = 0 时，只有平庸解。

(2) λ < 0 时，方程 (7.2.63a) 的通解为

X(x) = A cosh µx + B sinhµx (7.2.65)

其中，µ =
√−λ。边界条件式 (7.2.63b) 要求

A + µB = 0 (7.2.66a)

A cosh µ + B sinhµ− µA sinhµ− µB cosh µ = 0 (7.2.66b)

式 (7.2.66) 是关于 A 和 B 的线性齐次方程组，它导致非零解

λ0 = −µ2
0, X0(x) = µ0 cosh µ0x− sinhµ0x (7.2.67)

其中，µ0 是超越方程
tanhµ =

2µ

µ2 + 1
(7.2.68)

的解，如图 7.24(a) 所示。而此时式 (7.2.67) 的 X0(x) 曲线显示在图 7.24(b)。

图 7.24 (a) 超越方程 (7.2.68) 的解：µ0 = 1.5440；(b) X0(x) 函数 [来自式 (7.2.67)]



· 204 · 第 7 章 分离变量法的应用

对于相应的时间函数，由式 (7.2.64) 得到

T ′0(t)− µ2
0T0(t) = 0 ⇒ T0(t) = exp(µ2

0t) (7.2.69)

(3) λ > 0 时，方程 (7.2.63a) 的通解为

X(x) = A cos µx + B sinµx (7.2.70)

其中，µ =
√

λ。边界条件 (7.2.63b) 要求

A + µB = 0 (7.2.71a)

A cos µ + B sinµ + µA sinµ− µB cos µ = 0 (7.2.71b)

式 (7.2.71) 是关于 A 和 B 的线性齐次方程组，它导致非零解

λn = µ2
n, Xn(x) = µn cos µnx− sinµnx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.2.72)

其中，µn 是超越方程

tanµ = − 2µ

µ2 − 1
(7.2.73)

的第 n 个根，如图 7.25 所示。

图 7.25 超越方程 (7.2.73) 的曲线解

对于相应的时间函数 T (t)

T ′n(t) + µ2
nTn(t) = 0 ⇒ Tn(t) = exp(−µ2

nt) (7.2.74)

将 λ < 0 和 λ > 0 情况下的本征解叠加起来，给出一般解

u(x, t) = c0T0(t)X0(x) +
∞∑

n=1

cnTn(t)Xn(x) (7.2.75)
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现在利用初始条件式 (7.2.62b) 确定系数 c0 和 cn，我们有

φ(x) = c0X0(x) +
∞∑

n=1

cnXn(x) (7.2.76)

为确定 c0 和 cn，必须首先考查本征函数 X0(x)，X1(x)，X2(x), · · · 在区间 (0, 1)上

的正交性，为此利用边界条件式 (7.2.63b) 计算式 (6.4.7) 的 Q 因子，我们有

Q = [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)]− [Xn(L)X ′
m(L)−Xm(L)X ′

n(L)]

= {Xn(0) [−Xm(0)]−Xm(0) [−Xn(0)]} − {Xn(L) [Xm(L)]−Xm(L) [Xn(L)]}
= 0

可见，本征函数 X0(x), X1(x), X2(x), · · · 在区间 (0, 1) 上是相互正交的。在此基础

上，利用式 (7.2.76)，得到展开系数

c0 =
1

M0

∫ 1

0

φ(x)X0(x)dx (7.2.77a)

cn =
1

Mn

∫ 1

0

φ(x)Xn(x)dx (7.2.77b)

其中

M0 =
µ2

0

2

(
1 +

sinh 2µ0

2µ0

)
− 2µ0 cosh 2µ0 − sinh 2µ0

4µ0
(7.2.78a)

Mn =
µ2

n

2

(
1 +

sin 2µn

2µn

)
+

2µn cos 2µn − sin 2µn

4µn
(7.2.78b)

至此这个定解问题的求解已经全部完成。求解中引入了 X ′′(x)+λX(x) = 0的

新的本征函数集

µ0 cosh µ0x− sinhµ0x, µn cos µnx− sinµnx (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.2.79)

其中，µ0 是 tanhµ =
2µ

µ2 + 1
的解, 而 µn 是 tanµ = − 2µ

µ2 − 1
的第 n 个根。

例 2 设初始温度分布为 φ(x) = x，对上面的结果进行讨论。

解 首先从图 7.24(a) 得到

µ0 = 1.5440 (7.2.80a)

并求出超越方程 (7.2.73) 的前 5 个根

µ1 =2.3315, µ2 =5.9500, µ3 =9.2080, µ4 =14.4055, µ5 =15.5800 (7.2.80b)

利用式 (7.2.77) 和式 (7.2.78) 计算展开系数，然后利用部分和表示初始温度，即
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x ≈ c0 (µ0 cosh µ0x− sinhµ0x) +
5∑

n=1

cn (µn cos µnx− sinµnx) (7.2.81)

式 (7.2.81) 两边的比较显示在图 7.26。二者基本吻合很好 (只在 x = 0 处略有偏

差)。进一步用部分和表示任意时刻的温度分布及平均温度

u(x, t) ≈ c0 (µ0 cosh µ0x− sinhµ0x) eµ2
0t +

5∑
n=1

cn (µn cos µnx− sinµnx) e−µ2
nt

(7.2.82)

U(t) ≈ c0
µ0 sinhµ0 − cosh µ0 + 1

µ0
eµ2

0t +
5∑

n=1

cn
µn sinµn + cos µn − 1

µn
e−µ2

nt (7.2.83)

图 7.26 式 (7.2.81) 两边的比较

系统在不同 t 时刻的温度分布显示在图 7.27(a)。可以看出，温度由初始的线

性分布演化成具有极小值的分布；在 t较大时呈对称分布，这是因为在 t较大时式

(7.2.82) 趋于分布

X0(x) = µ0 cosh µ0x− sinhµ0x (7.2.84)

式 (7.2.84) 的曲线显示在图 7.24(b)。对函数 X0(x) 求导数，得到

dX0(x)
dx

= µ2
0 sinhµ0x− µ0 cosh µ0x = 0 (7.2.85)

这样 X0(x) 的极小值位置 x 由 coth µ0x = µ0 确定，结果为 x = 0.5。

图 7.27 (a) 系统在不同时刻 t 的温度分布, 来自式 (7.2.82)；(b) 两端温度及平均温度的时

间演化, 来自式 (7.2.82) 和式 (7.2.83)
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系统两端温度及平均温度的时间演化显示在图 7.27(b)。在 t = 0 时，温度为

线性分布 φ(x) = x，系统平均温度为 U(0) = 0.5。之后，由于两端都吸收热量，其

温度均单调上升。在时间 t 较小时，U(t) 介于低温 u(0, t) 和高温 u(1, t) 之间。随

着 t 的增加，两端温度升高，吸收的热量增加。所吸收的热量还引起系统中间区

域的温度升高，但中间区域从两端吸收的热量少于两端从外界吸收的热量，因此

两端的温度高于中间区域，形成极小值分布 [图 7.24(b) 和图 7.27(a)]，这样平均温

度越来越接近低温 u(0, t)。在时间 t0 之后，甚至出现 U(t) < u(0, t) (t > t0) 的情

况，即系统的平均温度低于两端的温度。当 t 较大时，极小值分布 (7.2.84) 导致平

均温度与两端温度相差越来越大。在 t → ∞ 时。式 (7.2.82) 给出前后端的温度分

别为

u(0,∞) = c0eµ2
0tµ0 (7.2.86a)

u(1,∞) = c0eµ2
0t (µ0 cosh µ0 − sinhµ0) (7.2.86b)

利用式 (7.2.68)，得到

µ0 cosh µ0 − sinhµ0 = µ0 cosh µ0 − 2µ0

µ2
0 + 1

cosh µ0

= µ0
µ2

0 − 1
µ2

0 + 1
cosh µ0 = µ0

µ2
0 − 1

µ2
0 + 1

1√
1− tanh2 µ0

= µ0
µ2

0 − 1
µ2

0 + 1
1√

1−
(

2µ0

µ2
0 + 1

) = µ0

故 u(0,∞) = u(1,∞) = c0eµ2
0tµ0 ≈ 1.5c0eµ2

0t，即前后端的温度相等，而这个值高于

系统的平均温度 U(∞) = c0eµ2
0t 2

µ0
≈ 1.3c0eµ2

0t。

在上述相关章节中，我们用分离变量法详细讨论了具有第三类边界条件的热

传导定解问题。我们看到，其中的数学模型和物理分析是完全吻合的。特别是分

析系统在不同边界条件下的温度分布与温度演化细节是很有趣的。另一个很有意

义的理论结果是方程 X ′′(x) + λX(x) = 0 的本征函数集的多样性。除了表 6.2

所示的傅里叶级数的基底函数之外，还有许多本征数集, 如表 7.1 所示。每一套

本征函数集都可以用来将一个定义在 (0, 1) 区间上的任意函数展开。本征函数

的知识不仅是数学物理方法的核心内容之一，也是许多科学与技术领域的重要

思想和工具。下一章我们将利用本征函数的知识和方法，求解非齐次方程和非

齐次边界条件的定解问题。而本章的最后一节，我们讨论拉普拉斯方程的定解

问题。
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表 7.1 方程 X ′′(x) + λX(x) = 0 的本征值与本征函数 (L = 1, n = 1, 2, 3, · · · )

u|x=0 = 0,

[
u +

∂u

∂x

]

x = 1

= 0 : λn = µ2
n, Xn = sin µnx

tan µn = −µn

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,

[
u +

∂u

∂x

]

x=1

= 0 : λn = µ2
n, Xn = cos µnx

cot µn = µn

u|x=0 = 0,

[
u− 1

2

∂u

∂x

]

x=1

= 0 : λ0 = −µ2
0, λn = µ2

n; X0 = sinh µ0x, Xn = sin µnx

tanh µ0 = µ0/2, tan µn = µn/2
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,

[
u− 1

2

∂u

∂x

]

x=1

= 0 : λ0 = −µ2
0, λn = µ2

n; X0 = cosh µ0x, Xn = cos µnx

coth µ0 = µ0/2, cot µn = −µn/2[
u +

∂u

∂x

]

x=0

= 0,

[
u +

∂u

∂x

]

x=1

= 0 : λ0 = −1, λn = (nπ)2

X0 = e−x, Xn = nπ cos nπx− sin nπx[
u− ∂u

∂x

]

x=0

= 0,

[
u− ∂u

∂x

]

x=1

= 0 : λ0 = −1, λn = (nπ)2

X0 = ex, Xn = nπ cos nπx + sin nπx[
u− ∂u

∂x

]

x=0

= 0,

[
u +

∂u

∂x

]

x=1

= 0 : λn = µ2
n, Xn = µn cos µnx + sin µnx

tan µn =
2µn

µ2
n − 1[

u +
∂u

∂x

]

x=0

= 0,

[
u− ∂u

∂x

]

x=1

= 0 : λ0 = −µ2
0, λn = µ2

n

X0 = µ0 cosh µ0x− sinh µ0x, Xn = µn cos µnx− sin µnx

tanh µ0 =
2µ0

µ2
0 + 1

, tan µn = − 2µn

µ2
n − 1

7.3 拉普拉斯方程的求解

7.3.1 直角坐标系的拉普拉斯方程

考虑一个二维的薄片 (图 7.28)，热量在其中传播，薄片上任意点 (x, y)在任意

时刻 t 的温度 u(x, y, t) 服从二维热传导方程 [见式 (5.2.13)]

∂u

∂t
= a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
(0 < x < a, 0 < y < b) (7.3.1)

在 t →∞ 时，系统达到恒稳状态，温度不再随时间变化，即 ∂u/∂t = 0。稳态温度

由拉普拉斯方程

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (0 < x < a, 0 < y < b) (7.3.2a)

确定。
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稳态的二维热传导问题也是无源静电场的电位

问题 [见式 (5.3.16)]，因为它们有相同的数学模型，

因此求解拉普拉斯方程也可以理解为求解无源静电

场的电位分布。

本节讨论直角坐标系中的拉普拉斯方程的求

解，所涉及的区域为矩形，其边界条件为 图 7.28 二维热传导系统

u(x, 0) = f1(x), u(x, b) = f2(x) (0 6 x 6 a) (7.3.2b)

u(0, y) = g1(y), u(a, y) = g2(y) (0 6 y 6 b) (7.3.2c)

如图 7.29 所示。求解式 (7.3.2a)，式 (7.3.2b) 和式 (7.3.2c) 构成的边值问题是本节

的主要内容。我们首先考虑一个基本的边值问题




∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (0 < x < a, 0 < y < b)

u(x, 0) = 0, u(x, b) = f2(x) (0 6 x 6 a)

u(0, y) = 0, u(a, y) = 0 (0 6 y 6 b)

(7.3.3a)

(7.3.3b)

(7.3.3c)

图 7.29 矩形域内拉普拉斯方程的定解问题

这个定解问题可以这样思考，将式 (7.3.3b)视为弦振动与热传导问题中的 “初

始条件”，而将式 (7.3.3c)视为齐次边界条件，故可以用分离变量法求出本征解，再

叠加起来满足条件 (7.3.3b)。因此设泛定方程 (7.3.3a)有变量分离的形式解 u(x, t) =

X(x)Y (y)，代入式 (7.3.3a) 得到

X ′′ + λX = 0 (7.3.4a)

Y ′′ − λY = 0 (7.3.4b)

其中，λ 是分离常数。这里 X(x) 相当于波动方程与热传导方程中的空间函数，而

Y (y) 相当于时间函数。利用式 (7.3.3c)，我们得到

X(0)Y (y) = 0, X(a)Y (y) = 0 (7.3.5)
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在式 (7.3.5) 中，Y (y) 6= 0[否则给出平庸解 u(x, y) ≡ 0]，因此

X(0) = 0, X(a) = 0, (7.3.6)

现在式 (7.3.4a) 与式 (7.3.6) 构成一个本征值问题 (与式 (6.1.12) 相同)。于是本征

值和本征函数为

λn =
(nπ

a

)2

, Xn(x) = bn sin
nπ

a
x (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.3.7)

其中，bn 是任意常数。将 λn 代入式 (7.3.4b) 给出函数 Y (y) 的通解

Yn(y) = cn cosh
nπ

a
y + dn sinh

nπ

a
y (7.3.8)

在波动方程与热传导方程情况下，时间函数没有相应的约束条件，因此它的通解不

能简化。而对于 Y (y) 函数，存在条件 X(x)Y (0) = 0，由于 X(x) 6= 0[否则给出平

庸解 u(x, y) ≡ 0]，因此 Y (0) = 0。这样由式 (7.3.8) 得到 cn = 0，因此，式 (7.3.8)

简化为

Yn(y) = dn sinh
nπ

a
y (7.3.9)

于是本征解为

un(x, t) = Xn(x)Yn(y) = Bn sin
nπ

a
x sinh

nπ

a
y (7.3.10)

其中，Bn = bndn 是任意常数。由于方程 (7.3.3a) 是线性齐次的，我们利用叠加原

理将本征解 (7.3.10) 叠加起来，构成一般解

u(x, y) =
∞∑

n=1

Bn sin
nπ

a
x sinh

nπ

a
y (7.3.11)

最后利用边界条件 u(x, b) = f2(x) 确定式 (7.3.11) 中的系数 Bn，我们有

f2(x) =
∞∑

n=1

Bn sinh
nπb

a
sin

nπ

a
x (7.3.12)

其中，Bn sinh
nπb

a
是函数 f2(x) 的半幅傅里叶级数的展开系数。由式 (2.2.2) 得到

Bn =
2
a
csch

nπb

a

∫ a

0

f2(x) sin
nπ

a
xdx (7.3.13)

式 (7.3.11) 就是定解问题 (7.3.3) 的一般解，其中，Bn 由式 (7.3.13) 表示。

例 1 (1) 散热片的横截面为矩形 (边长为 a 和 b)，它的一边 (y = b) 处于较

高的温度 T，其他三边处于冷却介质中保持较低的零度。求出这个横截面上的稳态

温度分布。(2) 如果 a = b = 1，计算散热片中心点的稳态温度。



7.3 拉普拉斯方程的求解 · 211 ·

解 (1) 设横截面上的稳态温度分布为 u(x, y)，则 u(x, y) 满足下面边值问题





∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (0 < x < a, 0 < y < b)

u(x, 0) = 0, u(x, b) = T (0 6 x 6 a)

u(0, y) = 0, u(a, y) = 0 (0 6 y 6 b)

(7.3.14a)

(7.3.14b)

(7.3.14c)

利用式 (7.3.12)，我们有

T =
∞∑

n=1

Bn sinh
nπb

a
sin

nπ

a
x (7.3.15)

其中，Bn sinh
nπ

a
b 是函数 T 的半幅傅里叶级数的展开系数，故由式 (7.3.13) 得到

Bn sinh
nπb

a
=

2
a

∫ a

0

T sin
nπx

a
dx

=
2T

nπ
(1− cos nπ) =





0 (n = 0, 2, 4, · · · )
4T

nπ
(n = 1, 3, 5, · · · )

这样

Bn =
4T

nπ
csch

nπb

a
(n = 1, 3, 5, · · · ) (7.3.16)

代入一般解 (7.3.11) 得到

u(x, y)=
4T

π

∞∑
n=1,3,5,···

sin
nπ

a
x sinh

nπ

a
y

n sinh
nπ

a
b

=
4T

π

∞∑

k=0

sin
(2k + 1)π

a
x sinh

(2k + 1)π
a

y

(2k + 1) sinh
(2k + 1)πb

a

由此，定解问题 (7.3.14) 的解为

u(x, y) =
4T

π

∞∑

k=0

sin
(2k + 1)π

a
x sinh

(2k + 1)π
a

y

(2k + 1) sinh
(2k + 1)πb

a

(7.3.17)

(2) 如果 a = b = 1，中心点
(

1
2
,
1
2

)
的稳态温度由式 (7.3.17) 给出，即
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u

(
1
2
,
1
2

)
=

4T

π

∞∑

k=0

sinh
(2k + 1)π

2
sin

(2k + 1)π
2

(2k + 1) sinh(2k + 1)π
[
利用 sinh 2x = 2 sinhx cosh x, sin

(2k + 1)π
2

= (−1)k

]

=
2T

π

∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1) cosh
(2k + 1)π

2

=
2T

π

∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)
sec h

(2k + 1)π
2

计算出上式的求和
∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)
sec h

(2k + 1)π
2

= 0.393 (7.3.18)

于是中心点的稳态温度为

u

(
1
2
,
1
2

)
= 0.25T (7.3.19)

例如，如果 T = 100K，则中心点稳态温度为 25K。

例 2 (1)求解边值问题 (7.3.2)；(2)如果 a = b = 1，四边的初始温度均为 T，

计算散热片中心点的稳态温度。

解 (1) 由于边值问题 (7.3.2) 的线性性质，它是如下四个边值问题之和 (图

7.30)，即

图 7.30 图中的四个边值问题之和是式 (7.3.2) 的解

u = u1 + u2 + u3 + u4 (7.3.20)
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其中，u2(x, y) 已经在例 1 中求出

u2(x, t) =
∞∑

n=1

Bn sin
nπ

a
x sinh

nπ

a
y (7.3.21)

其中

Bn =
2
a
csch

nπb

a

∫ a

0

f2(x) sin
nπ

a
xdx (7.3.22)

其他的解能被类似地求出。特别是，u4 与 u2 是对称的，作代换 x → y，a → b 后，

得到

u4(x, t) =
∞∑

n=1

Dn sinh
nπ

b
x sin

nπ

b
y (7.3.23)

其中

Dn =
2
b
csch

nπa

b

∫ b

0

g2(y) sin
nπ

b
ydy (7.3.24)

而 u1 与 u2 的结果为

u1(x, t) =
∞∑

n=1

An sin
nπ

a
x sinh

nπ

a
(b− y) (7.3.25)

u3(x, t) =
∞∑

n=1

Cn sinh
nπ

b
(a− x) sin

nπ

b
y (7.3.26)

其中

An =
2
a

csch
nπb

a

∫ a

0

f1(x) sin
nπ

a
xdx (7.3.27)

Cn =
2
b
csch

nπa

b

∫ b

0

g1(y) sin
nπ

b
ydy (7.3.28)

将式 (7.3.21)、式 (7.3.23)、式 (7.3.25)和式 (7.3.26)代入式 (7.3.20)，即得定解问题

(7.3.2) 的解

u(x, t)=
∞∑

n=1

An sin
nπ

a
x sinh

nπ

a
(b− y) +

∞∑
n=1

Bn sin
nπ

a
x sinh

nπ

a
y

+
∞∑

n=1

Cn sinh
nπ

b
(a− x) sin

nπ

b
y +

∞∑
n=1

Dn sinh
nπ

b
x sin

nπ

b
y

(7.3.29)

其中的展开系数 An，Bn，Cn，Dn 分别由式 (7.3.27)、式 (7.3.22)、式 (7.3.28)、式

(7.3.24) 表示。式 (7.3.29) 是一个一般性的结果，适于初始边界温度 f1(x)，f2(x)，

f3(x)，f4(x) 取能展开成傅里叶级数任何函数。
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(2) 如果 a = b = 1，且四边的初始温度均为 T，利用式 (7.3.29) 和式 (7.3.19)

得到中心点

(
1
2
,
1
2

)
的稳态温度

u

(
1
2
,
1
2

)
= u1

(
1
2
,
1
2

)
+ u2

(
1
2
,
1
2

)
+ u3

(
1
2
,
1
2

)
+ u4

(
1
2
,
1
2

)
= 4u2

(
1
2
,
1
2

)
= T

(7.3.30)

作为一个例子，如果 T = 100K，则中心点稳态温度为 100K，即中心点与四边的温

度相等。

例 3 求解上半平面拉普拉斯方程的边值问题




∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (y > 0,−∞ < x < +∞)

u |y=0 = f(x) (−∞ < x < +∞)

lim
y→∞

u =有限值 (−∞ < x < +∞)

(7.3.31a)

(7.3.31b)

(7.3.31c)

解 设泛定方程 (7.3.31a) 有变量分离的形式解 u(x, t) = X(x)Y (y)，代入式

(7.3.31a) 得到

X ′′ + λX = 0 (7.3.32a)

Y ′′ − λY = 0 (7.3.32b)

其中，λ 是分离常数。当 λ > 0 时，方程 (7.3.32a) 的通解为

X(x) = a cos ωx + b sinωx (7.3.33)

其中，ω =
√

λ，而 a，b 是任意常数。相应的，方程 (7.3.32b) 的通解为

Y (y) = ceωy + de−ωy (7.3.34)

其中，c，d 为任意常数。

条件式 (7.3.31c) 要求 c = 0，于是我们得到满足式 (7.3.31a) 和式 (7.3.31c) 的

解

uω(x, y) = [A(ω) cos ωx + B(ω) sin ωx] e−ωy (7.3.35)

其中，A(ω) = ad，B(ω) = bd。为了进一步满足边界函数 f(x)，需要对式 (7.3.35)进

行叠加构成一般解。现在变量 ω 的变化是连续的，因此一般解是对 ω 的积分，即

u(x, y) =
∫ ∞

0

[A(ω) cos ωx + B(ω) sin ωx] e−ωydω (7.3.36)

由条件式 (7.3.31b) 得到

f(x) =
∫ ∞

0

[A(ω) cos ωx + B(ω) sin ωx] dω (7.3.37)
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它是边界函数 f(x) 的傅里叶积分表示式，由式 (2.3.11) 得到展开系数

A(ω) =
1
π

∫ ∞

−∞
f(x) cos ωxdx (7.3.38a)

B(ω) =
1
π

∫ ∞

−∞
f(x) sin ωxdx (7.3.38b)

式 (7.3.36)就是定解问题 (7.3.31)的解，其中的展开系数 A(ω)和 B(ω)由式 (7.3.38)

表示。确保 A(w) 和 B(w) 存在的条件是函数 f(x) 绝对可积 (图 2.7)。这个例题的

另一个解法见 11.1.2 节例 4。

例 4 对于下列三个边界函数 f(x)，求解定解问题 (7.3.31)：

(1) 2.3 节例 1 的函数 f(x) =

{
1 (|x| 6 1)

0 (|x| > 1)
。

(2) 3.3 节例 3 的函数 f(x) =
1

x2 + 1
。

(3) 3.3 节例 15 的函数 f(x) =
x

x2 + 1
。

解

(1) 由式 (2.3.13) 得

A(ω) =
1
π

∫ 1

−1

cos ωtdt =
2 sin ω

πω
, B(ω) = 0 (7.3.39)

一般解 (7.3.36) 为

u(x, y) =
2
π

∫ ∞

0

sinω cos ωx

ω
e−ωydω =

1
π

[
arctan

(
1 + x

y

)
+ arctan

(
1− x

y

)]

(7.3.40)

它满足方程 (7.3.31a)和条件式 (7.3.31c)。当 y = 0时，利用式 (2.3.15)，从式 (7.3.40)

得到

u(x, 0) =
2
π

∫ ∞

0

sinω cos ωx

ω
dω =

{
1 (|x| 6 1)

0 (|x| > 1)
(7.3.41)

它正是题目给定的边界函数。可见式 (7.3.40) 是该定解问题的解。

(2) 利用给定的边界函数，得到

A(ω) =
2
π

∫ ∞

0

cos ωx

x2 + 1
dx = e−ω, B(ω) = 0 (7.3.42)

一般解为

u(x, y) =
∫ ∞

0

e−ω cos ωxe−ωydω
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=
∫ ∞

0

cos ωx·e−ω(y+1)dω

=
y + 1

(y + 1)2 + x2
(7.3.43a)

它满足方程 (7.3.31a) 和条件式 (7.3.31c)。当 y = 0 时，式给 (7.3.43a) 出

u(x, 0) =
1

x2 + 1
(7.3.43b)

它正是题目给定的边界函数。可见式 (7.3.43a) 是该定解问题的解。

(3) 利用 3.3 节例 15 的结果，得到

A(ω) = 0, B(ω) =
1
π

∫ ∞

−∞

x sinωx

x2 + 1
dx = e−ω (7.3.44)

一般解为

u(x, y) =
∫ ∞

0

e−ω sinωxe−ωydω

=
∫ ∞

0

sinωx·e−ω(y+1)dω

=
x

(y + 1)2 + x2
(7.3.45a)

它满足方程 (7.3.31a) 和条件 (7.3.31c)。当 y = 0 时，上式给出

u(x, 0) =
x

x2 + 1
(7.3.45b)

它正是题目给定的边界函数。可见式 (7.3.45a) 是该定解问题的解。

7.3.2 极坐标系的拉普拉斯方程

考虑一个半径为 a 的薄圆片 (图 7.31)，它是一个二维的热传导系统，热量在

其中传播。当系统达到恒稳状态时，圆片上的温度分布 u(r, θ) 服从极坐标系的拉

普拉斯方程 [见式 (1.2.31)]

图 7.31 半径为 a 的薄圆片，f(θ) 为边缘的温度分布
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1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1
r2

∂2u

∂θ2
= 0 (0 < r < a, 0 < θ < 2π) (7.3.46a)

设圆盘边缘的温度分布为

u(a, θ) = f(θ) (0 6 θ 6 2π) (7.3.46b)

式 (7.3.46) 是一个圆域内拉普拉斯方程的定解问题，我们用分离变量法进行求解，

设方程 (7.3.46a) 有径向变量 r 和角向变量 θ 分离的形式解

u(r, θ) = R(r)Θ(θ) (7.3.47)

将式 (7.3.47) 代入式 (7.3.46a)，分离变量后得到

r2R′′ + rR′

R
= −Θ ′′

Θ
= λ (7.3.48)

其中，λ 是分离常数。由此得到径向和角向方程

r2R′′ + rR′ − λR = 0 (7.3.49a)

Θ ′′ + λΘ = 0 (7.3.49b)

现在仅有定解条件 (7.3.46b)，即 R(a)Θ(θ) = f(θ)，它不能分离成关于 R 和 Θ 的

两个独立的边界条件，不能构成关于 R 和 Θ 的常微分方程的定解问题。我们必须

寻找物理上的边界条件。事实上，该定解问题存在以下两个定解条件。

(1) 很明显，(r, θ) 与 (r, θ + 2π) 在物理上代表系统的同一个点，具有相同的

温度

u(r, θ) = u(r, θ + 2π) (7.3.50)

这意味着函数 u(r, θ) 是关于 θ 的周期函数，周期为 2π。条件式 (7.3.50) 称为 “周

期性边界条件”。

(2) 物理上认定，圆盘中心的温度是有限的

u(0, θ) =有限值 (7.3.51)

条件式 (7.3.51) 称为 “自然边界条件”。

这样一来，这两个条件分别与角向方程 (7.3.49b) 与径向方程 (7.3.49a) 结合，

构成两个独立的定解问题




Θ ′′ + λΘ = 0

Θ(θ + 2π) = Θ(θ)

(7.3.52a)

(7.3.52b)
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



r2R′′ + rR′ − λR = 0

R(0) =有限值

(7.3.53a)

(7.3.53b)

接下来我们将逐一求解角向和径向的定解问题，至于边界条件 (7.3.46b)，将像弦振

动和热传递问题中的初始条件一样，最后再去考虑。

我们首先求解本征值问题 (7.3.52)，考虑三种情况：

(1) λ = 0，这时方程 (7.3.52a) 的通解为 Θ(θ) = A + Bθ，其中 A 和 B 为任意

常数。这时常数解 Θ(θ) = A满足边界条件 (7.3.52b)。故将此时本征值问题 (7.3.52)

的解记为 λ0 = 0，Θ0(θ) = A0。

(2) λ < 0，这时方程 (7.3.52a) 的通解为

Θ(θ) = A cosh kθ + B sinh kθ (7.3.54)

其中，k =
√−λ，这个解不能满足周期性边界条件 (7.3.52b)，除非 A = B = 0。

(3) λ > 0，这时方程 (7.3.52a) 的通解为

Θ(θ) = A cos kθ + B sin kθ (7.3.55)

其中，k =
√

λ，A 和 B 是任意常数。解 (7.3.55) 满足周期性边界条件 (7.3.52b) 的

条件是

k = n (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.3.56)

这里 n 不取零和负值是因为 k > 0。于是本征值问题 (7.3.52) 的解为

λn = n2, Θn(θ) = An cos nθ + Bn sinnθ (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.3.57)

将上述所有的本征值 λn(n = 0, 1, 2, · · · ) 代入方程 (7.3.53a) 得到径向函数 R(r) 的

方程

r2R′′n + rR′n − n2Rn = 0 (n = 0, 1, 2, · · · ) (7.3.58)

这是一个欧拉方程。它的一般形式是

x2y′′ + αxy′ + βy = 0 (7.3.59)

欧拉方程的特征方程为

ρ2 + (α− 1) ρ + β = 0 (7.3.60)

它有两个根 ρ1 和 ρ1。如果 ρ1 6= ρ2，则式 (7.3.59) 的通解为 y = cxρ1 + dxρ2；如果

ρ1 = ρ2 = ρ，则通解为 y = cxρ + dxρ lnx。现在式 (7.3.58) 的特征方程为

ρ2 − n2 = 0 (7.3.61)
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当 n = 0 时，ρ = 0，方程 (7.3.58) 的解为

R0(r) = c0 + d0 ln r (7.3.62)

当 n = 1, 2, 3, · · · 时，ρ1 = n，ρ2 = −n，方程 (7.3.58) 的解可以写为

Rn(r) = cn

( r

a

)n

+ dn

( r

a

)−n

(7.3.63)

注意到当 r → 0 时，式 (7.3.62) 和式 (7.3.63) 给出 R0(r) →∞，Rn(r) →∞。为了
满足自然边界条件 (7.3.53b)，必须取 d0 = 0，dn = 0，这样

R0 = c0, Rn(r) = cn

( r

a

)n

(7.3.64)

于是我们由式 (7.3.47) 得到本征解

u0(r, θ) = a0 (7.3.65)

un(r, θ) =
( r

a

)n

(an cos nθ + bn sinnθ) (n = 1, 2, 3, · · · ) (7.3.66)

这里，a0 = A0c0，an = Ancn，bn = Bncn。而一般解为

u(r, θ) = a0 +
∞∑

n=1

( r

a

)n

(an cos nθ + bn sinnθ) (7.3.67)

现在我们考虑边界条件 (7.3.46b)，由式 (7.3.67) 得到

f(θ) = a0 +
∞∑

n=1

(an cos nθ + bn sinnθ) (7.3.68)

式 (7.3.68)是函数 f(θ)的傅里叶级数。其中，a0，an 和 bn 由式 (2.1.2)和式 (2.1.6)

确定，即

a0 =
1
2π

∫ 2π

0

f(θ)dθ (7.3.69a)

an =
1
π

∫ 2π

0

f(θ) cos nθdθ (7.3.69b)

bn =
1
π

∫ 2π

0

f(θ) sin nθ dθ (7.3.69c)

式 (7.3.69a) 显示了 a0 的物理意义，它是圆盘边缘温度的平均值。式 (7.3.67) 就是

定解问题 (7.3.46) 的解，它给出圆盘上任意点 (r, θ) 的温度。而圆盘中心 r = 0 的

温度为 u(0, θ) = a0，它等于圆盘边缘温度的平均值。

例 1 设圆盘边缘的温度分布为 f(x) = A cos θ，求解边值问题 (7.3.46)。
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解 这是定解问题 (7.3.46) 的一个具体例子，按照式 (7.3.69) 计算展开系数，

得到

a0 =
1
2π

∫ 2π

0

A cos θdθ = 0 (7.3.70a)

an =
1
π

∫ 2π

0

A cos θ cos nθdθ = Aδ1n (7.3.70b)

这里的运算用到式 (2.1.3)，而

bn =
1
π

∫ 2π

0

A cos θ sinnθdθ = 0 (7.3.70c)

于是一般解为

u(r, θ) =
∞∑

n=1

( r

a

)n

Aδ1n cos nθ = A
r

a
cos θ (7.3.71)

圆盘中心的温度为 u(0, θ) = 0。

例 2 设圆盘的半径 a = 1，边缘的温度分布为

f(θ) =





1 (0 < θ < π)

0 (π < θ < 2π)
(7.3.72)

如图 7.32 所示，求解边值问题 (7.3.46)。

图 7.32 半径为 1 的薄圆盘，边缘的温度分布为函数 (7.3.72)

解 这是定解问题 (7.3.46) 的一个具体例子，按照式 (7.3.69) 计算展开系数，

得到

a0 =
1
2π

∫ π

0

dθ =
1
2

(7.3.73a)

an =
1
π

∫ π

0

cos nθdθ = 0 (7.3.73b)

bn =
1
π

∫ π

0

sinnθdθ =
1

nπ
(1− cos nπ) =





0 (n = 0, 2, 4, · · · )
2

nπ
(n = 1, 3, 5, · · · )

(7.3.73c)
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代入式 (7.3.67) 得到一般解

u(r, θ) =
1
2

+
2
π

∞∑

k=0

r2k+1

2k + 1
sin(2k + 1)θ (7.3.74)

圆盘中心的温度为 u(0, θ) =
1
2
，它等于圆盘边缘温度的平均值。在 r = 1 时，式

(7.3.74) 给出

u(1, θ) =
1
2

+
2
π

∞∑

k=0

1
2k + 1

sin(2k + 1)θ (7.3.75)

按照给定的边界条件，级数 (7.3.75) 应该表示函数 (7.3.72)。为了搞清楚二者的

关系，我们考查函数 (7.3.72)。它作为圆盘边缘的温度分布，满足周期性边界条

件：f(θ + 2π) = f(θ)，如图 7.33 所示。这样它可以展开成傅里叶级数 [式 (2.1.1)]，

其中的展开系数由式 (2.1.2) 和式 (2.1.6) 确定。事实上，对于函数 (7.3.72) 计算其

展开系数时，正如式 (7.3.73)所示，可见式 (7.3.75)是函数 (7.3.72)的傅里叶级数。

为了说明这一结论，我们作出式 (7.3.75)的部分和，如图 7.34所示。可以看出当求

和项数增加时，曲线趋于函数 (7.3.72)。

图 7.33 函数 (7.3.72) 是一个以 2π 为周期的函数

图 7.34 傅里叶级数 (7.3.75) 的部分和 (前 3 项及前 10 项)

例 3 求定解问题




∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0

(
x2 + y2 < 1

)

u
∣∣
x2+y2=1 = x + y

(7.3.76a)

(7.3.76b)
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并解释结果的物理含义。

解 这是一个圆域的拉普拉斯方程的定解问题，在极坐标系表示为





1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1
r2

∂2u

∂θ2
= 0 (0 < r < 1, 0 < θ < 2π)

u(1, θ) = cos θ + sin θ (0 6 θ 6 2π)

(7.3.77a)

(7.3.77b)

这是定解问题 (7.3.46) 的一个具体例子，按照式 (7.3.69) 计算展开系数，得到

a0 =
1
2π

∫ 2π

0

(cos θ + sin θ)dθ = 0

an =
1
π

∫ 2π

0

(cos θ + sin θ) cos nθdθ

=
1
π

∫ 2π

0

cos θ cos nθdθ +
1
π

∫ 2π

0

sin θ cos nθdθ

︸ ︷︷ ︸
=0

=
1
π

∫ 2π

0

cos θ cos nθdθ = δ1n

bn =
1
π

∫ 2π

0

(cos θ + sin θ) sin nθdθ

=
1
π

∫ 2π

0

cos θ sinnθdθ

︸ ︷︷ ︸
=0

+
1
π

∫ 2π

0

sin θ sinnθdθ

=
1
π

∫ 2π

0

sin θ sinnθdθ = δ1n

代入式 (7.3.67) 得到一般解

u(r, θ) = a0 +
∞∑

n=1

rnδ1n (cos nθ + sinnθ)

= r (cos θ + sin θ)

转换到直角坐标系

u(x, y) = x + y (7.3.78)

我们从温度分布的角度解释这个结果的物理含义。所讨论的热传导系统是一个

单位圆盘，定解问题的结果是：内部温度分布 u(x, y) = x+y与边界条件 u
∣∣
x2+y2=1 =

x + y 是相同的。这表示圆盘内部与边缘的温度分布服从相同的规律，即任意一点

的温度 (不管是内部还是边缘) 都等于该点的纵、横坐标之和。
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我们进一步讨论系统的等温线，圆盘上具有相同温度的点 (x, y) 满足

x + y = c,即y = −x + c (7.3.79)

其中，c 是常数。式 (7.3.79) 就是系统的等温线，如图 7.35 所示，它是一族斜率为

−1 的平行线。特别是，图中的实线是等温线 x + y = 1，线上所有点的温度均为 1，

包括边界上的两个点：A(1, 0) 和 B(0, 1)；图中的虚线是等温线 x + y = 0，线上所

有点的温度均为 0，包括边界上的两个点：C(1/
√

2,−1/
√

2) 和 D(−1/
√

2, 1/
√

2)。

总之，圆盘上斜率为 −1 的直线所覆盖的点 (包括内部与边缘) 具有相同的温度 c[c

是该直线在 y 轴 (或 x 轴) 上的截距]。

图 7.35 圆盘内部与边缘的温度分布服从相同的规律

需要说明，对于热传导问题，由于温度 c > 0，所以实际问题的解限于 CD 右

上方的半圆区域。但是定解问题 (7.3.76) 是一般性的，没有限定具体的物理系统，

问题的解遍及整个单位圆盘。
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第 6、7章所讨论的分离变量法主要解决由齐次方程和齐次边界条件构成的定

解问题，本章我们要处理非齐次方程的问题。由于不能使用叠加原理，所以先前的

求解方法 (分离变量 → 求本征解 → 叠加 → 确定系数) 不能使用，必须采用新的

方法。一个可以处理非齐次方程定解问题的方法称为 “本征函数法”。这种方法不

需要分离变量，而是按照相应的齐次问题的边界条件，选择适当的本征函数集合，

直接写出级数形式解，再利用泛定方程和初始条件确定级数中的展开系数。这是一

种具有 “综合” 思路的方法，可以处理多种类型的定解问题。

8.1 本征函数法的引入

我们在求解两端固定弦振动的定解问题 (6.1.1) 时，最后得到的一般解为式

(6.1.24)。可以看出，这个解及相应的初始条件式 (6.1.26) 都是按本征函数集

{
sin

nπ

L
x
}

(n = 1, 2, 3, · · · ) (8.1.1)

展开的。这给我们一个启示，能否一开始就将定解问题 (6.1.1) 的一般解写成这个

本征函数集的展开式。当然，一般解 u(x, t)既包含空间变量 x，也包含时间变量 t，

因此展开系数一定是时间 t 的函数。我们可以按这样的思考，重新试解定解问题

(6.1.1)，设它的形式解为

u(x, t) =
∞∑

n=1

Tn(t) sin
nπ

L
x (8.1.2)

其中，展开系数 Tn(t)是时间 t的函数。这个解满足边界条件式 (6.1.1c)，因为最初

取空间函数为 sin(nπx/L)是由边界条件决定的 (见 6.1.1的求解过程)。事实上，在

解 (8.1.2)中取 x = 0和 x = L确实给出边界条件式 (6.1.1c)。下面我们让式 (8.1.2)

进一步满足泛定方程 (6.1.1a)和初始条件式 (6.1.1b)，为此将形式解 (8.1.2)代入方

程 (6.1.1a) 得到
∞∑

n=1

[
T ′′n (t) +

(naπ

L

)2

Tn(t)
]

sin
nπ

L
x = 0 (8.1.3)

求和中的各项是相互独立的，式 (8.1.3) 成立的必要充分条件是左边级数的每一项
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为零, 而 sin(nπx/L) 6= 0(否则导致平庸解)，因此

T ′′n (t) +
(naπ

L

)2

Tn(t) = 0 (8.1.4)

这正是分离变量法中的时间函数 T (t) 的方程 (6.1.21)，它的通解为式 (6.1.22)。将

式 (6.1.22) 代入式 (8.1.2) 立即得到

u(x, t) =
∞∑

n=1

(
Cn cos

naπ

L
t + Dn sin

naπ

L
t
)

sin
nπ

L
x (8.1.5)

这正是定解问题 (6.1.1)的一般解。至于利用初始条件式 (6.1.1b)确定展开系数 Cn

与 Dn 的过程，与 6.1.1 节完全相同。

上述这种求解定解问题的方法称为本征函数法，它的思路是直截了当的：按本

征函数集写出级数形式解 (8.1.2) 之后，只需要利用泛定方程 (6.1.1a) 和初始条件

(6.1.1b) 来确定其中的展开系数 T (t) 即可

本征函数法的关键在于选择本征函数集，而本征函数集的选择完全由定解问

题的边界条件而定。应用最为广泛的方程 X ′′(x) + λX(x) = 0 的本征函数集列在

表 6.2 和表 7.1 之中。对于未知的齐次泛定方程和齐次边界条件构成的定解问题，

可以求解相应的本征值问题




FXn = λnXn

边界条件

(8.1.6a)

(8.1.6b)

从而得到本征函数集 {Xn}。
下面我们用一个简单的例子说明本征函数法的应用。

例 用本征函数法求解下列热传导的定解问题




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = cos
3π
2L

x (0 6 x 6 L)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, u |x=L = 0 (t > 0)

(8.1.7a)

(8.1.7b)

(8.1.7c)

解 按照边界条件式 (8.1.7c)，从表 6.2 选出本征函数集
{

cos
(2n + 1)π

2L
x

}
(n = 0, 1, 2, · · · ) (8.1.8)

设定解问题 (8.1.7) 的形式解为

u(x, t) =
∞∑

n=0

Tn(t) cos
(2n + 1)π

2L
x (8.1.9)
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其中，Tn(t) 是时间 t 依赖的展开系数，将式 (8.1.9) 代入泛定方程 (8.1.7a) 得到

∞∑
n=0

{
T ′n(t) +

[
(2n + 1)πa

2L

]2

Tn(t)

}
cos

(2n + 1)π
2L

x = 0 (8.1.10)

于是

T ′n(t) +
[
(2n + 1)πa

2L

]2

Tn(t) = 0 (8.1.11)

它的通解为

Tn(t) = Cn exp

{
−

[
(2n + 1)πa

2L

]2

t

}
(8.1.12)

将式 (8.1.12) 代入式 (8.1.9) 得到

u(x, t) =
∞∑

n=0

Cn exp

{
−

[
(2n + 1)πa

2L

]2

t

}
cos

(2n + 1)π
2L

x (8.1.13)

现在利用初始条件确定展开系数 Cn，设初始温度分布为 φ(x)，我们有

φ(x) =
∞∑

n=0

Cn cos
(2n + 1)π

2L
x (8.1.14a)

利用式 (2.2.12) 得到

Cn =
2
L

∫ L

0

φ(x) cos
(2n + 1)π

2L
xdx (8.1.14b)

式 (8.1.13) 就是定解问题的一般解，其中，展开系数 Cn 由式 (8.1.14b) 确定。现在

将式 (8.1.7b) 中的初始温度 cos
3π
2L

x 代入式 (8.1.14b)，得到

Cn =
2
L

∫ L

0

cos
3π
2L

x cos
(2n + 1)π

2L
xdx

=
2
L

∫ L

0

cos
(2 · 1 + 1)π

2L
x cos

(2n + 1)π
2L

xdx = δ1n

进而将 Cn 代入式 (8.1.13) 得到

u(x, t)=
∞∑

n=0

δ1n exp

{
−

[
(2n + 1)πa

2L

]2

t

}
cos

(2n + 1)π
2L

x

= exp

[
−

(
3πa

2L

)2

t

]
cos

3π
2L

x

这就是定解问题 (8.1.7) 的一般解，它是一个简单的初等函数，其空间部分是余弦

函数，而时间部分是指数衰减函数。
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8.2 非齐次方程的解法

利用本征函数法求解定解问题的要点是：①根据边界条件选择本征函数集，写

出定解问题的级数形式解；② 将它代入泛定方程得到展开系数 Tn(t) 所满足的常

微分方程；③解出 Tn(t)后，将它代入形式解并利用初始条件确定其中的系数。这

个方法的优点是思路简洁、运算简便，更重要的是它可以用来求解非齐次方程的定

解问题。

8.2.1 一分为二法

现在求解如下非齐次波动方程 (即强迫弦振动方程) 的定解问题





∂2v

∂t2
= a2 ∂2v

∂x2
+ f(x, t) (0 < x < L, t > 0)

v|x=0 = 0, v|x=L = 0 (t > 0)

v|t=0 = 0,
∂v

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (0 6 x 6 L)

(8.2.1a)

(8.2.1b)

(8.2.1c)

首先选择本征函数集，它由相应的齐次方程

(
即

∂2v

∂t2
= a2 ∂2v

∂x2

)
和现定的齐次

边界条件式 (8.2.1b) 确定。由表 6.2 查出相应的本征函数集，即式 (8.1.1)，然后写

出形式解为

v(x, t) =
∞∑

n=1

gn(t) sin
nπ

L
x (8.2.2)

其中，gn(t) 是时间依赖的展开系数。作为函数 v(x, t) 的半幅傅里叶级数的展开系

数，它应该满足式 (2.2.2)，即

gn(t) =
2
L

∫ L

0

v(x, t) sin
nπx

L
dx (8.2.3a)

为了后面的需要，写出它的时间导数

g′n(t) =
2
L

∫ L

0

∂v(x, t)
∂t

sin
nπx

L
dx (8.2.3b)

将式 (8.2.2) 代入式 (8.2.1a) 得到

∞∑
n=1

[
g′′n(t) +

(naπ

L

)2

gn(t)
]

sin
nπ

L
x = f(x, t) (8.2.4)
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其中的驱动项 f(x, t) 是已知函数，也按该本征函数集展开

f(x, t) =
∞∑

n=1

fn(t) sin
nπ

L
x (8.2.5)

式 (8.2.5) 是函数 f(x, t) 的半幅傅里叶级数，由式 (2.2.2) 得到展开系数

fn(t) =
2
L

∫ L

0

f(x, t) sin
nπ

L
xdx (8.2.6)

现在将式 (8.2.5) 代入式 (8.2.4)，整理后得

∞∑
n=1

[
g′′n(t) +

(naπ

L

)2

gn(t)− fn(t)
]

sin
nπ

L
x = 0 (8.2.7)

由此得

g′′n(t) +
(naπ

L

)2

gn(t)− fn(t) = 0 (8.2.8)

由初始条件式 (8.2.1c) 与式 (8.2.3) 得到

gn(0) = 0, g′n(0) = 0 (8.2.9)

现在方程 (8.2.8)与初始条件式 (8.2.9)构成了常微分方程的初值问题，我们用拉普

拉斯变换法求解。为此对式 (8.2.8) 两边取拉普拉斯变换，并利用式 (8.2.9)，得到

象函数的代数方程

p2Gn(p) +
(naπ

L

)2

Gn(p)− Fn(p) = 0 (8.2.10)

其中，Gn(p) = L{gn(t)}, Fn(p) = L{fn(t)} 分别是 gn(t) 和 fn(t) 的象函数。解代

数方程 (8.2.10) 得到

Gn(p) =
Fn(p)

p2 +
(naπ

L

)2 (8.2.11)

现在对式 (8.2.11) 反演，按照卷积定理 (4.1.26)，并利用式 (4.2.2a)，得到

gn(t) =
L

naπ

∫ t

0

fn(τ) sin
naπ

L
(t− τ)dτ (8.1.12)

将式 (8.2.12) 代入式 (8.2.2)，得到

v(x, t) =
∞∑

n=1

[
L

naπ

∫ t

0

fn(τ) sin
naπ

L
(t− τ)dτ

]
sin

nπ

L
x (8.2.13)

这就是定解问题 (8.2.1) 的解，其中，fn(t) 由式 (8.2.6) 表示。
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例 设 f(x, t) = sin
2πx

L
sin

2aπt

L
，求解定解问题 (8.2.1)。

解 由式 (8.2.6) 得到

fn(t)=
2
L

∫ L

0

sin
2πx

L
sin

2aπt

L
sin

nπ

L
xdx

=
2
L

sin
2aπt

L

∫ L

0

sin
2πx

L
sin

nπ

L
xdx

= sin
2aπt

L
δ2n

代入式 (8.2.13)，得到

v(x, t)=
∞∑

n=1

δ2n

[
L

naπ

∫ t

0

sin
2aπτ

L
sin

naπ

L
(t− τ)dτ

]
sin

nπ

L
x

=
L

2aπ

[∫ t

0

sin
2aπτ

L
sin

2aπ

L
(t− τ)dτ

]
sin

2π
L

x

=
L

4aπ

(
L

2aπ
− t cos

2aπ

L
t

)
sin

2π
L

x

这就是定解问题 (8.2.1) 在给定外热源之下的解。

接下来我们进一步求解定解问题




∂2w

∂t2
= a2 ∂2w

∂x2
+ f(x, t) (0 < x < L, t > 0)

w|x=0 = 0, w|x=L = 0 (t > 0)

w|t=0 = φ(x),
∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (0 6 x 6 L)

(8.2.14a)

(8.2.14b)

(8.2.14c)

由于方程和定解条件都是线性的，我们令

w(x, t) = u(x, t) + v(x, t) (8.2.15)

其中，u(x, t) 和 v(x, t) 分别满足式 (6.1.1) 和式 (8.2.1)。这样定解问题 (8.2.14) 就

是 u(x, t) 和 v(x, t) 两个定解问题相加。事实上，将式 (8.2.15) 代入式 (8.2.14a) 有

∂2u

∂t2
+

∂2v

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
+ a2 ∂2v

∂x2
+ f(x, t) (8.2.16)

当
∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
时，有

∂2v

∂t2
= a2 ∂2v

∂x2
+ f(x, t)。可见关于 w(x, t) 的定解问题

(8.2.14) 是 u(x, t) 和 v(x, t) 两个定解问题之和。

我们的结论是，对于非齐次方程的定解问题 (8.2.14)，可以将 w(x, t)分成 u(x, t)

和 v(x, t) 两个定解问题，前者用分离变量法求解，后者用本征函数法求解。然后
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将两个结果相加就得到关于 w(x, t) 的结果，我们将这种方法称为 “一分为二法”。

这是求解非齐次方程定解问题的一个基本方法。下面我们将会看到，这样的定解问

题也可以用本征函数法一次性求解，不必分成两个定解问题，其思路和计算都更加

简单。

8.2.2 合二为一法

考查 6.1.1 节关于 u(x, t) 的定解问题和 8.2.1 节关于 v(x, t) 的定解问题的

结果

u(x, t) =
∞∑

n=1

(
Cn cos

naπ

L
t + Dn sin

naπ

L
t
)

sin
nπ

L
x =

∞∑
n=1

g(u)
n (t) sin

nπ

L
x

v(x, t) =
∞∑

n=1

[
L

naπ

∫ t

0

fn(τ) sin
naπ

L
(t− τ)dτ

]
sin

nπ

L
x =

∞∑
n=1

g(v)
n sin

nπ

L
x

而关于 w(x, t) 的定解问题的结果为

w(x, t)= u(x, t) + v(x, t)

=
∞∑

n=1

g(u)
n (t) sin

nπ

L
x +

∞∑
n=1

g(v)
n sin

nπ

L
x

=
∞∑

n=1

[
g(u)

n (t) + g(v)
n

]
sin

nπ

L
x

=
∞∑

n=1

gn(t) sin
nπ

L
x

我们看到，结果仍然是该本征函数集的展开式。这意味着关于 w(x, t) 的定解问题

不必分成 u(x, t) 和 v(x, t)，一开始就可以写出上式的形式解，然后再利用泛定方

程与初始条件确定其中的系数 gn(t)，这就是所谓 “合二为一法”。现在我们按照这

样的思路，求解下面热传导的定解问题





∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t) (0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 L)

u|x=0 = 0, u|x=L = 0 (t > 0)

(8.2.17a)

(8.2.17b)

(8.2.17c)

其中，f(x, t) 表示热源。由相应的齐次方程与边界条件式 (8.2.17c)，按照表 6.2 选

出本征函数集 {
sin

nπ

L
x
}

(n = 1, 2, 3, · · · ) (8.2.18)



8.2 非齐次方程的解法 · 231 ·

故一般解设为

u(x, t) =
∞∑

n=1

gn(t) sin
nπ

L
x (8.2.19)

其中，gn(t) 作为函数 u(x, t) 的半幅傅里叶级数的展开系数，应该满足式 (2.2.2)，

即

gn(t) =
2
L

∫ L

0

u(x, t) sin
nπ

L
xdx (8.2.20)

将驱动项 f(x, t) 也按该本征函数集展开：

f(x, t) =
∞∑

n=1

fn(t) sin
nπ

L
x (8.2.21)

其中

fn(t) =
2
L

∫ L

0

f(x, t) sin
nπ

L
xdx (8.2.22)

将式 (8.2.19) 和式 (8.2.21) 代入式 (8.2.17a) 和式 (8.2.17b)，得到

∞∑
n=1

[
g′n(t) +

(naπ

L

)2

gn(t)− fn(t)
]

sin
nπ

L
x = 0 (8.2.23)

∞∑
n=1

gn(0) sin
nπ

L
x = φ(x) (8.2.24)

由式 (8.2.23) 得到

g′n(t) +
(naπ

L

)2

gn(t) = fn(t) (8.2.25a)

式 (8.2.24) 表示 gn(0) 是函数 φ(x) 的半幅傅里叶级数的展开系数，故记

gn(0) ≡ Cn (8.2.25b)

其中

Cn =
2
L

∫ L

0

φ(x) sin
nπ

L
xdx (8.2.26)

方程 (8.2.25a)与初始条件式 (8.2.25b)构成一个常微分方程的初值问题。用拉普拉

斯变换法得到象函数的代数方程

pGn(p)− Cn +
(naπ

L

)2

Gn(p) = Fn(p) (8.2.27)

解之得

Gn(p) =
Cn + Fn(p)

p +
(naπ

L

)2 (8.2.28)
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反演后，得到

gn(t) = Cne−(naπ
L )2

t +
∫ t

0

fn(τ)e−(naπ
L )2

(t−τ)dτ (8.2.29)

将式 (8.2.29) 代入式 (8.2.19) 得到一般解

u(x, t) =
∞∑

n=1

e−(naπ
L )2

t

[
Cn +

∫ t

0

fn(τ)e(
naπ
L )2

τdτ

]
sin

nπ

L
x (8.2.30)

式 (8.2.30) 就是定解问题 (8.2.17) 的解。由式 (8.2.30) 得到系统的平均温度

U(t) =
∞∑

n=1

1− cos nπ

nπ

[
Cne−(naπ

L )2
t +

∫ t

0

fn(τ)e−(naπ
L )2

(t−τ)dτ

]
(8.2.31)

当 t = 0 时，式 (8.2.30) 给出

u(x, 0) =
∞∑

n=1

Cn sin
nπ

L
x = φ(x) (8.2.32)

它与式 (8.2.24) 是自洽的。当 f(x, t) = 0 时，式 (8.2.30) 给出

u(x, t) =
∞∑

n=1

Cne−(naπ
L )2

t sin
nπ

L
x (8.2.33)

这是相应的无源热传导问题的解。当初始温度 φ(x) = 0 时，Cn = 0，式 (8.2.30) 约

化为

u(x, t) =
∞∑

n=1

e−(naπ
L )2

t

[∫ t

0

fn(τ)e(
naπ
L )2

τdτ

]
sin

nπ

L
x (8.2.34)

相应的平均温度为

U(t) =
∞∑

n=1

1− cos nπ

nπ
e−(naπ

L )2
t

[∫ t

0

fn(τ)e(
naπ
L )2

τdτ

]
(8.2.35)

下面我们通过例题进一步讨论上述结果。

例 1 有界杆的长度为 L，其两端温度为零，已知杆内初始温度分布为常数

T。求解具有放射性衰变的热传导方程的定解问题




∂2u

∂x2
− a2 ∂u

∂t
+ Ae−αx = 0 (0 < x < L, t > 0)

u
∣∣
t=0

= T (0 6 x 6 L)

u
∣∣
x=0

= 0, u
∣∣
x=L

= 0 (t > 0)

(8.2.36a)

(8.2.36b)

(8.2.36c)

其中，A 和 α 均是常数。
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解 这个问题是定解问题 (8.2.17) 的特殊情况，在变换 a = 1/b,A = Ba2 之

下，泛定方程 (8.2.36a) 化成标准的形式

∂u

∂t
= b2 ∂2u

∂x2
+ Be−αx (8.2.37)

展开系数式 (8.2.22) 和式 (8.2.26) 给出

fn(t) =
2
L

∫ L

0

Be−αx sin
nπ

L
xdx =

2nπB
[
1− (−1)ne−αL

]

n2π2 + α2L2
(8.2.38)

Cn =
2
L

∫ L

0

T sin
nπ

L
xdx =

2T

nπ
[1− (−1)n] (8.2.39)

由此得到

gn(t) =
2T

nπ
[1− (−1)n] e−( nπ

aL )2
t +

2AL2

nπ

[
1− (−1)ne−αL

]

n2π2 + α2L2

[
1− e−( nπ

aL )2
t
]

(8.2.40)

将式 (8.2.40) 代入式 (8.2.19) 即得任意时刻的温度分布。图 8.1 显示了系统在不同

时刻的温度分布及衰变常数 A 对温度分布的影响。图 8.2 显示了系统在不同衰变

常数 A 下的平均温度。

x x
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t = 0.1

t = 0.2
0.0

0.4

0.8
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u
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, 
t)

u
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, 
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图 8.1 系统在不同 t 时刻、不同衰变常数 A 下的温度分布，曲线为部分和的前 50 项

图 8.2 系统在不同衰变常数 A 下的平均温度，曲线为部分和的前 50 项
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例 2 设 a = 1, L = π，φ(x) = 0，f(x, t) = xe−t，讨论一般解式 (8.2.34) 和平

均温度式 (8.2.35)。

解 这时式 (8.2.34) 变为

u(x, t) =
∞∑

n=1

e−n2t

[∫ t

0

fn(τ)en2τdτ

]
sinnx (8.2.41)

其中

fn(t) =
2
π

e−t

∫ π

0

x sinnxdx (8.2.42)

式 (8.2.42) 中的积分为
∫ π

0

x sinnxdx =
[

1
n2

sinnx− x

n
cos nx

]π

0

= −π
n

cos nπ =
π

n
(−1)n+1 (8.2.43)

这样式 (8.2.42) 变成

fn(t) =
2
π

e−t π

n
(−1)n+1 =

2
n

(−1)n+1e−t (8.2.44)

于是式 (8.2.41) 中的积分为

∫ t

0

fn(τ)en2τdτ =
∫ t

0

[
2
n

(−1)n+1e−τ

]
en2τdτ =

2
n

(−1)n+1

∫ t

0

e(n2−1)τdτ (8.2.45)

而其中的积分为

∫ t

0

e(n2−1)τdτ =





t (n = 1)

et − 1
n2 − 1

(n > 1)
(8.2.46)

这样式 (8.2.41) 中求和的第一项需要单独写出来，整理后得到

u(x, t) = 2te−t sinx + 2
(
et − 1

) ∞∑
n=2

(−1)n+1

n(n2 − 1)
e−n2t sinnx (8.2.47)

这就是系统在任意 t 时刻的温度分布。下面我们对它进行具体讨论，为叙述方便，

将式 (8.2.47) 写成

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) (8.2.48)

其中

u1(x, t) = 2te−t sinx (8.2.49a)

u2(x, t) = 2(et − 1)
∞∑

n=2

(−1)n+1

n(n2 − 1)
e−n2t sinnx (8.2.49b)
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首先可以看出，t = 0时，u1(x, 0) = 0和 u2(x, 0) = 0，因此 u(x, 0) = 0，这与题目给

出的条件相符合。不同时刻 t的温度分布 u(x, t)显示在图 8.3。可以看出，在任意时

刻 t，u(x, t) 呈现有峰分布。峰的高度先随 t 的增大而上升，在 t = 1 达到最高，之

后又随 t的增大而下降。在上升阶段，峰的位置逐渐趋于 x = π/2；在下降阶段，峰

的位置维持在 x = π/2。图 8.4 显示了系统中央 (x = π/2) 的温度 u(π/2, t) 随时间

t的变化,可以看出，u(π/2, t)在时刻 t = 1取极大值，计算给出 u(π/2, 1) = 0.736。

图 8.3 系统在不同 t 时刻的温度分布, 式 (8.2.47) 的求和部分取前 20 项之和

图 8.4 系统中央 (x = π/2) 温度随时间 t 的变化曲线, 式 (8.2.47) 的求和部分取前 20 项之和

为了解释上述结果，我们在图 8.5 中显示了 u1(x, t) 和 u2(x, t) 的比较。可以

看出：

(1) u1(x, t) 在任何时刻 t 呈现正弦曲线 [见式 (8.2.49a)]，在区间 [0,π] 上呈

对称分布；u2(x, t) 作为 sinnx 的求和, 应该显示振荡行为，但求和式 (8.2.49b) 中

n = 2以后的项急速衰减，所以求和的结果只有 u2(x, t) ∼ sin 2x项有明显的贡献。

(2) u1(x, t) 对总温度的贡献大于 u2(x, t)。在 t 较小的情况下，u2(x, t) 的贡献

尚可观察：它与 u1(x, t) 叠加的结果使 u(x, t) 的峰出现在 x > π/2 一侧 (图 8.3a)。

从物理上讲，这是由于热源 xe−t 在较大的 x 位置有较强的传热作用。随着 t 的增

加，式 (8.2.49b)中的因子 e−n2t 迅速减小，因此 u2(x, t)的贡献越来越小。当 t = 1

时，u2(x, t) → 0, 以致 u1(x, t) ≈ u(x, t)。当 t > 1 时，u(x, t) 的峰一直维持在中心

位置 π/2(图 8.3b)。
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(3) 由于 t 较大时 u1(x, t) ≈ u(x, t)，因此 u(x, t) 随时间 t 的变化关系基本上

可以用式 (8.2.49a) 描述，进一步求导数

du1

dt
∼ (1− t)e−t = 0 (8.2.50)

由式 (8.2.50) 可以看出, 当 t = 1 时，温度出现极大值 (图 8.5)。也正是基于式

(8.2.49a)，我们能够预言系统的稳态温度为 u(x,∞) → 0。

图 8.5 温度分量 u1(x, t) 和 u2(x, t) 的比较, u2(x, t) 的求和部分取前 20 项之和

由上述例题可以看出，利用本征函数法求解定解问题时，方程可以是非齐次

的，初始条件也可以是任意函数，关键是边界条件必须是齐次的。这样，可以选择

出恰当的本征函数集，从而写出级数形式上的一般解，然后利用方程与初始条件确

定级数中的展开系数即可。下面我们再讨论一些典型的问题，它们将涉及更多类型

的本征函数集。

8.3 有源热传导定解问题

本节利用本征函数法进一步讨论不同类型的非齐次方程的定解问题，主要涉

及外热源作用下的热传导问题。

8.3.1 绝热系统

考虑外热源作用下的绝热系统的热传导问题





∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t) (0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 L)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 (t > 0)

(8.3.1a)

(8.3.1b)

(8.3.1c)

其中，f(x, t) 表示时空依赖的外热源。
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首先由相应的齐次方程问题 (6.2.50) 与边界条件 (8.3.1c)，按照表 6.2 选出本

征函数集 {
cos

nπ

L
x
}

(n = 0, 1, 2, · · · ) (8.3.2)

故一般解设为

u(x, t) =
∞∑

n=0

gn(t) cos
nπ

L
x (8.3.3)

其中，gn(t) 作为函数 u(x, t) 的半幅傅里叶级数的展开系数，应该满足式 (2.2.4)，

即

g0(t) =
1
L

∫ L

0

u(x, t)dx (8.3.4a)

gn(t) =
2
L

∫ L

0

u(x, t) cos
nπ

L
xdx (n = 1, 2, 3, · · · ) (8.3.4b)

将驱动项 f(x, t) 也按该本征函数集展开

f(x, t) =
∞∑

n=0

fn(t) cos
nπ

L
x (8.3.5)

其中

f0(t) =
1
L

∫ L

0

f(x, t)dx (8.3.6a)

fn(t) =
2
L

∫ L

0

f(x, t) cos
nπ

L
xdx (n = 1, 2, 3, · · · ) (8.3.6b)

将式 (8.3.3) 和式 (8.3.5) 代入式 (8.3.1a) 和式 (8.3.1b)，得到

∞∑
n=0

[
g′n(t) +

(naπ

L

)2

gn(t)− fn(t)
]

cos
nπ

L
x = 0 (8.3.7)

∞∑
n=0

gn(0) cos
nπ

L
x = φ(x) (8.3.8)

由式 (8.3.7) 得到

g′n(t) +
(naπ

L

)2

gn(t) = fn(t) (8.3.9a)

式 (8.3.8) 表示 gn(0) 是函数 φ(x) 的半幅傅里叶级数的展开系数，故记

gn(0) ≡ Cn (n = 0, 1, 2, · · · ) (8.3.9b)

其中

C0 =
1
L

∫ L

0

φ(x)dx (8.3.10a)
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Cn =
2
L

∫ L

0

φ(x) cos
nπ

L
xdx (n = 1, 2, 3, · · · ) (8.3.10b)

式 (8.3.9) 是一个常微分方程的初值问题。我们用拉普拉斯变换法求解, 象函数的

代数方程为

pGn(p)− Cn +
(naπ

L

)2

Gn(p) = Fn(p) (8.3.11)

解之得

Gn(p) =
Cn + Fn(p)

p +
(naπ

L

)2 (8.3.12)

反演后，得到

gn(t) = Cne−(naπ
L )2

t +
∫ t

0

fn(τ)e−(naπ
L )2

(t−τ)dτ (8.3.13)

将式 (8.3.13) 代入式 (8.3.3) 得到一般解

u(x, t) =
∞∑

n=0

e−(naπ
L )2

t

[
Cn +

∫ t

0

fn(τ)e(
naπ
L )2

τdτ

]
cos

nπ

L
x (8.3.14)

式 (8.3.14) 就是定解问题 (8.3.1) 的解。当 f(x, t) = 0 时, 式 (8.3.14) 给出

u(x, t) = C0 +
∞∑

n=1

Cn exp
[
−

(naπ

L

)2

t

]
cos

nπ

L
x (8.3.15)

其中，C0 和 Cn 由式 (8.3.10) 表示，这与相应的无源热传导问题 (6.2 节例 7) 的结

果是相同的。

例 1 求解绝热系统的具有放射性衰变的热传导方程的定解问题 (8.3.1)，设

f(x, t) = Ae−αx, φ(x) = T , 其中 A，α，T 均是正常数。

解 当 n = 0 时，展开系数为

f0(t) =
1
L

∫ L

0

f(x, t)dx =
A

Lα

(
1− e−αL

)
(8.3.16a)

C0 =
1
L

∫ L

0

φ(x)dx = T (8.3.16b)

初值问题 (8.3.9) 给出 



g′0(t) =
A

Lα

(
1− e−αL

)

g0(0) = T

(8.3.17a)

(8.3.17b)

它的解为

g0(t) = T +
A

Lα

(
1− e−αL

)
t (8.3.18)
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当 n = 1, 2, 3, · · · 时，展开系数为

fn(t) =
2A

L

∫ L

0

e−αx cos
nπ

L
xdx = 2αAL

1− e−αL cos nπ

(αL)2 + (nπ)2
(8.3.19)

Cn =
2
L

∫ L

0

T cos
nπ

L
xdx = 0 (n = 1, 2, 3, · · · ) (8.3.20)

式 (8.3.13) 给出

gn(t) =
2αAL3

(naπ)2
1− e−αL cos nπ

(αL)2 + (nπ)2
[
1− e−(naπ

L )2
t
]

(8.3.21)

由式 (8.3.18) 和式 (8.3.21) 得到定解问题的解

u(x, t) =T +
A

Lα

(
1− e−αL

)
t

+
2αAL3

(aπ)2

∞∑
n=1

1
n2

1− e−αL cos nπ

(αL)2 + (nπ)2
[
1− e−(naπ

L )2
t
]
cos

nπ

L
x

(8.3.22)

由式 (8.3.22) 得到：u(x, 0) = T，而 u(x,∞) → ∞。
例 2 设 f(x, t) = A sinωt, φ(x) = 0, 求解定解问题 (8.3.1)。

解 展开系数为

f0(t) =
1
L

∫ L

0

A sinωtdx = A sinωt (8.3.23a)

fn(t) =
2
L

∫ L

0

A sinωt cos
nπ

L
xdx = 0 (n = 1, 2, 3, · · · ) (8.3.23b)

Cn = 0 (n = 0, 1, 2, · · · ) (8.3.23c)

当 n = 0 时，初值问题 (8.3.9) 给出




g′0(t) = A sinω t

g0(0) = 0

(8.3.24a)

(8.3.24b)

它的解为

g0(t) =
A

ω
(1− cos ω t) (8.3.25)

当 n = 1, 2, 3, · · · 时，初值问题 (8.3.9) 给出




g′n(t) +
(naπ

L

)2

gn(t) = 0

gn(0) = 0

(8.3.26a)

(8.3.26b)
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它的解为

gn(t) = gn(0) exp
[
−

(naπ

L

)2

t

]
= 0 (8.3.27)

由式 (8.3.25) 和式 (8.3.27) 得到本定解问题的解

u(x, t) =
∞∑

n=0

gn(t) cos
nπ

L
x =

A

ω
(1− cos ωt) (8.3.28)

结果表明，系统的温度以 ω 为角频率做简谐振荡，与空间变量没有关系。

8.3.2 绝热–耗散系统

考虑外热源作用下的绝热–耗散系统的热传导问题




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t) (0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 L)

u|x=0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 (t > 0)

(8.3.29a)

(8.3.29b)

(8.3.29c)

其中，f(x, t) 表示时空依赖的外热源。

由相应的齐次方程与边界条件式 (8.3.29c)，按照表 6.2 选出本征函数集
{

sin
(2n + 1)π

2L
x

}
(n = 0, 1, 2, · · · ) (8.3.30)

故一般解设为

u(x, t) =
∞∑

n=0

gn(t) sin
(2n + 1)π

2L
x (8.3.31)

其中，gn(t) 满足初值问题





g′n(t) +
[
(2n + 1)πa

2L

]2

gn(t) = fn(t)

gn(0) ≡ Cn

(8.3.32a)

(8.3.32b)

其中

fn(t) =
2
L

∫ L

0

f(x, t) sin
(2n + 1)π

2L
xdx (8.3.33a)

Cn =
2
L

∫ L

0

φ(x) sin
(2n + 1)π

2L
xdx (8.3.33b)

用拉普拉斯变换法解初值问题 (8.3.32)，得到
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gn(t) = Cne−[ (2n+1)πa
2L ]2t +

∫ t

0

fn(τ)e−[ (2n+1)πa
2L ]2(t−τ)dτ (8.3.34)

将式 (8.3.34) 代入式 (8.3.31) 得到一般解

u(x, t) =
∞∑

n=0

e−[ (2n+1)πa
2L ]2t

{
Cn +

∫ t

0

fn(τ)e[
(2n+1)πa

2L ]2τdτ

}
sin

(2n + 1)π
2L

x (8.3.35)

式 (8.3.35) 就是定解问题 (8.3.29) 的解。

例 3 设 a = 1, L = π, φ(x) = sin
x

2
，f(x, t) = sin

x

2
，求解定解问题 (8.3.29)。

解 展开系数为

fn(t) =
2
π

∫ π

0

sin
(2 · 0 + 1)

2
x sin

(2n + 1)
2

xdx = δ0n (8.3.36a)

Cn =
2
π

∫ π

0

sin
(2 · 0 + 1)

2
x sin

(2n + 1)
2

xdx = δ0n (8.3.36b)

式 (8.3.35) 给出任意时刻的温度

u(x, t)=
∞∑

n=0

δ0ne−
(2n+1)2

4 t sin
(2n + 1)

2
x +

∫ t

0

dτ
∞∑

n=0

δ0ne−
(2n+1)2

4 (t−τ) sin
(2n + 1)

2
x

= e−t/4 sin
x

2
+ sin

x

2
e−t/4

∫ t

0

eτ/4dτ

= e−t/4 sin
x

2
+ 4

(
1− e−t/4

)
sin

x

2

=
(
4− 3e−t/4

)
sin

x

2

这个结果是容易理解的，如果不存在外热源 [f(x, t) = 0]，则系统的状态为

T0(t)X0(x) = e−t/4 sin
x

2
，它不是叠加态，而是系统的第一个本征态 (即基态 n = 0)。

这时系统将按固有的指数衰减方式 e−t/4 耗散热量，而任意 t 时刻的温度分布为

sin
x

2
。如果存在外热源但它的供热方式与系统的本征行为无关，它对系统温度的贡

献来自式 (8.3.34) 的第二项。而现在的热源 4
(
1− e−t/4

)
sin

x

2
与系统的本征态具

有相同的 “位相”，是可以 “相干叠加” 的。其结果，系统处于自身行为与外界作用

的叠加态
(
4− 3e−t/4

)
sin

x

2
。这是一种 “相长干涉”，随着时间 t 的增加，系统温度

的分布 sin
x

2
不变，但每一点的温度都按 4

(
1− e−t/4

)
规律升高，如图 8.6 所示。



· 242 · 第 8 章 本征函数法

图 8.6 系统在不同时刻的温度分布及后端温度的时间演化

8.3.3 绝热–辐射系统

考虑外热源作用下的绝热–辐射系统的热传导问题




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t) (0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 L)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,

[
u + h

∂u

∂x

]

x=L

= 0 (t > 0)

(8.3.37a)

(8.3.37b)

(8.3.37c)

其中，f(x, t) 表示热源。

由相应的齐次方程问题 (6.4.35) 及边界条件 (8.3.37c) 选出本征函数集
{

cos
µn

L
x
}

(n = 1, 2, 3, · · · ) (8.3.38)

其中，µn 是超越方程 cot µ = αµ 的第 n 个根 (见 6.4.2 节)，故一般解设为

u(x, t) =
∞∑

n=1

gn(t) cos
µn

L
x (8.3.39)

其中，gn(t) 满足初值问题




g′n(t) +
(µna

L

)2

gn(t) = fn(t)

gn(0) ≡ Cn

(8.3.40a)

(8.3.40b)

其中

fn(t) =
2

L

(
1 +

sin 2µn

2µn

)
∫ L

0

f(x, t) cos
µn

L
xdx (8.3.41a)

Cn =
2

L

(
1 +

sin 2µn

2µn

)
∫ L

0

φ(x) cos
µn

L
xdx (8.3.41b)
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式 (8.3.40) 是一个常微分方程的初值问题，用拉普拉斯变换法解之，得到

gn(t) = Cne−(µna
L )2

t +
∫ t

0

fn(τ)e−(µna
L )2

(t−τ)dτ (8.3.42)

将式 (8.3.42) 代入式 (8.3.39) 得到一般解

u(x, t) =
∞∑

n=1

e−(µna
L )2

t

[
Cn +

∫ t

0

fn(τ)e(
µna

L )2
τdτ

]
cos

µn

L
x (8.3.43)

式 (8.3.43) 就是定解问题 (8.3.37) 的解。当 f(x, t) = 0 时，式 (8.3.43) 给出

u(x, t) =
∞∑

n=1

Cn exp
[
−

(µna

L

)2

t

]
cos

µn

L
x (8.3.44)

其中，Cn 由式 (8.3.41b) 表示，这与相应的无源热传导问题的结果式 (6.4.42) 是相

同的。

例 4 设 a = 1，L = 1，φ(x) = x(1 − x)，f(x, t) = cos µ1x cos t，求解定解问

题 (8.3.37)。

解 展开系数为

fn(t) =
cos t

∫ 1

0

cos µ1x cos µnxdx

L

2

[
1 +

sin 2µn

2µn

] = δ1n cos t (8.3.45)

一般解式 (8.3.43) 给出

u(x, t)=
∫ t

0

cos τ

[ ∞∑
n=1

δ1ne−µ2
n(t−τ) cos µnx

]
dτ +

∞∑
n=1

Cne−µ2
nt cos µnx

= e−µ2
1t

[∫ t

0

cos τeµ2
1τdτ

]
cos µ1x +

∞∑
n=1

Cne−µ2
nt cos µnx

=
sin t + µ2

1 cos t− µ2
1e
−µ2

1t

1 + µ4
1

cos µ1x +
∞∑

n=1

Cne−µ2
nt cos µnx

利用部分和 (前 5 项) 表示一般解

u(x, t) ≈ sin t + µ2
1 cos t− µ2

1e
−µ2

1t

1 + µ4
1

cos µ1x +
5∑

n=1

Cne−µ2
nt cos µnx (8.3.46)

其中，µn 和 Cn 分别由式 (6.4.47) 和式 (6.4.49) 给出。而平均温度为

U(t) ≈ sinµ1

µ1

sin t + µ2
1 cos t− µ2

1e
−µ2

1t

1 + µ4
1

+
5∑

n=1

Cn
sinµn

µn
e−µ2

nt (8.3.47)
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利用式 (8.3.46)和式 (8.3.47)作出系统在不同时刻的温度分布及平均温度的时间演

化，如图 8.7 所示。与相应的无源热传导问题 (图 6.21 与图 6.22) 不同，现在系统

的温度随时间上升，这是外热源作用的结果。

图 8.7 系统在不同时刻的温度分布及平均温度随时间的演化

8.3.4 吸收–耗散系统

考虑外热源作用下的吸收–耗散系统的热传导问题




∂w

∂t
=

∂2w

∂x2
+ f(x, t) (0 < x < 1, t > 0)

w|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 1)

w |x=0 = 0 ,

[
w − η

∂w

∂x

]

x=L

= 0 (t > 0)

(8.3.48a)

(8.3.48b)

(8.3.48c)

其中，η > 0, f(x, t) 表示时空依赖的外热源。

我们用 “一分为二法” 处理这个问题，令

w(x, t) = u(x, t) + v(x, t) (8.3.49)

其中，u(x, t) 的定解问题 (7.1.1) 在第 7 章已经讨论过，而 v(x, t) 的定解问题为




∂v

∂t
=

∂2v

∂x2
+ f(x, t) (0 < x < 1, t > 0)

v|t=0 = 0 (0 6 x 6 1)

v |x=0 = 0 ,

[
v − η

∂v

∂x

]

x=L

= 0 (t > 0)

(8.3.50a)

(8.3.50b)

(8.3.50c)

由相应的齐次方程问题 (7.1.1)和边界条件式 (8.3.50c)，选出本征函数集 [式 (7.1.24)]：

sinhµ0x, {sinµnx} (n = 1, 2, 3, · · · ) (8.3.51)

其中，µ0 是 tanhµ = βµ 的解，而 µn 是 tanµ = βµ 的第 n 个正根。设式 (8.3.50a)

的形式解为

v(x, t) = g0(t) sinhµ0x +
∞∑

n=1

gn(t) sin µnx (8.3.52)
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其中，g0(t) 和 gn(t) 相当于式 (7.1.20) 中的展开系数 c0 和 cn，从式 (7.1.23) 得到

g0(t) =
2

sinh 2µ0

2µ0
− 1

∫ 1

0

v(x, t) sinhµ0xdx (8.3.53a)

gn(t) =
2

1− sin 2µn

2µn

∫ 1

0

v(x, t) sin µnxdx (n = 1, 2, 3, · · · ) (8.3.53b)

将源项 f(x, t) 也按该本征函数集展开

f(x, t) = f0(t) sinhµ0x +
∞∑

n=1

fn(t) sin µnx (8.3.54)

其中，展开系数为

f0(t) =
2

sinh 2µ0

2µ0
− 1

∫ 1

0

f(x, t) sinhµ0xdx (8.3.55a)

fn(t) =
2

1− sin 2µn

2µn

∫ 1

0

f(x, t) sin µnxdx (n = 1, 2, 3, · · · ) (8.3.55b)

将形式解式 (8.3.52) 及式 (8.3.54) 代入式 (8.3.50a)，得到

g′0(t) sinhµ0x +
∞∑

n=1

g′n(t) sin µnx

= µ2
0g0(t) sinhµ0x−

∞∑
n=1

µ2
ngn(t) sin µnx + f0(t) sinhµ0x +

∞∑
n=1

fn(t) sin µnx

(8.3.56)

式 (8.3.56) 两边比较 sinhµ0x 的系数，并利用式 (8.3.53a) 和式 (8.3.50b) 得到




g′0(t) = µ2
0g0(t) + f0(t)

g0(0) = 0

(8.3.57a)

(8.3.57b)

式 (8.3.56) 两边比较 sinµnx 的系数，并利用式 (8.3.53b) 和式 (8.3.50b)，得到




g′n(t) = −µ2
ngn(t) + fn(t)

gn(0) = 0 (n = 1, 2, 3, · · · )
(8.3.58a)

(8.3.58b)

用拉普拉斯变换法分别求解初值问题 (8.3.57) 和式 (8.3.58)，得到

g0(t) =
∫ t

0

f0(τ)eµ2
0(t−τ)dτ (8.3.59a)
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gn(t) =
∫ t

0

fn(τ)e−µ2
n(t−τ)dτ (n = 1, 2, 3, · · · ) (8.3.59b)

将式 (8.3.59) 代入形式解式 (8.3.52) 得到

v(x, t) =
[∫ t

0

f0(τ)eµ2
0(t−τ)dτ

]
sinhµ0x +

∞∑
n=1

[∫ t

0

fn(τ)e−µ2
n(t−τ)dτ

]
sinµnx

(8.3.60)

因此，定解问题 (8.3.48) 的解为式 (7.1.19) 与式 (8.3.60) 相加，即

w(x, t) = c0eµ2
0t sinhµ0x +

∞∑
n=1

cne−µ2
nt sinµnx

+
[∫ t

0

f0(τ)eµ2
0(t−τ)dτ

]
sinhµ0x +

∞∑
n=1

[∫ t

0

fn(τ)e−µ2
n(t−τ)dτ

]
sinµnx

=
[
c0eµ2

0t +
∫ t

0

f0(τ)eµ2
0(t−τ)dτ

]
sinhµ0x

+
∞∑

n=1

[
cne−µ2

nt +
∫ t

0

fn(τ)e−µ2
n(t−τ)dτ

]
sinµnx (8.3.61)

其中，c0 和 cn 由式 (7.1.23) 给出。在式 (8.3.61) 中，当源项 f(x, t) = 0 时，约化为

定解问题 (7.1.1) 的结果式 (7.1.19)。

例 5 在定解问题 (8.3.48) 中，设 η = 1/2，初始温度分布 [见式 (7.1.31)] 为

φ(x) = sinhµ0x− sinhµ0

sinµ1
sinµ1x (8.3.62)

源项为

f(x) = A sinhµ0x (8.3.63)

其中，A 是常数，求解该定解问题。

解 由式 (8.3.55) 得到展开系数

f0(t) = A, fn(t) = 0 (n = 1, 2, 3, · · · ) (8.3.64)

由此式 (8.3.61) 变成

w(x, t) =

(
c0eµ2

0t + A
eµ2

0t − 1
µ2

0

)
sinhµ0x +

∞∑
n=1

cne−µ2
nt sinµnx (8.3.65)

由式 (8.3.65) 得到平均温度

U(t) =
cosh µ0 − 1

µ0

(
c0eµ2

0t + A
eµ2

0t − 1
µ2

0

)
+

∞∑
n=1

cn
1− cos µn

µn
e−µ2

nt (8.3.66)
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式 (8.3.65) 和式 (8.3.66) 在 A = 0 时约化为无源热传导的结果 (见 7.1.1 节)。对于

初始温度分布 (8.3.62)，由式 (7.1.32) 有 c0 = 1，cn = − sinhµ0

sinµ1
δ1n，于是式 (8.3.65)

和式 (8.3.66) 变为

w(x, t) =

(
eµ2

0t + A
eµ2

0t − 1
µ2

0

)
sinhµ0x− sinhµ0

sinµ1
exp(−µ2

1t) sin µ1x (8.3.67)

U(t) =
cosh µ0 − 1

µ0

(
eµ2

0t + A
eµ2

0t − 1
µ2

0

)
− sinhµ0 tan(µ1/2)

µ1
exp(−µ2

1t) (8.3.68)

式 (8.3.67) 和式 (8.3.68) 在 A = 0 时约化为相应无源热传导的结果，即式 (7.1.33)

与式 (7.1.34)。利用式 (7.1.25) 的 µ0 和 µ1 值，作出平均温度 (8.3.68) 在不同热源

常数 A 下随时间演化的曲线，如图 8.8 所示。当 A = 0 时，约化为图 7.9(b)，当

A > 0 时，源项使系统的温度升高，当 A < 0 时，源项使系统的温度降低。

图 8.8 平均温度在不同热源常数 A 下随时间演化的曲线

8.4 泊松方程的定解问题

考虑有源的稳态二维热传导问题：一个边长为 a 和 b 的矩形薄片置于 x-y 平

面的第一象限，其周边温度为零，外热源为任意函数 f(x, y)。确定薄片上的温度分

布 u(x, y)，即求解下面泊松方程的定解问题




∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= f(x, y) (0 < x < a, 0 < y < b)

u(x, 0) = 0, u(x, b) = 0 (0 6 x 6 a)

u(0, y) = 0, u(a, y) = 0 (0 6 y 6 b)

(8.4.1a)

(8.4.1b)

(8.4.1c)

我们用本征函数法求解这一定解问题。首先注意到，函数

Vmn(x, y) = sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y (m,n = 1, 2, 3, · · · ) (8.4.2)
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是二维拉普拉斯算符的本征函数，事实上

∇2Vmn(x, y)=
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
sin

mπ

a
x sin

nπ

b
y

= sin
nπ

b
y

∂2

∂x2

(
sin

mπ

a
x
)

+ sin
mπ

a
x

∂2

∂y2

(
sin

nπ

b
y
)

= −
(mπ

a

)2

sin
nπ

b
y sin

mπ

a
x−

(nπ

b

)2

sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y

= −
[(mπ

a

)2

+
(nπ

b

)2
]

sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y

其中

λmn =
(mπ

a

)2

+
(nπ

b

)2

(8.4.3)

是本征值。这样我们可以将方程 (8.4.1a) 的解写成该本征函数集的展开式

u(x, y) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

Amn sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y (8.4.4)

为了确定展开系数 Amn，我们将式 (8.4.4) 代入式 (8.4.1a)，并利用式 (8.4.3)，得到

∞∑
m=1

∞∑
n=1

−Amnλmn sin
mπ

a
x sin

nπ

b
y = f(x, y) (8.4.5)

式 (8.4.5) 是函数 f(x, y) 的二元傅里叶级数，由式 (6.3.22b) 得到展开系数

Amn = − 4
abλmn

∫ b

0

∫ a

0

f(x, y) sin
mπ

a
x sin

nπ

b
ydxdy (8.4.6)

式 (8.4.4)不但满足泛定方程 (8.4.1a)，也满足边界条件式 (8.4.1b)和式 (8.4.1c)，它

就是定解问题 (8.4.1) 的解，其中，Amn 由式 (8.4.6) 表示。

我们进而考虑定解问题





∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= f(x, y) (0 < x < a, 0 < y < b)

u(x, 0) = f1(x), u(x, b) = f2(x) (0 6 x 6 a)

u(0, y) = g1(y), u(a, y) = g2(y) (0 6 y 6 b)

(8.4.7a)

(8.4.7b)

(8.4.7c)

这个问题是图 8.9 所示两个定解问题的相加，它们的结果分别显示在式 (8.4.4) 和

式 (7.3.29)。
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图 8.9 两个定解问题

例 1 设 a = b = 1，f(x, y) = T0，求解定解问题 (8.4.1)。

解 首先利用式 (8.4.6) 求出展开系数

Amn = − 4T0

λmn

∫ 1

0

∫ 1

0

sin
mπ

a
x sin

nπ

b
ydxdy = − 4T0

λmn

[1− (−1)m]
πm

[1− (−1)n]
πn

(8.4.8)

其中

λmn = (mπ)2 + (nπ)2 (8.4.9)

由式 (8.4.4) 得到

u(x, y)= −16T0

π4

∑
m=1,3,···

∑
n=1,3,···

sinmπx sinnπy

mn(m2 + n2)

= −16T0

π4

∞∑

k=0

∞∑

l=0

sin(2k + 1)πx sin(2l + 1)πy

(2k + 1)(2l + 1) [(2k + 1)2 + (2l + 1)2]

这就是定解问题的解。

例 2 求解定解问题





∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= T0 (0 < x < 1, 0 < y < 1)

u(x, 0) = 0, u(x, b) = T (0 6 x 6 1)

u(0, y) = 0, u(a, y) = 0 (0 6 y 6 1)

(8.4.10a)

(8.4.10b)

(8.4.10c)

解 它是定解问题 (7.3.14) 和本节例 1 定解问题的相加，结果为

u(x, y)=
4T

π

∞∑

k=0

sin(2k + 1)πx sinh(2k + 1)πy

(2k + 1) sinh(2k + 1)π

−16T0

π4

∞∑

k=0

∞∑

l=0

sin(2k + 1)πx sin(2l + 1)πy

(2k + 1)(2l + 1) [(2k + 1)2 + (2l + 1)2]
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利用式 (7.3.19)，中心点温度为

u

(
1
2
,
1
2

)
=

2T

π

∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)
sech

(2k + 1)π
2

−16T0

π4

∞∑

k=0

∞∑

l=0

(−1)k+l

(2k + 1)(2l + 1) [(2k + 1)2 + (2l + 1)2]

= 0.25T − 0.074T0

例 3 在单位圆内求解泊松方程的定解问题





∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= −2x (x2 + y2 < 1)

u
∣∣
x2+y2=1 = 0

(8.4.11a)

(8.4.11b)

解 这是圆域内泊松方程的定解问题，我们采用极坐标系，则式 (8.4.11)变为




1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1
r2

∂2u

∂θ2
= −2r cos θ (0 < r < 1)

u |r=1 = 0

(8.4.12a)

(8.4.12b)

由 7.3.2 节的讨论中可知，与式 (8.4.12) 相应的齐次问题在周期性边界条件之下有

角向本征函数

Θn(θ) = An cos nθ + Bn sinnθ (n = 0, 1, 2, · · · ) (8.4.13)

设方程 (8.4.12a) 的解可以按该本征函数集展开，即

u(r, θ) =
∞∑

n=0

gn(r) (An cos nθ + Bn sinnθ) (8.4.14a)

式 (8.4.14a) 也可以写成

u(r, θ) =
∞∑

n=0

An(r) cos nθ + Bn(r) sin nθ (8.4.14b)

其中，An(r) 和 Bn(r) 是 r 依赖的展开系数。将式 (8.4.14b) 代入式 (8.4.12a), 得到

∞∑
n=0





[
A′′n(r) +

1
r
A′n(r)− n2

r2
An(r)

]
cos nθ

+
[
B′′

n(r) +
1
r
B′

n(r)− n2

r2
Bn(r)

]
sinnθ





= −2r cos θ (8.4.15)
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两边分别比较 cos nθ, sin nθ 的系数，得到

A′′1(r) +
1
r
A′1(r)−

1
r2

A1(r) = −2r (8.4.16a)

A′′n(r) +
1
r
A′n(r)− n2

r2
An(r) = 0 (n 6= 1) (8.4.16b)

B′′
n(r) +

1
r
B′

n(r)− n2

r2
Bn(r) = 0 (n = 0, 1, 2, · · · ) (8.4.16c)

边界条件 (8.4.12b) 给出

An(1) = 0, Bn(1) = 0 (8.4.17a)

而自然边界条件要求

An(0) =有限值, Bn(0) =有限值 (8.4.17b)

我们首先求解 (8.4.16a)，相应的齐次方程是 n = 1 的欧拉方程 [见 (7.3.58)]，通解

为 C1r +C2r
−1；而非齐次方程 (8.4.16a)有特解 −r3/4，故方程 (8.4.16a)的通解为

A1(r) = C1r + C2r
−1 − 1

4
r3 (8.4.18)

由 A1(0) = 有限值，得 C2 = 0，再由 A1(1) = 0 得 C1 = 1/4，故

A1(r) =
1
4
r − 1

4
r3 (8.4.19)

而方程 (8.4.16b) 的解为

A0(r) = c0 + d0 ln r (8.4.20a)

An(r) = cnrn + dnr−n (n = 2, 3, 4, · · · ) (8.4.20b)

由 A0(0) = 有限值，得 d0 = 0，由 An(0) = 有限值，得 dn = 0；由 A0(1) = 0 得

c0 = 0，由 An(1) = 0 得 cn = 0，故式 (8.4.16b) 的解为 An(r) = 0(n 6= 1)。同理可

证式 (8.4.16c) 中 Bn(r) = 0。这样只有 A1(r) 6= 0，将式 (8.4.19) 代入式 (8.4.14b)，

得到定解问题 (8.4.12) 的解

u(r, θ) = A1(r) cos θ =
1
4

(
1− r2

)
r cos θ (8.4.21)

化成直角坐标即为

u(x, y) =
1
4
x

[
1− (

x2 + y2
)]

(8.4.22)

这个问题还可以用观察法求解。从原定解问题 (8.4.11) 看，对解 u(x, y) 求

x, y 的二阶导数后得到 x 的一次方，所以解含有因子 x3。另外在边界上要满足

x2 + y2 = 1，解中应含有因子
(
x2 + y2 − 1

)
。综合起来可以设

u(x, y) = Ax
(
x2 + y2 − 1

)
(8.4.23)
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代入原方程得
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

) [
Ax

(
x2 + y2 − 1

)]
= 8Ax = −2x (8.4.24)

故 A = −1/4，代入式 (8.4.23)，即得解 (8.4.22)。

本节用本征函数法求解了一些典型的定解问题。我们看到，求解非齐次方程定

解问题的关键是根据相应的齐次问题，选择本征函数集，继而求解初始条件为零的

定解问题，然后将结果与相应齐次问题的解相加即可。关于本征函数集的选择，我

们已经得到许多有意义的结果。如果遇到新的本征值问题，则首先求解本征方程，

得到本征函数，再用它的集合表示相应定解问题的形式解。下面我们讨论如何用本

征函数法处理具有非齐次边界条件的定解问题。

8.5 非齐次边界条件的处理

本征函数法能够用来进一步处理具有非齐次边界条件的定解问题。处理这类

问题的思想方法是把边界条件齐次化。具体而言，就是选择一个适当的辅助函数

Ω(x, t)

u(x, t) = v(x, t) + Ω(x, t) (8.5.1)

使得关于 v(x, t) 的定解问题具有齐次边界条件。而对于这样的定解问题，我们有

上述的一分为二与合二为一的方法予以求解。我们先举两个简单的例子。

对于定解问题 



∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2

u|t=0 = φ(x)

u|x=0 = T,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0

(8.5.2a)

(8.5.2b)

(8.5.2c)

这里 x = 0 端为非齐次边界条件。选辅助函数 Ω = T，则关于 v(x, t) 的定解问

题是 



∂v

∂t
= a2 ∂2v

∂x2

v|t=0 = φ(x)− T

v|x=0 = 0,
∂v

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0

(8.5.3a)

(8.5.3b)

(8.5.3c)

现在边界条件已经被齐次化，初始条件仍是任意函数。这个问题可以用分离变量法

解决。再比如，对于边界条件为

u|x=0 = T1, u|x=L = T2 (8.5.4a)
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的热传导问题，选

Ω =
T2 − T1

L
x + T1 (8.5.4b)

则边界条件变为 v|x=0 = 0, v|x=L = 0。

一般情况下，边界条件的表达式是时间的函数，因此辅助函数在包含空间变量

的同时也是时间的函数。对于一维波动方程 (5.1.6)与一维热传导方程 (5.2.10)，存

在与表 6.2 相应的 4 类非齐次边界条件的组合 (表 8.1)。容易验证，对于每一种组

合，都存在相应的辅助函数 Ω(x, t)，使边界条件齐次化。

表 8.1 不同非齐次边界条件组合下的辅助函数

u|x=0 = u1(t), u|x=L = u2(t)： Ω =
u2(t)− u1(t)

L
x + u1(t)

u|x=0 = u1(t),
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= u2(t)： Ω = u2(t)x + u1(t)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= u1(t), u|x=L = u2(t)： Ω = u1(t)x + u2(t)− Lu1(t)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= u1(t),
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= u2(t)： Ω =
u2(t)− u1(t)

2L
x2 + u1(t)x

边界条件被齐次化之后，新的定解问题可以按照本章所述的本征函数法予以

解决。特别要指出的是，如果非齐次方程中的自由项 f 和边界条件的表达式都不

含时间 t，则可以选择适当的辅助函数 Ω(x)，使得方程与边界条件同时齐次化，这

就是所谓 “辅助函数法”。我们以下列定解问题为例说明




∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x) (0 < x < L, t > 0)

u|x=0 = b, u|x=L = c (t > 0)

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (0 6 x 6 L)

(8.5.5a)

(8.5.5b)

(8.5.5c)

其中，f(x)不含时间，而 b和 c都是常数。将 u(x, t) = v(x, t)+Ω(x)代入式 (8.5.5a)

和式 (8.5.5b)，得到




∂2v

∂t2
= a2 ∂2v

∂x2
+ a2 ∂2Ω

∂x2
+ f(x)

v(0) + Ω(0) = b, v(L) + Ω(L) = c

(8.5.6a)

(8.5.6b)

为使关于 v(x, t) 的方程和边界条件都变成齐次的，按下列条件选取辅助函数




a2 ∂2Ω
∂x2

+ f(x) = 0

Ω(0) = b,Ω(L) = c

(8.5.7a)

(8.5.7b)
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解式 (8.5.7) 得到

Ω(x) = b +
c− b

L
x + F (x) +

F (0)− F (L)
L

x− F (0) (8.5.8)

其中

F (x) = − 1
a2

∫ ∫
f(x)dxdx (8.5.9)

对于具体的问题，将 f(x) 代入式 (8.5.9)，完成积分后将 F (x) 代入式 (8.5.8) 即可

确定 Ω(x)，从而 v(x, t) 的定解问题为




∂2v

∂t2
= a2 ∂2v

∂x2

v|x=0 = 0, v|x=L = 0

v|t=0 = φ(x)− Ω(x),
∂v

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x)

(8.5.10a)

(8.5.10b)

(8.5.10c)

这里方程与边界条件都已经齐次化，它是熟知的两端固定的弦振动问题 (见 6.1.1

节)。

例 1 设 f(x) = A, b = 0, φ(x) = 0, ψ(x) = 0，求解定解问题 (8.5.5)。

解 首先求出式 (8.5.9) 的函数

F (x) = − 1
a2

∫ [∫
Adx

]
dx = − A

a2

∫
xdx =− A

2a2
x2 (8.5.11)

辅助函数为

Ω(x) = b +
c− b

L
x + F (x) +

F (0)− F (L)
L

x− F (0)

= − A

2a2
x2 +

(
AL

2a2
+

c

L

)
x (8.5.12)

关于 v(x, t) 的定解问题是式 (8.5.10)，它的一般解为

v(x, t) =
∞∑

n=1

(
Cn cos

naπ

L
t + Dn sin

naπ

L
t
)

sin
nπ

L
x (8.5.13)

其中，展开系数为

Cn =
2
L

∫ L

0

[φ(x)− Ω(x)] sin
nπ

L
xdx

= − 2
L

∫ L

0

[
− A

2a2
x2 +

(
AL

2a2
+

c

L

)
x

]
sin

nπ

L
xdx

= − 2AL2

a2n3π3
+

2
nπ

(
AL2

a2n2π2
+ c

)
cos nπ
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= (−1)n 2
nπ

(
AL2

a2n2π2
+ c

)
− 2AL2

a2n3π3
(8.5.14a)

Dn = 0 (8.5.14b)

于是原定解问题的解为

u(x, t) = − A

2a2
x2 +

(
AL

2a2
+

c

L

)
x +

∞∑
n=1

Cn cos
naπ

L
t sin

nπ

L
x (8.5.15)

其中，Cn 由式 (8.5.14a) 表示。

例 2 求解下列有源热传导的定解问题




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
+ cos

x

2
(0 < x < π, t > 0)

u|t=0 = x + cos
x

2
(0 6 x 6 π)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 1, u|x=π = π (t > 0)

(8.5.16a)

(8.5.16b)

(8.5.16c)

解 这个定解问题中，泛定方程 (8.5.16a) 的自由项以及边界条件式 (8.5.16c)

都不含时间 t，可以用辅助函数法求解。设 u(x, t) = v(x, t) + Ω(x)，我们有




∂v

∂t
= a2 ∂2v

∂x2
+ a2 ∂2Ω

∂x2
+ cos

x

2
∂v

∂x

∣∣∣∣
x=0

+ Ω ′(0) = 1, v|x=π + Ω(π) = π

(8.5.17a)

(8.5.17b)

为使关于 v(x, t) 的方程和边界条件都变成齐次的，按下列条件选取辅助函数 Ω(x)




a2 ∂2Ω
∂x2

+ cos
x

2
= 0

Ω ′(0) = 1, Ω(π) = π

(8.5.18a)

(8.5.18b)

解边值问题 (8.5.18) 得到

Ω(x) = x +
4
a2

cos
x

2
(8.5.19)

从而 v(x, t) 的定解问题为




∂v

∂t
= a2 ∂2v

∂x2

v|t=0 =
(

1− 4
a2

)
cos

x

2
∂v

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, v|x=π = 0

(8.5.20a)

(8.5.20b)

(8.5.20c)
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这个定解问题本质上与式 (8.1.7) 相同，其解为

v(x, t) =
∞∑

n=0

Cn exp

{
−

[
(2n + 1)a

2

]2

t

}
cos

(2n + 1)
2

x (8.5.21)

其中，展开系数为

Cn =
2
π

∫ π

0

φ(x) cos
2n + 1

2
xdx

=
2
π

(
1− 4

a2

)∫ π

0

cos
x

2
cos

2n + 1
2

xdx

=
(

1− 4
a2

)
δ0n

代入式 (8.5.21) 得到

v(x, t)=
∞∑

n=0

(
1− 4

a2

)
δ0n exp

{
−

[
(2n + 1)a

2

]2

t

}
cos

(2n + 1)
2

x

=
(

1− 4
a2

)
exp

(
a2

4
t

)
cos

x

2

于是定解问题 (8.5.16) 的解为

u(x, t) = x +
4
a2

cos
x

2
+

(
1− 4

a2

)
exp

(
a2

4
t

)
cos

x

2
(8.5.22)

8.6 综合定解问题的求解

本节讨论两个综合性定解问题，它们涉及用分离变量法与本征函数法求解定

解问题的全过程。

例 1 (1) 求解下列热传导的定解问题




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
− b2u (0 < x < L, t > 0)

u|t=0 =
c

L2
x2 (0 6 x 6 L)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, u|x=L = c (t > 0)

(8.6.1a)

(8.6.1b)

(8.6.1c)

其中，a，b 和 c 都是常数。

(2) 设 a = b = c = 1，L = π/2, 讨论所得结果。

解 (1) 这里泛定方程是线性齐次的，边界条件是非齐次的，我们用不同的方

法解之。
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方法 1(一分为二法)：令

u(x, t) = v(x, t) + c (8.6.2)

得到关于 v(x, t) 的定解问题




∂v

∂t
= a2 ∂2v

∂x2
− b2v − b2c

v|t=0 =
c

L2
x2 − c

∂v

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, v|x=L = 0

(8.6.3a)

(8.6.3b)

(8.6.3c)

现在边界条件已经齐次化，但方程变成非齐次的。它可以分成两个定解问题，令

v(x, t) = v1(x, t) + v2(x, t)，我们有




∂v1

∂t
= a2 ∂2v1

∂x2
− b2v1

v1|t=0 =
c

L2
x2 − c

∂v1

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, v1|x=L = 0

(8.6.4a)

(8.6.4b)

(8.6.4c)





∂v2

∂t
= a2 ∂2v2

∂x2
− b2v2 − b2c

v2|t=0 = 0

∂v2

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, v2|x=L = 0

(8.6.5a)

(8.6.5b)

(8.6.5c)

现在关于 v1(x, t) 的问题可以用分离变量法，而关于 v2(x, t) 的问题可以用本征函

数法。首先求解式 (8.6.4)，设变量分离的形式解为 v1(x, t) = X(x)T (t)，代入式

(8.6.4a)，得到
X ′′

X
=

T ′ + b2T

a2T
= −λ (8.6.6)

其中，λ 是分离常数。由此得到空间函数的本征值问题




X ′′ + λX = 0

X ′(0) = 0, X(L) = 0

(8.6.7a)

(8.6.7b)

与时间函数的方程

T ′ + (b2 + λa2)T = 0 (8.6.8)

本征值问题 (8.6.7) 的解为 [见 (6.2.35)]

λn =
(2n + 1)2π2

4L2
, Xn(x) = cos

(2n + 1)π
2L

x (n = 0, 1, 2, · · · ) (8.6.9)



· 258 · 第 8 章 本征函数法

相应的时间函数为

Tn(t) = Cne
−

[
b2+

(2n+1)2π2a2

4L2

]
t

(8.6.10)

于是一般解为

v1(x, t) =
∞∑

n=0

Cne
−

[
b2+

(2n+1)2π2a2

4L2

]
t
cos

(2n + 1)π
2L

x (8.6.11)

初始条件式 (8.6.4b) 给出

∞∑
n=0

Cn cos
(2n + 1)π

2L
x =

c

L2
x2 − c (8.6.12)

由此

Cn =
2
L

∫ L

0

( c

L2
x2 − c

)
cos

(2n + 1)π
2L

xdx =
32c

π3

(−1)n+1

(2n + 1)3
(8.6.13)

式 (8.6.11) 就是定解问题 (8.6.4) 的解，其中 Cn 由式 (8.6.13) 确定。

现在用本征函数法求解式 (8.6.5)，从表 6.2选出本征函数集，进而写出形式解

v2(x, t) =
∞∑

n=0

gn(t) cos
(2n + 1)π

2L
x (n = 0, 1, 2, · · · ) (8.6.14)

将式 (8.6.14) 代入方程 (8.6.5a) 和初始条件式 (8.6.5b)，得到

∞∑
n=0

{
g′n(t) +

[
(2n + 1)aπ

2L

]2

gn(t) + b2gn(t)

}
cos

(2n + 1)π
2L

x = −b2c (8.6.15)

∞∑
n=0

gn(0) cos
(2n + 1)π

2L
x = 0 (8.6.16)

将式 (8.6.15) 右边的常数也按该本征函数展开

−b2c =
∞∑

n=0

Bn cos
(2n + 1)π

2L
x (8.6.17a)

其中

Bn =
2
L

∫ L

0

(−b2c) cos
(2n + 1)π

2L
xdx =

4b2c

π

(−1)n+1

2n + 1
(8.6.17b)

故

−b2c =
4b2c

π

∞∑
n=0

(−1)n+1

2n + 1
cos

(2n + 1)π
2L

x (8.6.18)
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进而得到关于 gn(t) 的初值问题




g′n(t) +

{
b2 +

[
(2n + 1)aπ

2L

]2
}

gn(t) =
4b2c

π

(−1)n+1

2n + 1

gn(0) = 0

(8.6.19a)

(8.6.19b)

用拉普拉斯变换法解式 (8.6.19)，得到

gn(t) = Dn

{
e
−

[
b2+

(2n+1)2a2π2

4L2

]
t − 1

}
(8.6.20)

其中

Dn =
(−1)n16b2cL2

(2n + 1)π[4b2L2 + (2n + 1)2a2π2]
(8.6.21)

定解问题 (8.6.5) 的解为

v2(x, t) =
∞∑

n=0

Dn

{
e
−

[
b2+

(2n+1)2a2π2

4L2

]
t − 1

}
cos

(2n + 1)π
2L

x (n = 0, 1, 2, · · · )
(8.6.22)

其中，Dn 由式 (8.6.21)确定。最后，定解问题 (8.6.1)的解由 u(x, t) = c+ v1(x, t)+

v2(x, t) 表示。

方法 2(合二为一法)：由于定解问题 (8.6.4) 和式 (8.6.5) 先前都未遇到过，必

须求解 v1(x, t)和 v2(x, t)才能得到 v(x, t)的解。简单起见，可以用合二为一法，直

接求解 (8.6.3)。首先按照相应的齐次问题的边界条件，从表 6.2 选出本征函数集，

并写出形式解

v(x, t) =
∞∑

n=0

gn(t) cos
(2n + 1)π

2L
x (n = 0, 1, 2, · · · ) (8.6.23)

将式 (8.6.23) 代入方程 (8.6.3a) 和初始条件式 (8.6.3b)，得到

∞∑
n=0

{
g′n(t) +

[
(2n + 1)aπ

2L

]2

gn(t) + b2gn(t)

}
cos

(2n + 1)π
2L

x = −b2c (8.6.24a)

∞∑
n=0

gn(0) cos
(2n + 1)π

2L
x =

c

L2
x2 − c (8.6.24b)

其中，gn(0) 是函数
c

L2
x2 − c 的半幅傅里叶级数的展开系数，写为

gn(0) ≡ Cn (8.6.25)
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这里 Cn 由式 (8.6.13) 确定。用式 (8.6.18) 代换式 (8.6.24a) 右边，并与式 (8.6.25)

结合起来，构成关于 gn(t) 的初值问题




g′n(t) +

{
b2 +

[
(2n + 1)aπ

2L

]2
}

gn(t) =
4b2c

π

(−1)n+1

2n + 1

gn(0) = Cn

(8.6.26a)

(8.6.26b)

用拉普拉斯变换法解式 (8.6.26)，得到

gn(t) = Cne
−

[
b2+

(2n+1)2a2π2

4L2

]
t
+ Dn

{
e
−

[
b2+

(2n+1)2a2π2

4L2

]
t − 1

}
(8.6.27)

由此，定解问题 (8.6.3) 的解为

u(x, t) = c +
∞∑

n=0

gn(t) cos
(2n + 1)π

2L
x (8.6.28)

其中，gn(t)由式 (8.6.27)表示，而所含的 Cn 和 Dn 分别由式 (8.6.13)和式 (8.6.21)

确定。显然这个方法与方法一的结果是相同的，它的优点在于利用本征函数法一次

性地得到了结果。

方法 3(辅助函数法)：原定解问题 (8.6.1) 显示，自由项与边界条件都不含时

间，这样令

u(x, t) = v(x, t) + Ω(x) (8.6.29)

我们得到 



∂v

∂t
= a2 ∂2v

∂x2
+ a2 ∂2Ω

∂x2
− b2v − b2Ω

∂v

∂x

∣∣∣∣
x=0

+ Ω ′(0) = 0, v|x=L + Ω(L) = c

(8.6.30a)

(8.6.30b)

让 Ω(x) 服从边值问题 



a2 ∂2Ω
∂x2

− b2Ω = 0

Ω ′(0) = 0, Ω(L) = c

(8.6.31a)

(8.6.31b)

则 v(x, t) 的问题化为 



∂v

∂t
= a2 ∂2v

∂x2
− b2v

v|t=0 =
c

L2
x2 − Ω(x)

∂v

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, v|x=L = 0

(8.6.32a)

(8.6.32b)

(8.6.32c)
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方程 (8.6.32a) 与边界条件式 (8.6.32c) 都是齐次的，可以用分离变量法求解。不过

我们需要首先求解边值问题 (8.6.31)。方程 (8.6.31a) 的通解为

Ω(x) = α cosh kx + β sinh kx (8.6.33)

其中，α 和 β 是任意常数，k = b/a。边界条件式 (8.6.31b) 要求

β = 0, α cosh kL = c (8.6.34)

故辅助函数为

Ω(x) =
c

cosh kL
cosh kx = c sechkL cosh kx (8.6.35)

现在求解定解问题 (8.6.32)，它与定解问题 (8.6.4) 是本质上相同的，只是初始温度

由式 (8.6.4b) 变为式 (8.6.32b)，于是一般解式 (8.6.11) 变为

v(x, t) =
∞∑

n=0

Ane
−

[
b2+

(2n+1)2π2a2

4L2

]
t
cos

(2n + 1)π
2L

x (8.6.36)

其中

An =
2
L

∫ L

0

( c

L2
x2 − Ω(x)

)
cos

(2n + 1)π
2L

xdx

=
2c

L3

∫ L

0

x2 cos
(2n + 1)π

2L
xdx− 2c sechkL

L

∫ L

0

cosh kx cos
(2n + 1)π

2L
xdx

= (−1)n

[
4c(2n + 1)2π2 − 32c

(2n + 1)3π3
− 4a2c(2n + 1)π

4b2L2 + (2n + 1)2π2a2

]

最终结果为

u(x, t) = csech
(

b

a
L

)
cosh

(
b

a
x

)
+

∞∑
n=0

Ane
−

[
b2+

(2n+1)2π2a2

4L2

]
t
cos

(2n + 1)π
2L

x

(8.6.37)

可以看出，式 (8.6.37) 比式 (8.6.28) 更加简明 (读者可以验证二者的等价性)。显然

这里的辅助函数法比前两种方法更加简捷。

(2) 在 a = b = c = 1，L = π/2 情况下，式 (8.6.37) 变为

u(x, t) = sech
(π

2

)
cosh x

+
∞∑

n=0

Ane−[1+(2n+1)2]t cos(2n + 1)x (8.6.38)

而其中的展开系数为
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An = (−1)n 4
π

[
(2n + 1)2π2 − 8

(2n + 1)3π2
− 2n + 1

1 + (2n + 1)2

]
(8.6.39)

平均温度为

U(t) =
2
π

∫ 2
π

0

u(x, t)dx

=
2
π

{
tanh

(π
2

)
+

∞∑
n=0

(−1)nAn

2n + 1
e−[1+(2n+1)2]t

}
(8.6.40)

图 8.10(a) 显示了不同时刻的温度分布。在 t = 0 时，温度为式 (8.6.1b) 所示的抛

物线分布，之后 x = 0 端的温度持续升高，在 t → ∞ 时，式 (8.6.38) 给出稳态分

布 u(x,∞) = sech (π/2) cosh x. 另外，前端点温度 u(0, t)、中点温度 u(π/4, t) 以及

系统的平均温度 U(t) 的时间演化显示在图 8.10(b)，在 t → ∞ 时，它们分别趋于
稳态值

u(0,∞) = sech(π/2) = 0.40 (8.6.41a)

u(π/4,∞) = sech
(π

2

)
cosh

(π
4

)
= 0.53 (8.6.41b)

U(∞) =
2
π

tanh
(π

2

)
= 0.58 (8.6.41c)

图 8.10 (a) 系统在不同时刻的温度分布; (b) 前端点温度 u(0, t)、中点温度 u(π/4, t) 以及系

统的平均温度 U(t) 的时间演化

现在我们可以将综合定解问题的求解思路总结如下：

(1) 如果自由项和边界条件不含时间，选取适当的辅助函数使方程和边界条件

同时齐次化。

(2) 如果不满足上述条件，选取适当的辅助函数 (表 8.1) 使边界条件齐次化。

(3) 选择适当的本征函数集，用 “合二为一法”(本征函数法) 一次性求解。

(4) 用 “一分为二法”(分离变量法与本征函数法) 求解，再将二者相加。
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在结束本节之前，我们再举一个具有含时边界条件的综合性定解问题。

例 2

(1) 求解下列有源热传导定解问题




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t) (0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (0 6 x 6 L)

u|x=0 = A(t), u|x=L = B(t) (t > 0)

(8.6.42a)

(8.6.42b)

(8.6.42c)

其中，A(t) 和 B(t) 是系统两端调制热源的温度，均是时间 t 的函数，f(x, t) 表示

时空依赖的外热源。

(2) 设 a = 1，L = π，φ(x) = 0，f(x, t) = 0，A(t) = te−t，B(t) = 0，讨论所得

到的结果。

解 (1) 从表 8.1 选出辅助函数

Ω(x, t) =
B(t)−A(t)

L
x + A(t) (8.6.43)

将

u(x, t) = v(x, t) +
B(t)−A(t)

L
x + A(t) (8.6.44)

代入式 (8.6.42)，得到




∂v

∂t
=a2 ∂2v

∂x2
+f(x, t)−B′(t)−A′(t)

L
x−A′(t) (0<x<L, t>0)

v|t=0 = φ(x)− B(0)−A(0)
L

x−A(0) (0 6 x 6 L)

v|x=0 = 0, v|x=L = 0 (t > 0)

(8.6.45a)

(8.6.45b)

(8.6.45c)

这个问题的边界条件已经齐次化，形式上与式 (8.2.17) 相同，它的解为

v(x, t) =
∞∑

n=1

[
Cne−(naπ

L )2
t +

∫ t

0

fn(τ)e−(naπ
L )2

(t−τ)dτ

]
sin

nπ

L
x (8.6.46)

其中

fn(t) =
2
L

∫ L

0

[
f(x, t)− B′(t)−A′(t)

L
x−A′(t)

]
sin

nπ

L
xdx (8.6.47)

Cn =
2
L

∫ L

0

[
φ(x)− B(0)−A(0)

L
x−A(0)

]
sin

nπ

L
xdx (8.6.48)

式 (8.6.46) 就是定解问题 (8.6.42) 的解，其中，fn(t) 和 Cn 分别由式 (8.6.47) 和式

(8.6.48) 表示。
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(2) 我们有 A(t) = te−t，A′(t) = (1− t) e−t，Cn = 0，辅助函数 (8.6.43) 变为

Ω(x, t) =
(
1− x

π

)
te−t (8.6.49)

式 (8.6.47) 给出

fn(t)=
2
π

∫ π

0

[
A′(t)
π

x−A′(t)
]

sinnxdx

=
2
π

A′(t)
[

1
π

∫ π

0

x sinnxdx−
∫ π

0

sinnxdx

]

=
2

nπ
(t− 1) e−t

代入式 (8.6.46)，得

v(x, t) =
2
π

∞∑
n=1

1
n

e−n2t sinnx

[∫ t

0

(τ − 1)e(n2−1)τdτ

]
(8.6.50)

其中，积分为

∫ t

0

(τ − 1)e(n2−1)τdτ =





t

(
t

2
− 1

)
(n = 1)

n2
[
1− e(n2−1)t

]

(n2 − 1)2
+

te(n2−1)t

n2 − 1
(n > 1)

(8.6.51)

将式 (8.6.51) 代入 (8.6.50) 式 (将 n = 1 项单独写出)，再代入式 (8.6.44)，最终结

果为

u(x, t) =
2
π

∞∑
n=1

1
n

e−n2t sinnx

[∫ t

0

(τ − 1)e(n2−1)τdτ

]
+ Ω(x, t)

=
2
π

t

(
t

2
− 1

)
e−t sinx +

(
1− x

π

)
te−t

+
2
π

∞∑
n=2

1
n

e−n2t


n2

[
1− e(n2−1)t

]

(n2 − 1)2
+

te(n2−1)t

n2 − 1


 sinnx

(8.6.52)

进而系统平均温度为

U(t)=
4
π2

t

(
t

2
− 1

)
e−t +

1
2
te−t

+
2
π2

∞∑
n=2

1
n2

e−n2t


n2

[
1− e(n2−1)t

]

(n2 − 1)2
+

te(n2−1)t

n2 − 1


 (1− cos nπ)

(8.6.53)
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图 8.11 显示了不同时刻 t 的温度分布。而系统中心点温度 u(π/2, t)、平均温度

U(t)，以及调制热源的温度 A(t) 的时间演化显示在图 8.12。在初始时刻 t = 0，系

统温度分布 u(x, 0) = 0。当 t > 0 时，凭借前端 (x = 0) 的边界条件，即调制热源

图 8.11 系统在不同时刻的温度分布

图 8.12 系统中心点温度 u
(π

2
, t

)
、平均温度 U(t) 及热调制温度 A(t) 随时间的演化

A(t) = te−t 的作用，系统温度上升 [后端维持 u(π, t) = 0]。到 t ≈ 1.8 时，系统的平

均温度达到最高。之后平均温度下降，在 t →∞ 时，U(∞) → 0。比较系统中心点

温度与平均温度的时间演化可以看出，在 t 较小时，中心点温度低于平均温度；而

t 较大时，中心点温度高于平均温度。这是因为前者相应于温度单调变化的分布，

而后者则是有峰分布。另一个有趣的现象是，调制热源的温度 A(t) 的最大值出现

在 t = 1 时，而系统平均温度的最大值出现在 t ≈ 1.8 时，这在物理上是热惰性的

表现。
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在前几章所讨论的分离变量法与本征函数法中，我们多次遇到本征值问题。所

谓本征值问题，指常微分方程或偏微分方程在一定边界条件下的解是一系列的本征

值和相应的本征函数。傅里叶级数是最基本的本征函数集，方程 X ′′(x)+λX(x) = 0

的本征函数集有非常广泛的应用，我们还遇到过二维拉普拉斯算符的本征方程 [见

式 (6.3.4a)] 及相应的二维本征函数集 [式 (6.3.21)]。本征值问题是数学物理方法和

许多科学与技术领域的理论基础与重要工具。本章讨论一般的二阶常微分方程的

本征值问题，并与厄米算符的本征值问题相比较。

9.1 施图姆–刘维尔本征值问题

任何一个二阶线性常微分方程都可以化成如下的形式

d
dx

[
k(x)

dy

dx

]
− q(x)y + λρ(x)y = 0 (0 < x < L) (9.1.1)

其中，k(x)、q(x) 和 ρ(x) 是 x 的函数；λ 是参数。方程 (9.1.1) 称为施图姆–刘

维尔 (Sturm-Liouville) 型方程。这里我们不失一般性地考虑变量 x 的有限区间

(0 < x < L)。在实际问题中除方程 (9.1.1) 外，通常还带有边界条件，它们可以是

第一、第二、第三类齐次边界条件，还可以是周期性边界条件 [如式 (7.3.52b)]和自

然边界条件 [如式 (7.3.53b)] 等。满足这些边界条件的非平庸解往往在 λ 取某些特

定值时才存在，这些值称为本征值，相应的非平庸解称为本征函数。

我们将一般性地讨论施图姆–刘维尔本征值问题。为此首先对式 (9.1.1)中的函

数系数作如下假定：k(x)、k′(x)、q(x) 和 ρ(x) 在开区间 0 < x < L 是连续的，且在

这个开区间上，k(x) > 0，ρ(x) > 0。在这样的条件下，存在无穷多个实的本征值，

并构成一个递增序列

λ1 < λ2 < λ3 < · · · (9.1.2)

当 i →∞ 时，λi →∞。
现在我们按照 6.4.1 节的方法，讨论本征函数的正交性。假定 λm 和 λn 是两

个不同的本征值，相应的本征函数分别为 ym(x) 和 yn(x)，则它们分别满足

d
dx

(ky′m)− qym + λmρym = 0 (9.1.3)
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d
dx

(ky′n)− qyn + λnρyn = 0 (9.1.4)

式 (9.1.3) 和式 (9.1.4) 两边分别乘以 yn 和 ym，然后相减，得到

yn
d
dx

(ky′m)− ym
d
dx

(ky′n) + (λm − λn) ρymyn = 0 (9.1.5)

式 (9.1.5) 对 x 从 0 到 L 积分，得到

∫ L

0

[
yn

d
dx

(ky′m)− ym
d
dx

(ky′n)
]

dx + (λm − λn)
∫ L

0

ρymyndx

=
∫ L

0

d
dx

(kyny′m − kymy′n) dx + (λm − λn)
∫ L

0

ρymyndx

= [kyny′m − kymy′n]L0 + (λm − λn)
∫ L

0

ρymyndx

=k(0) [ym(0)y′n(0)− yn(0)y′m(0)]− k(L) [ym(L)y′n(L)− yn(L)y′m(L)]

+ (λm − λn)
∫ L

0

ρymyndx = 0

这样 ∫ L

0

ρ(x)ym(x)yn(x)dx =
Q

λm − λn
(m 6= n) (9.1.6)

其中

Q = k(0) [yn(0)y′m(0)− ym(0)y′n(0)]− k(L) [yn(L)y′m(L)− ym(L)y′n(L)] (9.1.7)

称为 Q 因子。式 (9.1.6) 是关于本征方程 (9.1.1) 的本征函数正交性的一般性结

果，适用于该方程的任何形式的本征函数，它依赖于本征函数及其导数在两个端

点 x = 0 和 x = L 的取值。式 (9.1.7) 表示，只要边界条件的取值满足 Q = 0，

则相应的本征函数 y1, y2, y3 · · · 在区间 [0, L] 上是带权重 ρ(x) 正交的。这里的结

论在 k(x) = 1，q(x) = 0，ρ(x) = 1 时约化为 6.4.1 节所讨论的关于本征方程

X ′′(x) + λX(x) = 0 的结果。

我们进一步讨论本征函数集 {yn(x)} 的完备性，若函数 f(x) 在区间 [0, L] 内

具有连续二阶导数并满足与本征函数集 {yn(x)} 相同的边界条件，则 f(x) 可以展

开成绝对且一致收敛的级数

f(x) =
∑

n

Cn yn(x) (9.1.8)

式 (9.1.8) 中的展开系数 Cn 与 x 无关。本征函数 yn(x) 的这种性质称为完备性。

现在我们利用正交性表达式 (9.1.6) 来计算式 (9.1.8) 中的 Cn。式 (9.1.6) 两边同乘

以 ρ(x)ym(x)(m = 1, 2, 3 · · · )，并在区间 [0, L] 积分，得到
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∫ L

0

ρ(x)ym(x)f(x)dx =
∫ L

0

ρ(x)ym(x)

[∑
n

Cn yn(x)

]
dx

=
∑

n

Cn

∫ L

0

ρ(x)ym(x)yn(x) dx

=
∑

n

CnIn(L)δmn

= CmIm(L)

其中

In(L) =
∫ L

0

ρ(x)y2
n(x)dx (9.1.9)

于是

Cn =
1

In(L)

∫ L

0

ρ(x)yn(x)f(x)dx (9.1.10)

例 1 对于施图姆–刘维尔本征值问题




d
dx

[
k(x)

dy

dx

]
− q(x)y + λρ(x)y = 0 (0 < x < L)

α1y(0) + α2y
′(0) = 0, β1y(L) + β2y

′(L) = 0

(9.1.11a)

(9.1.11b)

假定 k(x)，q(x)，ρ(x) 均为实函数，α1, α2, β1, β2 均为实常数，证明：

(1) 本征值 λ 是实的。

(2) 本征函数 y(x) 是正交的。

证明

(1) 对式 (9.1.11) 取复共轭得到




d
dx

[
k(x)

dy∗

dx

]
− q(x)y∗ + λ∗ρ(x)y∗ = 0 (0 < x < L)

α1y
∗(0) + α2y

′∗(0) = 0, β1y
∗(L) + β2y

′∗(L) = 0

(9.1.12a)

(9.1.12b)

方程 (9.1.11a) 两边乘以 y∗，方程 (9.1.12a) 两边乘以 y，然后相减，化简后得到

d
dx

[k(x) (yy′∗ − y∗y′)] = (λ− λ∗) ρ(x)yy∗ (9.1.13)

对式 (9.1.13) 从 0 到 L 积分，利用条件式 (9.1.11b) 和式 (9.1.12b)，得到

(λ− λ∗)
∫ L

0

ρ(x) |y|2dx = [k(x) (yy′∗ − y∗y′)]L0 = 0 (9.1.14)

因为 ρ(x) > 0，且在 (0, L) 不恒等于 0，式 (9.1.14) 左边的积分是正的，所以

λ− λ∗ = 0，或 λ = λ∗，即 λ 是实的。
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(2) 利用式 (9.1.11b) 计算式 (9.1.7) 的 Q 因子，我们有

Q =k(0)
[
yn(0)

(
−α1

α2
ym(0)

)
− ym(0)

(
−α1

α2
yn(0)

)]

− k(L)
[
yn(L)

(
−β1

β2
ym(L)

)
− ym(L)

(
−β1

β2
yn(L)

)]

=k(0)
(
−α1

α2

)
[yn(0)ym(0)− ym(0)yn(0)]

− k(L)
(
−β1

β2

)
[yn(L)ym(L)− ym(L)yn(L)]

=0

因此，本征函数 y(x) 是正交的。

例 2 求解本征值问题




X ′′(x) + λX(x) = 0 (0 < x < 2π)

X(0) = X(2π)

X ′(0) = X ′(2π)

(9.1.15a)

(9.1.15b)

(9.1.15c)

并证明本征函数的正交性。

解 容易看出，当 λ < 0时，式 (9.1.15)只有平庸解。当 λ = 0时，式 (9.1.15a)

的通解为 X(x) = A + Bx，其中，A 和 B 为任意常数。满足边界条件式 (9.1.15b)

和式 (9.1.15c) 的解为：λ0 = 0，X0(x) = A。当 λ > 0 时，式 (9.1.15a) 的通解为

X(x) = A cos kx + B sin kx (9.1.16)

其中，k =
√

λ；A 和 B 是任意常数。式 (9.1.16) 满足周期性边界条件 (9.1.15b) 和

(9.1.15c) 的条件是

k = n (n = 0, 1, 2 · · · ) (9.1.17)

这里已经包含了 λ = 0 时的解。于是本征值问题 (9.1.15) 的解为

λn = n2, Xn(x) = An cos nx + Bn sinnx (n = 0, 1, 2, · · · ) (9.1.18)

我们进一步考查本征函数 Xn(x) 的正交性，将边界条件式 (9.1.15b) 和式

(9.1.15c) 代入式 (9.1.7) 得到

Q = [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)]− [Xn(2π)X ′
m(2π)−Xm(2π)X ′

n(2π)]

= [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)]− [Xn(0)X ′
m(0)−Xm(0)X ′

n(0)] = 0

可见本征函数 Xn(x) 在区间 [0, 2π] 上是正交的。
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例 3 求解本征值问题




d4y

dx4
+ λ

d2y

dx2
= 0 (0 < x < L)

y(0) = 0, y′(0) = 0

y(L) = 0, y′(L) = 0

(9.1.19a)

(9.1.19b)

(9.1.19c)

的本征值 λ1, λ2, λ3 · · · 及第一个本征函数 y1。

解 容易验证，当 λ 6 0 时，式 (9.1.19) 只有平庸解，我们只需要考虑 λ > 0

的情况。设 β =
√

λ，式 (9.1.19a) 的特征方程为

r4 + β2r2 = r2(r2 + β2) = 0 (9.1.20)

它有二重根 r = 0 及虚数根 r = ±iβ，由此方程 (9.1.19a) 的一般解为

y = A + Bx + C cos βx + D sinβx (9.1.21a)

它的导数为

y′ = B − βC sinβx + βD cos βx (9.1.21b)

由边界条件式 (9.1.19b) 和式 (9.1.19c) 得到

A + C = 0 (9.1.22a)

B + βD = 0 (9.1.22b)

A + BL + C cos βL + D sinβL = 0 (9.1.22c)

B − βC sinβL + βD cos βL = 0 (9.1.22d)

这是一个关于 A,B, C, D 的线性齐次方程组，它有非零解的必要充分条件是系数

行列式为零，即 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 0

0 1 0 β

1 L cos βL sinβL

0 1 −β sinβL β cos βL

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (9.1.23)

计算左边的行列式，给出

sin
βL

2

(
2 sin

βL

2
− βL cos

βL

2

)
= 0 (9.1.24)

即

sin
βL

2
= 0 (9.1.25)
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和
2 sin

βL

2
− βL cos

βL

2
= 0 (9.1.26)

式 (9.1.25) 给出本征值

βn =
2πn

L
(n = 1, 2, 3 · · · ) (9.1.27)

式 (9.1.26) 给出本征值所满足的超越方程

tan
βL

2
=

βL

2
(9.1.28)

它的根由图 9.1 确定为

βn =
2µn

L
(n = 1, 2, 3 · · · ) (9.1.29)

其中，µn 是超越方程 tanµ = µ 的第 n 个根。故本征值问题 (9.1.19) 的本征值为

λn =
(

2πn

L

)2

, λn =
(

2µn

L

)2

(n = 1, 2, 3 · · · ) (9.1.30)

为了确定第一个本征值，由计算机算出 µ1 = 4.49，可见由式 (9.1.30) 第一式所确

定的 β1 =
2π
L

[即 λ1 = (2π/L)2] 是第一个本征值。利用 β1 值和式 (9.1.22a∼c)，得

到 B = D = 0。进而由式 (9.1.22a) 和式 (9.1.21a) 给出 (取 A = 1)

y1 = 1− cos
2π
L

x (9.1.31)

这就是本征值问题 (9.1.19) 的第一个本征函数。

图 9.1 超越方程 tan µ = µ 的根：µ1，µ2，µ3 · · ·

9.2 施图姆–刘维尔理论的应用：吊摆问题

讨论了施图姆–刘维尔理论之后，我们用它来研究一个重要的定解问题，即吊
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图 9.2 吊链的摆动

链的摆动 (简称吊摆)。这个问题所以重要，是因为它

在常微分方程理论发展中，扮演过一个核心的角色。

正是基于这个问题的求解，丹尼尔�伯努利 (Daniel

Bernoulli) 于 1732 年最先发现了贝塞尔函数。我们

的叙述强调施图姆–刘维尔理论的应用，但同时也自

然地触及到贝塞尔函数的性质。

考虑如图 9.2 所示的长度为 L 的柔性吊链的摆

动，吊链上端点固定在 x = L，假定吊链在横向摆

动时，始终处于一个铅直面内，且吊链摆动的幅度很

小，以致其下端在摆动时始终维持在同一水平线上。我们来确定任意时刻吊链上任

意点 x 离开铅直线 (吊链的平衡位置) 的位移 u(x, t)。

吊链的横向小幅摆动由下面的定解问题描述




∂2u

∂t2
= g

(
x

∂2u

∂x2
+

∂u

∂x

)
(0 < x < L, t > 0)

u|t=0 = f(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= v(x) (0 6 x 6 L)

u|x=L = 0 (t > 0)

(9.2.1a)

(9.2.1b)

(9.2.1c)

其中，g 是重力加速度；f(x) 和 v(x) 是吊链的初始位移与初始速度。我们将用分

离变量法求解这个问题，它的一般解将涉及贝塞尔级数，而其中的空间函数是一个

施图姆–刘维尔本征值问题。

设方程 (9.2.1a) 有变量分离的形式解 u(x, t) = X(x)T (t)，代入方程 (9.2.1a)，

得到

XT ′′ = gT (xX ′′ + X ′) (9.2.2)

即
1
g

T ′′

T
=

xX ′′ + X ′

X
(9.2.3)

由此得到时间函数和空间函数的方程

1
g

T ′′

T
= β,

xX ′′ + X ′

X
= β (9.2.4)

其中，β 是分离常数。边界条件式 (9.2.1c) 给出 X(L)T (t) = 0，由此 X(L) = 0。于

是我们得到

T ′′ − βgT = 0 和 xX ′′ + X ′ − βX = 0, X(L) = 0 (9.2.5)

如果 β > 0，T (t) 的解是线性或指数函数，物理上显然不存在这样的情况。β 必须

是负值，于是我们令 λ =
√−β，得到
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T ′′ + λ2gT = 0 (9.2.6)

{
xX ′′ + X ′ + λ2X = 0

X(L) = 0

(9.2.7a)

(9.2.7b)

方程 (9.2.6) 的通解为

T (t) = A cos (
√

gλt) + B sin (
√

gλt) (9.2.8)

下面我们利用施图姆–刘维尔理论研究本征值问题 (9.2.7)，首先将式 (9.2.7a) 写成

式 (9.1.1) 的形式，即

(xX ′)′ + λ2X = 0 (9.2.9)

方程式 (9.2.9) 与式 (9.1.1) 相比较，有 k(x) = x，q(x) = 0，ρ(x) = 1。我们将会显

示，空间函数 X 的本征值问题有无穷多个本征值，相应于一套本征函数集，这些

本征函数在区间 [0, L]上是正交的。这样，定解问题 (9.2.1)的一般解作为本征解的

叠加，能够表征任意的初始条件。事实上，式 (9.2.7) 的解给出本征值与本征函数

(参阅第 13 章)

λm =
µm

2
√

L
, Xm(2

√
x) = J0

(
µm

√
x

L

)
(m = 1, 2, 3 · · · ) (9.2.10)

其中，µm 是零阶贝塞尔函数 J0 的第 m 个零点，如图 9.3 所示。本征函数的正交

性关系式为 ∫ L

0

J0

(
µm

√
x

L

)
J0

(
µn

√
x

L

)
=

1
LJ2

1 (µm)
δmn (9.2.11)

其中，J1 为一阶贝塞尔函数。定解问题 (9.2.1) 的本征解为

um(x, t) = J0

(
µm

√
x

L

)[
Am cos

(√
g

L

µm

2
t

)
+ Bm sin

(√
g

L

µm

2
t

)]
(9.2.12)

它的一般解为

u(x, t) =
∞∑

m=1

J0

(
µm

√
x

L

)[
Am cos

(√
g

L

µm

2
t

)
+ Bm sin

(√
g

L

µm

2
t

)]
(9.2.13)

进而利用初始条件式 (9.2.1b) 与正交性关系式 (9.2.11) 确定系数，它们是

Am =
1

LJ2
1 (µm)

∫ L

0

f(x)J0

(
µm

√
x

L

)
dx (9.2.14a)

Bm =
2

LJ2
1 (µm)

1√
gL

∫ L

0

v(x)J0

(
µm

√
x

L

)
dx (9.2.14b)

至此，我们已经完全确定了定解问题 (9.2.1)的解，它由式 (9.2.13)表示，其中的系

数 Am 和 Bm 由式 (9.2.14) 给出。
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图 9.3 零阶贝塞尔函数 J0(x) 与它的零点 µm

例 设吊链的长度为 L = 1m，其初始状态如图 9.4 所示，初始速度 v(0) = 0，

利用 J0 的前三个零点值对式 (9.2.13) 作数值计算，取 g = 9.8m/s2。

解 J0 的前三个零点值为

µ1 = 2.40483, µ2 = 5.52008, µ3 = 8.65373 (9.2.15)

展开系数为

Am =
1

J2
1 (µm)

[∫ 1/2

0

x

100
J0

(
µm

√
x
)
dx +

∫ 1

1/2

1− x

100
J0

(
µm

√
x
)
dx

]
(9.2.16a)

Bm = 0 (9.2.16b)

这样式 (9.2.13) 变为

u(x, t) ≈
3∑

m=1

AmJ0 (µmx) cos
(√

9.8
µm

2
t
)

=0.003847J0(2.40480
√

x) cos(3.76415t)

− 0.005787J0(5.52008
√

x) cos(8.64029t)

+ 0.002371J0(8.65373
√

x) cos(13.5452t)

按照上式作出图 9.5，它显示了吊链在不同时刻的状态。由于上式的近似性，

初始 t = 0 时刻的状态与图 9.4 有一定的偏差。

图 9.4 吊链的初始状态 图 9.5 吊链在不同时刻的状态
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9.3 厄米算符本征函数的正交性

本节讨论与施图姆–刘维尔理论有关的厄米算符的本征函数问题。如果对于任

意两个复变函数 ψ 和 φ，算符 F 满足下列等式
∫

ψ∗Fφ dx =
∫

(Fψ)∗φ dx (9.3.1)

则称 F 为厄米算符。其中，x代表所有的变量，积分范围是所有变量变化的整个区

域。现在我们证明，由式 (9.3.1) 所定义的厄米算符的本征值为实数。

证明 由于式 (9.3.1)中的函数 ψ 和 φ 可以任意取，现取 ψ ≡ φ，且取它们为

F 的本征函数，相应的本征值为 λ，则 Fψ = λψ，这样式 (9.3.1) 的两边分别成为
∫

ψ∗Fφ dx =
∫

ψ∗Fψ dx = λ

∫
ψ∗ψ dx (9.3.2a)

∫
(Fψ) ∗ψ dx =

∫
(λψ) ∗ψ dx = λ∗

∫
ψ∗ψ dx (9.3.2b)

式 (9.3.2a) 和式 (9.3.2b) 的左边相等，故

λ = λ∗ (9.3.3)

因此，厄米算符的本征值是实数。

下面我们推导厄米算符的一个等价定义。首先，算符 F 的厄米共轭 F̂+ 由

(Fψ)∗ ≡ ψ∗F+ (9.3.4)

定义，其中，ψ 是任意函数。式 (9.3.4) 两边同乘以任意函数 φ，然后在变量变化的

整个区域积分，并利用式 (9.3.1)，我们有
∫

ψ∗Fφ dx =
∫

ψ ∗F+φ dx (9.3.5)

由于式 (9.3.5) 中的 ψ 和 φ 都是任意的，式 (9.3.5) 给出

F = F+ (9.3.6)

定义式 (9.3.6) 与式 (9.3.1) 是等价的：即一个算符如果等于它的厄米共轭，则该算

符为厄米算符。

我们进一步证明厄米算符的归一化本征函数是正交的，即
∫

ψ∗mψndx = δmn (9.3.7)
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证明 设 ψ1, ψ2, · · · , ψn · · · 是厄米算符 F 的归一化本征函数，即
∫

ψ∗nψndx =
∫
|ψn|2dx = 1 (9.3.8)

相应的本征值为 λ1, λ2, · · · , λn · · · 考虑其中任意两个不同的本征函数 ψm 和 ψn，

利用本征方程

Fψm = λmψm, Fψn = λnψn (9.3.9)

我们有

0 =
∫

ψ∗mFψndx−
∫

ψ∗mF+ψndx (因为 F 是厄米的：F = F+)

=
∫

ψ∗mFψndx−
∫

(Fψm)∗ψndx (定义式 (F̂ψ)∗ ≡ ψ∗F̂+)

=
∫

ψ∗mλnψndx−
∫

(λmψm)∗ψndx (利用 Fψm = λmψm)

=
∫

ψ∗mλnψndx−
∫

ψ∗mλ∗mψndx

=
∫

ψ∗mλnψndx−
∫

ψ∗mλmψndx (本征值为实数：λ∗m = λm)

= (λn − λm)
∫

ψ∗mψndx (λn 6= λm)

=
∫

ψ∗mψndx

进而考虑到式 (9.3.8)，故式 (9.3.7) 得证。

我们进一步讨论厄米算符本征函数的完备性。设 F 是一个满足条件式 (9.3.6)

的厄米算符，它的正交归一本征函数是 ψn(x)，相应的本征值是 λn，则任一函数

f(x) 可以按 {ψn(x)} 展开为级数

f(x) =
∑

n

Cnψn(x) (9.3.10)

式 (9.3.10)中的展开系数 Cn 可以由 f(x)和 ψn(x)求得。以 ψ∗m(x)乘以式 (9.3.10)

两端，并对 x变化的整个区域积分，由 ψn(x)的正交归一性表达式 (9.3.7)，我们有

∫
ψ∗m(x)f(x)dx =

∫
ψ∗m(x)

[∑
n

Cnψn(x)

]
dx

=
∑

n

Cn

∫
ψ∗m(x)ψn(x)dx

=
∑

n

Cnδmn = Cm
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即
Cn =

∫
ψ∗n(x)f(x)dx (9.3.11)

最后我们分析厄米算符理论与施图姆–刘维尔理论的共性与区别。共性是二者

的本征值都是实数，本征函数都具有正交性，完备性。而区别是：

(1)施图姆–刘维尔理论中的本征函数的正交性依赖于本征函数的定义范围 [0, L]

和相应的边界条件，厄米算符的本征函数的正交性没有涉及本征函数的定义范围

和边界条件。

(2) 厄米算符是一个抽象的概念，除了厄米性 (F = F+) 之外，没有具体的限

制，因此与施图姆–刘维尔理论中的算符

d
dx

[
k(x)

d
dx

]
− q(x) (9.3.12)

相比，更具有一般性。

(3) 施图姆–刘维尔理论中存在一个权函数 ρ(x)，而在厄米算符理论中该函数

为 1。

(4) 施图姆–刘维尔理论中，将一个任意函数 f(x) 按照本征函数集 {yn(x)} 展
开时，要求 f(x) 与本征函数集有相同的边界条件，而厄米算符理论中没有这样的

要求。

上述分析表明，施图姆–刘维尔理论与厄米算符理论属于不同的理论体系，各

有特点，但具有内在的相通性。
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前几章所讨论的分离变量法与本征函数法是求解有限域内定解问题的一个常

用方法，其思想是将偏微分方程的定解问题化成常微分方程的初值问题和边值问

题，它们不但适用于齐次方程与齐次边界条件构成的基本定解问题，还可以处理非

齐次方程与非齐次边界条件构成的综合性问题。本章所讨论的行波法，主要用来解

决无界域波动方程的定解问题。其基本思想是首先求出偏微分方程的通解 (指包含

任意函数的解)，然后用定解条件确定函数的具体形式。这一思想与常微分方程的

解法是类似的。求解的关键步骤是通过变量代换，将泛定方程化为混合偏微分形

式，便于积分后得到通解。我们还进一步讨论双曲型方程的定解问题，一阶线性偏

微分方程的特征线法，非齐次波动方程和三维波动方程的解法。最后讨论旁轴波动

方程，并将相关结果用于傅里叶光学。

10.1 一维波动方程的通解

本节我们一般性地求解波动方程

∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(10.1.1)

在 5.4.2节例 2中，我们将方程 (10.1.1)化成了标准形式 (5.4.57)。其实该过程也可

以按下面的方法直接进行，令

ξ = x + at, η = x− at (10.1.2)

利用复合函数微分法则，得到

∂u

∂x
=

∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+

∂u

∂η

∂η

∂x
=

∂u

∂ξ
+

∂u

∂η

∂2u

∂x2
=

∂

∂ξ

(
∂u

∂ξ
+

∂u

∂η

)
∂ξ

∂x
+

∂

∂η

(
∂u

∂ξ
+

∂u

∂η

)
∂η

∂x

=
∂

∂ξ

(
∂u

∂ξ
+

∂u

∂η

)
+

∂

∂η

(
∂u

∂ξ
+

∂u

∂η

)

=
∂2u

∂ξ2
+ 2

∂2u

∂ξ∂η
+

∂2u

∂η2
(10.1.3a)

同理可得
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∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂ξ2
− 2

∂2u

∂ξ∂η
+

∂2u

∂η2

)
(10.1.3b)

将式 (10.1.3) 代入式 (10.1.1) 得到

∂2u

∂ξ ∂η
= 0 (10.1.4)

现在求方程 (10.1.4) 的通解，首先对 η 积分得到

∂u

∂ξ
= C1 (10.1.5)

其中，C1 是对 η 积分而出现的积分常数, 因此 C1 不含 η。但 C1 必须包含 ξ[否则

方程 (10.1.5) 仅给出 u(ξ, η) ∝ ξ 形式的结果]，于是式 (10.1.5) 可以写为

∂u

∂ξ
= f(ξ) (10.1.6)

其中，f(ξ) 是 ξ 的任意可微函数。再将式 (10.1.6) 对 ξ 积分，得到

u(ξ, η) =
∫

f(ξ)dξ + C2 (10.1.7)

其中，C2 是对 ξ 积分而出现的积分常数，因此 C2 不含 ξ。但 C2 必须包含 η [否则

方程 (10.1.7)给出的结果只包含 u(ξ, η)对 ξ 的依赖性，与 η 无关]。这样式 (10.1.7)

可以写为

u(ξ, η) = f1(ξ) + f2(η) (10.1.8)

即

u(x, t) = f1(x + at) + f2(x− at) (10.1.9)

这就是方程 (10.1.1)的解，其中，f1, f2 都是任意二次连续可微函数。我们看到，式

(10.1.9) 的得出没有任何限制条件，因此它是波动方程 (10.1.1) 的通解 (包含有两

个任意函数的解)。上述推导过程给出的另一个重要结论是，混合偏微分形式的方

程 (10.1.4) 有通解 (10.1.8)。

例 1 求解定解问题




∂2u

∂x∂y
= x2y (x > 1, y > 0)

u|y=0 = x2

u|x=1 = cos y

(10.1.10a)

(10.1.10b)

(10.1.10c)

解 对方程 (10.1.10a) 关于 x 和 y 积分，容易得到

u(x, t) =
1
6
x3y2 + f1(y) + f2(x) (10.1.11)
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下面我们确定式 (10.1.11) 中的任意函数 f1(y) 和 f2(x)，为此在式 (10.1.11) 中令

y = 0，并利用式 (10.1.10b) 得到

f1(0) + f2(x) = x2 (10.1.12a)

即

f2(x) = x2 − f1(0) (10.1.12b)

在式 (10.1.11) 中令 x = 1，并利用式 (10.1.10c) 得到

1
6
y2 + f1(y) + f2(1) = cos y (10.1.13)

在式 (10.1.12b) 中令 x = 1，得到 f2(1) = 1− f1(0)，然后代入式 (10.1.13)，得到

f1(y) = cos y − 1
6
y2 − 1 + f1(0) (10.1.14)

将式 (10.1.12b) 和式 (10.1.14) 代入式 (10.1.11)，得到

u(x, t) = x2 + cos y − 1
6
y2 − 1 (10.1.15)

这就是定解问题 (10.1.10) 的解。

例 2 求下列 Goursat 问题的解




∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(−at < x < at, t > 0)

u|x−at=0 = φ(x)

u|x+at=0 = ψ(x)

(10.1.16a)

(10.1.16b)

(10.1.16c)

其中，φ(0) = ψ(0)。

解 引入变换

{
ξ = x + at

η = x− at
⇒





x =
ξ + η

2

t =
ξ − η

2a

(10.1.17)

定解问题 (10.1.16) 变为




∂2u

∂ξ∂η
= 0 (ξ > 0, η < 0)

u|η=0 = φ

(
ξ

2

)

u|ξ=0 = ψ
(η

2

)

(10.1.18a)

(10.1.18b)

(10.1.18c)
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方程 (10.1.18a) 的通解为
u(ξ, η) = f1(ξ) + f2(η) (10.1.19)

其中，f1 和 f2 是任意函数。由此，式 (10.1.18b) 和式 (10.1.18c) 变为

φ

(
ξ

2

)
= f1(ξ) + f2(0) (10.1.20a)

ψ
(η

2

)
= f1(0) + f2(η) (10.1.20b)

式 (10.1.20a) 和式 (10.1.20b) 相加得到

f1(ξ) + f2(η) = φ

(
ξ

2

)
+ ψ

(η

2

)
− [f1(0) + f2(0)] (10.1.21)

在式 (10.1.20) 中分别令 ξ = 0 和 η = 0，得到

φ (0) = f1(0) + f2(0) (10.1.22a)

ψ (0) = f1(0) + f2(0) (10.1.22b)

故

f1(0) + f2(0) =
φ(0) + ψ (0)

2
= φ(0) (10.1.23)

代入式 (10.1.21)，给出

u(x, t) = φ

(
x + at

2

)
+ ψ

(
x− at

2

)
− φ(0) (10.1.24)

这就是定解问题 (10.1.16) 的解。

10.2 一维波动方程的达朗贝尔公式

10.2.1 达朗贝尔公式的推导

上节我们得到了波动方程的通解 (10.1.9)，本节将根据定解条件，确定其中的

函数 f1 和 f2 的具体形式。为此我们考虑无界弦的自由振动，即下面的定解问题





∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(−∞ < x < +∞, t > 0)

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (−∞ < x < +∞)

(10.2.1a)

(10.2.1b)

其中，φ(x) 和 ψ(x) 分别是弦的初始位移与初始速度。利用初始条件 (10.2.1b)，从

式 (10.1.9) 得到

f1(x) + f2(x) = φ(x) (10.2.2a)
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a f ′1(x)− a f ′2(x) = ψ(x) (10.2.2b)

式 (10.2.2b) 两端对 x 积分，积分区间为 [0, x]，得到

∫ f1(x)

f1(0)

df1(x)−
∫ f2(x)

f2(0)

df2(x) =
1
a

∫ x

0

ψ(x)dx (10.2.3)

即

f1(x)− f2(x) =
1
a

∫ x

0

ψ(ξ)dξ + C (10.2.4)

其中，C = f1(0) + f2(0)。式 (10.2.2a) 与式 (10.2.4) 联立解出

f1(x) =
1
2
φ(x) +

1
2a

∫ x

0

ψ(ξ)dξ +
C

2
(10.2.5a)

f2(x) =
1
2
φ(x)− 1

2a

∫ x

0

ψ(ξ)dξ − C

2
(10.2.5b)

将式 (10.2.5) 代入通解式 (10.1.9) 得

u(x, t) =
1
2
φ(x + at) +

1
2a

∫ x+at

0

ψ(ξ)dξ +
1
2
φ(x− at)− 1

2a

∫ x−at

0

ψ(ξ)dξ

=
1
2

[φ(x + at) + φ(x− at)] +
1
2a

[∫ 0

x−at

ψ(ξ)dξ +
∫ x+at

0

ψ(ξ)dξ

]

即

u(x, t) =
1
2

[φ(x + at) + φ(x− at)] +
1
2a

∫ x+at

x−at

ψ(ξ)dξ (10.2.6)

这就是无界弦自由振动的达朗贝尔 (d′Alembert) 公式。将给定的初始位移 φ(x)

和初始速度 ψ(x) 代入式 (10.2.6)，即可得到弦上任意点 x 在任意 t 时刻的位移

u(x, t)。

现在我们来说明达朗贝尔公式的物理意义。由于达朗贝尔公式 (10.2.6)是由式

(10.1.9)得来的，所以我们只须说明式 (10.1.9)的物理意义。首先考虑其中 f2(x−at)

项的物理意义。假定一个观察者在初始 t = 0 时刻处于 x = D 位置，其看到的波

形为 f2(x − at) = f2(D)，如图 10.1 所示。然后观察者以速度 a 沿 x 轴正向运动，

运动一段时间 t 之后，到达 x = D + at 位置，此时看到的波形为 f2(x − at) =

f2(D + at − at) = f2(D)。这里 t 是一个任意的时间间隔，表示观察者在任意时刻

看到的波形都是 f2(D)，因此波形以相同的速度 a 运动。所以 f2(x− at) 表示一个

以速度 a 沿 x 轴正向传播的行波，称为右行波。同样道理，f1(x + at) 表示一个以

速度 a 沿 x 轴负向传播的行波，称为左行波。
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图 10.1 波形 f2(x− at) 的物理意义

这样我们看到，波动方程的通解式 (10.1.9) 表示左行波 f1(x + at) 和右行波

f2(x− at) 的叠加，如图 10.2 所示。在初始 t = 0 时刻，两个波有不同的函数形式

f1(x) 和 f2(x)，然后以相等的速度 a，分别沿 x 轴的负向和正向传播。

图 10.2 波动方程的通解是左行波 f1(x + at) 和右行波 f2(x− at) 的叠加

对于给定的初始位移 φ(x) 和初始速度 ψ(x) = 0，达朗贝尔公式 (10.2.6) 给出

u(x, t) =
1
2

[φ(x + at) + φ(x− at)] (10.2.7)

这是波形相同速度相等的左行波 φ(x + at) 和右行波 φ(x− at) 的叠加。但在初始

速度不为零的情况下，达朗贝尔公式包含正、反行波及 “干涉项”
∫ x+at

x−at

ψ(ξ)dξ，

后者的出现能使波形发生畸变 (甚至变成单个的行波)，如下面的例题。

例 1 求解下面无界波动方程的定解问题




∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(−∞ < x < +∞, t > 0)

u|t=0 = e−x2
,

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 2axe−x2
(−∞ < x < +∞)

(10.2.8a)

(10.2.8b)

解 将初始条件 (10.2.8b) 代入达朗贝尔公式 (10.2.6)，得到
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u(x, t) =
1
2

[
e−(x+at)2 + e−(x−at)2

]
+

1
2a

∫ x+at

x−at

2aξe−ξ2
dξ (10.2.9)

其中的干涉项为

1
2a

∫ x+at

x−at

2aξe−ξ2
dξ

=
∫ x+at

x−at

ξe−ξ2
dξ =

1
2

∫ x+at

x−at

e−ξ2
d

(
ξ2

)

=− 1
2

[
e−ξ2

]x+at

x−at
= −1

2

[
e−(x+at)2 − e−(x−at)2

]

=
1
2

[
e−(x−at)2 − e−(x+at)2

]

这一干涉项抵消了左行波，结果变成单个的右行波

u(x, t) = e−(x−at)2 (10.2.10)

这是一个沿 x 轴正向传播的高斯波包。

例 2 求解下面无界波动方程的定解问题




∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
(−∞ < x < +∞, t > 0)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= sin x (−∞ < x < +∞)

(10.2.11a)

(10.2.11b)

解 将初始条件 (10.2.11b) 代入达朗贝尔公式 (10.2.6)，得到

u(x, t) =
1
2

∫ x+t

x−t

sin ξdξ

= −1
2

[cos(x + t)− cos(x− t)]

= sin x sin t

这是一个振幅周期性变化的驻波。

10.2.2 达朗贝尔公式的讨论

达朗贝尔公式 (10.2.6)中的积分值只依赖于初始速度 ψ(x)在区间 [x−at, x+at]

内的变化行为，这意味着特解 u(x, t)只依赖于该区间的初始条件,而与其他点上的

初始条件无关。下面我们考查这个区间的边界，为此，设 X 是该区间内的任意一

点，则
x− at 6 X 6 x + at (10.2.12)

设 X 的最小值为 X1，最大值为 X2，则区间的边界为
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x− at = X1, x + at = X2 (10.2.13)

式 (10.2.13) 可以改写为

t =
x

a
− X1

a
, t = −x

a
+

X2

a
(10.2.14)

在 t-x平面上，式 (10.2.14)表示斜率为 ±1
a
、截距分别为 −X1

a
和

X2

a
的两条直线，

它们与直线 t = 0围成一个三角形，该三角形内部的点的集合相应于达朗贝尔公式

(10.2.6) 中的积分区域，因此决定了定解问题 (10.1.10) 的解，称为 “决定区域”，如

图 10.3(a)所示。而这个区域的边界线段 X1X2 相应于朗贝尔公式 (10.2.6)中 t = 0

时的积分区间，称为 “依赖区间”。在 t = 0 时刻，依赖区间上任意点 x 的变化范

围是
X1 6 x 6 X2 (10.2.15)

经过 t 时间后，任意点 x 的变化范围是

X1 − at 6 x 6 X2 + at (10.2.16)

该区域的边界为

x = X1 − at, x = X2 + at (10.2.17)

这两条直线与直线 t = 0 围成的区域相应于初始扰动作用 t 时间后所影响到的区

域，称为 “影响区域”，它是定解问题 (10.2.1) 的求解区域，如图 10.3(b) 所示。

现在平移式 (10.2.14) 的两条直线，给出两族平行线

t =
x

a
− C1

a
(C1 > X1) (10.2.18a)

t = −x

a
+

C2

a
(C2 6 X2) (10.2.18b)

它们称为 “特征线”，如图 10.3(c) 所示。式 (10.2.18) 可以写为

x + at = C1, x− at = C2 (10.2.19)

式 (10.2.19) 所示的特征线，对一维波动方程 (10.1.1) 的研究有重要的作用。由 5.4

节的讨论知道，正是基于式 (10.1.19) 的特征线，才得到式 (10.1.2) 的特征变换，

波动方程 (10.1.1) 才化成标准形式 (10.1.4)，并继而得到通解 (10.1.9)。另一方面，

在特征线 x − at = C2 上，右行波 f2(x − at) 的振幅取常数值 f2(C2); 在特征线

x + at = C1 上，左行波 f1(x + at)的振幅取常数值 f1(C1)，且这两个常数值随特征

线的移动 (即 C1 和 C2 的改变) 而改变，所以我们看出，波动实际上是沿特征线传

播的。这是波动方程的一个重要特点。
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图 10.3 “决定区域”，“依赖区间”，“影响区域” 及 “特征线”

10.3 双曲型方程的定解问题

我们在 5.4.2 节例 1 中讨论过方程

∂2u

∂x2
− (A + B)

∂2u

∂x∂y
+ AB

∂2u

∂y2
= 0 (10.3.1)

其中，A 和 B 均是常数，且 A 6= B。我们知道它是一个双曲型方程，在变换

ξ = y + Ax, η = y + Bx (10.3.2)

之下，化成标准形式 (10.1.4)，而它的通解为 (10.1.8)。本节我们通过例题进一步讨

论双曲型方程的定解问题。

例 1 求解定解问题




∂2u

∂x2
+ 2

∂2u

∂x∂y
− 3

∂2u

∂y2
= 0 (−∞ < x < +∞, y > 0)

u |y=0 = 3x2,
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0 (−∞ < x < +∞)

(10.3.3a)

(10.3.3b)
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解 由于 ∆ > 0，泛定方程 (10.3.3a) 是一个双曲型方程，由

A + B = −2, AB = −3 (10.3.4)

得到 A = −3, B = 1，故特征变换为

ξ = y − 3x, η = y + x (10.3.5)

在变换式 (10.3.5) 之下，式 (10.3.3a) 化成标准形式

∂2u

∂ξ∂η
= 0 (10.3.6)

它的通解为

u(ξ, η) = f1(ξ) + f2(η) (10.3.7)

其中，f1 和 f2 是两个任意的二次连续可微的函数，由特征变换式 (10.3.5) 得到

通解

u(x, y) = f1(y − 3x) + f2(y + x) (10.3.8)

由条件 (10.3.3b) 得到

f1(−3x) + f2(x) = 3x2 (10.3.9)

f ′1(−3x) + f ′2(x) = 0 (10.3.10)

对式 (10.3.10) 积分得

−1
3
f1(−3x) + f2(x) = C (10.3.11)

方程式 (10.3.9) 与式 (10.3.11) 联立解得

f1(−3x) =
9
4
x2 − 3

4
C =

1
4
(−3x)2 − 3

4
C (10.3.12a)

f2(x) =
3
4
x2 +

3
4
C (10.3.12b)

将式 (10.3.12) 代入式 (10.3.8) 得到

u(x, y) =
1
4
(y − 3x)2 +

3
4
(y + x)2 = 3x2 + y2 (10.3.13)

这就是定解问题 (10.3.3) 的解。

例 2 求解定解问题




∂2u

∂x2
− ∂2u

∂x∂y
− 2

∂2u

∂y2
+

∂u

∂x
− 2

∂u

∂y
= 0 (−∞ < x < +∞, y > 0)

u |y=0 = 2x2 (−∞ < x < +∞)

∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

= x (−∞ < x < +∞)

(10.3.14a)

(10.3.14b)

(10.3.14c)
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解 由于 ∆ > 0，泛定方程 (10.3.14a) 是一个双曲型方程，它可以写为

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂x∂y
− 2

∂2u

∂y2
+

∂u

∂x
− 2

∂u

∂y

=
(

∂

∂x
+

∂

∂y
+ 1

)(
∂

∂x
− 2

∂

∂y

)
u = 0 (10.3.15)

令

v =
(

∂

∂x
− 2

∂

∂y

)
u (10.3.16a)

则方程 (10.3.15) 变成 (
∂

∂x
+

∂

∂y
+ 1

)
v = 0 (10.3.16b)

方程 (10.3.16) 是关于 u 和 v 的一阶偏微分方程。我们首先对 v 求解，为此考查

v |y=0 值，利用式 (10.3.16a) 和式 (10.3.14c) 得到

v |y=0 =
[
∂u

∂x
− 2

∂u

∂y

]

y=0

=
∂u

∂x

∣∣∣∣
y=0

− 2x (10.3.17)

另外，从式 (10.3.14b) 得到

∂u

∂x

∣∣∣∣
y=0

=
∂u(x, 0)

∂x
= 4x (10.3.18)

将式 (10.3.18) 代入式 (10.3.17) 得到

v |y=0 = 2x (10.3.19)

求解式 (10.3.16b) 与式 (10.3.19) 组成的定解问题，得到

v(x, y) = 2(x− y)e−y (10.3.20)

将式 (10.3.20) 代入式 (10.3.16a) 得到

∂u

∂x
− 2

∂u

∂y
= 2(x− y)e−y (10.3.21)

求解式 (10.3.21) 与式 (10.3.14b) 组成的定解问题，得到

u(x, y) =
3
2
− x− y

2
+ 2x2 + 2xy +

y2

2
+ (x− y − 3

2
)e−y (10.3.22)

求解过程见第 10.4 节例 2。式 (10.3.22) 就是定解问题 (10.3.14) 的解。
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10.4 一阶线性偏微分方程的特征线法

考虑下列一阶线性偏微分方程的定解问题




∂u

∂t
+ a(x, t)

∂u

∂x
+ b(x, t) u = f(x, t) (−∞ < x < +∞, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (−∞ < x < +∞)

(10.4.1a)

(10.4.1b)

其中，a(x, t)和 b(x, t)是与 x, t有关的系数，f(x, t)是任意函数。式 (10.4.1b)表示

初始条件，我们将用特征线法求解 (10.4.1)。求解的思路是：希望将这个偏微分方

程问题化成常微分方程问题来求解。一般而言，u(x, t)中的两个变量 x, t是相互独

立的。如果 x 是 t 的函数，即 x = x(t)，则函数

u(x, t) = u[x(t), t] ≡ U(t) (10.4.2)

满足常微分方程。现在我们建立 U(t) 的方程，为此求导数

dU

dt
=

∂u

∂x

∂x

∂t
+

∂u

∂t

∂t

∂t
=

∂u

∂t
+

∂u

∂x

dx

dt
(10.4.3)

假定 x(t) 对 t 的依赖关系可以表示为

dx

dt
= a[x(t), t] (10.4.4)

则式 (10.4.3) 变为
dU

dt
=

∂u

∂t
+ a[x(t), t]

∂u

∂x
(10.4.5)

由该方程写出
∂u

∂t
，然后代入式 (10.4.1a)，得到

dU

dt
+ b[x(t), t]U = f [x(t), t] (10.4.6)

设曲线 x(t) ∼ t 的起点为 x(0) = c(c 是一个参量)。它与式 (10.4.4) 结合构成关于

x(t) 的初值问题 



dx

dt
= a[x(t), t]

x(0) = c

(10.4.7a)

(10.4.7b)

另一方面，初始条件 (10.4.1b) 给出 U |t=0 = φ [x(0)] = φ(c)，它与方程 (10.4.6) 结

合构成关于 U(t) 的初值问题




dU

dt
+ b[x(t), t]U = f [x(t), t]

U |t=0 = φ(c)

(10.4.8a)

(10.4.8b)
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初值问题 (10.4.7) 的解为特征线 x = x(t, c)，它与式 (10.4.8) 的解联立消去参量 c，

即得原定解问题 (10.4.1) 的解 u(x, t)。

例 1 求解定解问题




∂u

∂t
+ (x + t)

∂u

∂x
+ u = x (−∞ < x < +∞, t > 0)

u|t=0 = x (−∞ < x < +∞)

(10.4.9a)

(10.4.9b)

解 定解问题 (10.4.9)与 (10.4.1)相比，有 a(x, t) = x + t，b = 1，f(x, t) = x。

首先求特征线，由式 (10.4.7) 得到




dx

dt
= x + t

x(0) = c

(10.4.10a)

(10.4.10b)

用拉普拉斯变换法求解该初值问题得到特征线

x(t) = et − t− 1 + cet (10.4.11)

它被显示在图 10.4。而关于 U(t) 的问题 (10.4.8) 现在变为




dU

dt
+ U = et − t− 1 + cet

U(0) = c

(10.4.12a)

(10.4.12b)

用拉普拉斯变换法求解方程 (10.4.12) 得到

U(t) = −t +
1
2

(
et − e−t

)
+

c

2
(
et − e−t

)
(10.4.13)

由式 (10.4.11) 解出

c = (x + t + 1) e−t − 1 (10.4.14)

图 10.4 式 (10.4.11) 得出的特征线
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代入式 (10.4.13) 得到

u(x, t) =
1
2
(x− t + 1)− e−t +

1
2
(x + t + 1)e−2t (10.4.15)

这就是定解问题 (10.4.9) 的解。

例 2 求解定解问题




∂u

∂y
− 1

2
∂u

∂x
= (y − x)e−y (−∞ < x < +∞, y > 0)

u |y=0 = 2x2 (−∞ < x < +∞)

(10.4.16a)

(10.4.16b)

解 定解问题 (10.4.16) 与定解问题 (10.4.1) 相比较，有 a(x, t) = −1/2，b =

0，f(x, t) = (y − x)e−y。我们首先求特征线，由式 (10.4.7) 得到




dx

dy
= −1

2

x(0) = c

(10.4.17a)

(10.4.17b)

解式 (10.4.17) 得到特征线

x = c− y

2
(10.4.18)

该特征线为一族平行线。关于 U(y) 的问题 (10.4.8) 变为




dU

dy
=

(
3y

2
− c

)
e−y

U |y=0 = 2c2

(10.4.19a)

(10.4.19b)

对式 (10.4.19a) 积分，并利用式 (10.4.19b)，得到

U − 2c2 =
3
2

[
1− (1 + y) e−y

]
+ c

(
e−y − 1

)
(10.4.20)

由式 (10.4.18) 解出 c = x +
y

2
，代入式 (10.4.20)，得到

u(x, y) =
3
2

[
1− (1 + y) e−y

]
+

(
x +

y

2

) (
e−y − 1

)
+ 2

(
x +

y

2

)2

(10.4.21)

这就是式 (10.3.22)。

10.5 非齐次波动方程：齐次化原理

本节将利用齐次化原理求解非齐次波动方程的定解问题。为此我们首先介绍

积分微商定理，设

U(x) =
∫ x

a

f(x, τ)dτ (10.5.1a)
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其中，a 是一个确定的常数，则

d
dx

U(x) = f(x, x) +
∫ x

a

∂

∂x
f(x, τ)dτ (10.5.1b)

证明 引入一个双变量函数

Ω(x, y) =
∫ y

a

f(x, τ)dτ (10.5.2)

按照基本的微分运算，我们有

∂

∂y
Ω(x, y) =

∂

∂y

∫ y

a

f(x, τ)dτ = f(x, y) (10.5.3)

另一方面，按照积分号下求微分的法则，由式 (10.5.2) 得到

∂

∂x
Ω(x, y) =

∂

∂x

∫ y

a

f(x, τ)dτ =
∫ y

a

∂

∂x
f(x, τ)dτ (10.5.4)

现在假定 y是 x的函数，记为 y = y(x)。按照复合函数求微商的法则，由式 (10.5.4)

和式 (10.5.3) 得到

d
dx

Ω [x, y(x)] =
∂

∂x
Ω [x, y(x)]

dx

dx
+

∂

∂y
Ω [x, y(x)]

dy

dx

=
∫ y(x)

a

∂

∂x
f(x, τ)dτ + f [x, y(x)]

dy

dx

在上式中取 y(x) = x，得到

d
dx

Ω(x) = f(x, x) +
∫ x

a

∂

∂x
f(x, τ)dτ (10.5.5a)

而式 (10.5.2) 变为

Ω(x) =
∫ x

a

f(x, τ)dτ (10.5.5b)

故定理式 (10.5.1) 得证。

现在我们考虑无界弦强迫振动的定解问题：



∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t) (−∞ < x < +∞, t > 0)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (−∞ < x < +∞)

(10.5.6a)

(10.5.6b)

为了求解此问题，我们利用齐次化原理。它表述为：设 Ω(x, t, τ) 是下列初值问题

的解 



∂2Ω
∂t2

= a2 ∂2Ω
∂x2

(−∞ < x < +∞, t > τ)

Ω |t=τ = 0,
∂Ω
∂t

∣∣∣∣
t=τ

= f(x, τ) (−∞ < x < +∞)

(10.5.7a)

(10.5.7b)
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则定解问题 (10.5.6) 的解为

u(x, t) =
∫ t

0

Ω(x, t, τ) dτ (10.5.8)

其中，τ 为参数。

证明 表达式 (10.5.8) 直接给出

u|t=0 =
[∫ t

0

Ω(x, t, τ) dτ

]

t=0

= 0

利用定理式 (10.5.1) 及式 (10.5.7b) 中的第一式，我们有

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= Ω(x, t, t) +
[∫ t

0

∂

∂t
Ω(x, t, τ)dτ

]

t=0

= 0

可见解 (10.5.8) 满足初始条件 (10.5.6b)。我们再来考查式 (10.5.8) 是否满足方程

(10.5.6a)。事实上，利用定理式 (10.5.1)和式 (10.7.5b)中的第二式，以及式 (10.5.7a)

我们有

∂2u

∂t2
=

∂

∂t

∫ t

0

∂

∂t
Ω(x, t, τ)dτ

=
[

∂

∂t
Ω(x, t, τ)

]

τ=t

+
∫ t

0

∂2

∂t2
Ω(x, t, τ)dτ

= f(x, t) + a2

∫ t

0

∂2

∂x2
Ω(x, t, τ)dτ

= f(x, t) + a2 ∂2

∂x2

∫ t

0

Ω(x, t, τ)dτ

= f(x, t) + a2 ∂2u

∂x2

可见式 (10.5.8) 也满足方程 (10.5.6a)，故式 (10.5.8) 是方程 (10.5.6) 的解。

下面求解初值问题 (10.5.7)，为此令 T = t− τ，则式 (10.5.7) 化为




∂2Ω
∂T 2

= a2 ∂2Ω
∂x2

(−∞ < x < +∞, T > 0)

Ω |T=0 = 0,
∂Ω
∂T

∣∣∣∣
T=0

= f(x, τ) (−∞ < x < +∞)

(10.5.9a)

(10.5.9b)

达朗贝尔公式给出式 (10.5.9) 的解

Ω(x, t, τ) =
1
2a

∫ x+aT

x−aT

f(ξ, τ)dξ =
1
2a

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ (10.5.10)
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将式 (10.5.10) 代入式 (10.5.8) 得到式 (10.5.6) 的解

u(x, t) =
1
2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ dτ (10.5.11)

其中的积分区域显示在图 10.5，它是过点 (x, t) 的两条特征线 ξ = x ± a(t − τ) 与

τ = 0 直线所围成的三角形区域。

图 10.5 式 (10.5.11) 积分的区域 A

现在我们进一步求解具有任意初始条件的无界弦强迫振动的定解问题




∂2w

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t) (−∞ < x < +∞, t > 0)

wt=0 = φ(x),
∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (−∞ < x < +∞)

(10.5.12a)

(10.5.12b)

按照叠加原理，令 w = u + v，其中 u 是定解问题 (10.5.6) 的解，而 v 是达朗贝尔

问题 (10.1.10) 的解，故式 (10.5.12) 的解为式 (10.5.12) 与式 (10.1.15) 的相加，即

w(x, t) =
1
2

[φ(x + at) + φ(x− at)] +
1
2a

∫ x+at

x−at

ψ(ξ)dξ

+
1
2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ dτ (10.5.13)

这就是非齐次波动方程的初值问题 (10.5.12) 的解，与齐次情况下的达朗贝尔公式

相比，多出了第三项，即自由项 f(x, t) 对时间和空间的积分。

例 1 求解定解问题




∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
+

x

(1 + x2)2
(−∞ < x < +∞, t > 0)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (−∞ < x < +∞)

(10.5.14a)

(10.5.14b)
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解 该定解问题属于式 (10.5.6) 的形式，而相应的关于 Ω(x, t, τ) 的定解问题

属于式 (10.5.7) 的形式，即




∂2Ω
∂t2

= a2 ∂2Ω
∂x2

(−∞ < x < +∞, t > τ)

Ω |t−τ=0 = 0,
∂Ω
∂t

∣∣∣∣
t−τ=0

=
x

(1 + x2)2
(−∞ < x < +∞)

(10.5.15a)

(10.5.15b)

它的解属于式 (10.5.10) 的形式，即

Ω(x, t, τ) =
1
2a

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

ξ

(1 + ξ2)2
dξ

=
1
4a

{
1

1 + [x− a(t− τ)]2
− 1

1 + [x + a(t− τ)]2

}

按照式 (10.5.8) 对 Ω(x, t, τ) 积分得到

u(x, t) =
∫ t

0

Ω(x, t, τ) dτ

=
1
4a

∫ t

0

{
1

1 + [x− a(t− τ)]2
− 1

1 + [x + a(t− τ)]2

}
dτ

=
1

4a2
[2 arctanx− arctan(x + at)− arctan(x− at)]

这就是定解问题 (10.5.14) 的解。

例 2 求解定解问题




∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
+ e−t cos x (−∞ < x < +∞, t > 0)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (−∞ < x < +∞)

(10.5.16a)

(10.5.16b)

解 与式 (10.5.6) 相比较，有 f(x, t) = e−t cos x，故式 (10.5.10) 变为

Ω(x, t, τ) =
1
2

∫ x+(t−τ)

x−(t−τ)

e−τ cos ξdξ = e−τ cos x sin(t− τ) (10.5.17)

于是式 (10.5.8) 给出

u(x, t) =
∫ t

0

Ω(x, t, τ) dτ

=
∫ t

0

e−τ cos x sin(t− τ) dτ
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=
1
2

cos x
(
e−t − cos t + sin t

)

这就是定解问题 (10.4.16) 的解。

例 3 求解定解问题





∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
+ kx (−∞ < x < +∞, t > 0)

u|t=0 = cos x,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (−∞ < x < +∞)

(10.5.18a)

(10.5.18b)

解 与式 (10.5.12) 比较，有 f(x, t) = kx，φ(x) = cos x，ψ(x) = 0，故式

(10.5.13) 变为

u(x, t) =
1
2

[φ(x + at) + φ(x− at)] +
1
2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ dτ (10.5.19)

其中

1
2

[φ(x + at) + φ(x− at)] =
1
2

[cos(x + at) + cos(x− at)] = cos x cos t

1
2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ dτ =
k

4a

∫ t

0

[
ξ2

]x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
dτ =

k

2
xt2

故

u(x, t) = cos x cos t +
k

2
xt2 (10.5.20)

这就是定解问题 (10.5.18) 的解。

10.6 三维波动方程

以上我们讨论了无边界一维波动方程和相关双曲型方程的定解问题，得到了

达朗贝尔公式 (10.2.6)及非齐次问题的解 (10.5.13)，但一维波动方程还不能满足相

关科学研究与工程技术的需要。例如，有关电磁波与电磁场的时空变化问题常常涉

及三维波动方程。本节考虑三维无限空间中的波动问题，即求解下列定解问题





∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)
(−∞ < x, y, z < +∞, t > 0)

u|t=0 = φ(x, y, z) (−∞ < x, y, z < +∞)

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x, y, z) (−∞ < x, y, z < +∞)

(10.6.0a)

(10.6.0b)

(10.6.0c)
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其中, 式 (10.6.0b) 和式 (10.6.0c) 分别表示初始位移和初始速度，这里的初始条件

表示一个立体区域 (二维初始条件表示一个曲面，一维初始条件表示一条曲线)。由

于方程 (10.6.0a) 包含三个坐标变量，不能将一维的结果直接推广到三维，但仍然

可以用行波法求解。我们首先考虑一个特殊情况。

10.6.1 三维波动方程的球对称解

取球坐标系

x = r sin θ cos φ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ (10.6.1)

波动方程 (10.6.0a) 在球坐标系中表示为 [式 (1.2.49)]

1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
=

1
a2

∂2u

∂t2
(10.6.2)

当 u 不依赖于角向变量 θ, φ 时，方程 (10.6.2) 化简为

1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
=

1
a2

∂2u

∂t2
(10.6.3)

由于
1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
=

∂2u

∂r2
+

2
r

∂u

∂r
=

1
r

∂2(ru)
∂r2

(10.6.4)

方程 (10.6.3) 可以写为
∂2 (ru)

∂t2
= a2 ∂2(ru)

∂r2
(10.6.5)

这是一个以 ru 为变量的一维波动方程，其通解为

u(r, t) =
f1(r + at)

r
+

f2(r − at)
r

(10.6.6)

这就是三维波动方程的球对称解，其中，f1 和 f2 是两个任意二次连续可微的函数，

它们由给定的初始条件来确定。

10.6.2 三维波动方程的泊松公式

考虑三维波动方程的一般情况，我们的目的是求任意 t 时刻在空间任意点

M(x, y, z) 的波函数 u(x, y, z, t) = u(M, t)。对于 10.6.1 节讨论的球对称情况，波

函数 u只是 r 与 t的函数，ru满足一维波动方程 (10.6.5)。但在一般情况下 u不能

写成 r 与 t 的函数，而是 x, y, z，t 的函数，所以 ru 不可能满足三维波动方程。但

是，如果我们不去考虑波函数 u 本身, 而是考虑 u 在以 M(x, y, z) 为球心, 以 r 为

半径的球面上的平均值，则这个平均值在 x, y, z 暂时固定之后就只与 r, t 有关了。
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为此，以 M 点为中心，以 r 为半径作一个球面 SM
r ，如图 10.6 所示，则波函

数在球面上的平均值为

〈u(r, t)〉 ≡ 1
4π r2

∫∫

SM
r

u(M ′, t) dS (10.6.7)

图 10.6 波函数的球面平均示意图

其中，M ′(ξ, η, δ) 是球面 SM
r 上的动点

ξ = x + r sin θ cos φ, η = y + r sin θ sinφ,

δ = z + r cos θ (10.6.8)

dS 是球面 SM
r 上的面积元素。进而在 r → 0 情

况下求极限

lim
r→0

〈u(r, t)〉 = u(M, t) (10.6.9)

它就是任意 t 时刻在空间任意点 M(x, y, z) 的波

函数。利用上述思路求解三维波动方程初值问题

(10.6.0) 的方法称为球面平均法。

用球面平均法求解式 (10.6.0)，通常是先建立 〈u(r, t)〉 的微分方程，求解后再
取 r → 0 的极限。我们这里介绍一个简单的方法，其出发点是一维波动方程定解

问题的达朗贝尔公式 (10.2.6)，它可以改写为

u(x, t) =
∂

∂t

[
t

2at

∫ x+at

x−at

φ(ξ)dξ

]
+

t

2at

∫ x+at

x−at

ψ(ξ)dξ (10.6.10)

注意到积分 〈F (x, t)〉 ≡ 1
2at

∫ x+at

x−at

F (ξ)dξ 是函数 F (ξ) 在区间 [x− at, x + at] 上的

平均值，这样式 (10.6.10) 可以写为

u(x, t) =
∂

∂t
[t 〈φ(x, t)〉] + t 〈ψ(x, t)〉 (10.6.11)

其中

〈φ(x, t)〉 =
1

2at

∫ x+at

x−at

φ(ξ)dξ (10.6.12a)

〈ψ(x, t)〉 =
1

2at

∫ x+at

x−at

ψ(ξ)dξ (10.6.12b)

分别是初始位移 φ 和初始速度 ψ 在区间 [x− at, x + at] 上的平均值。

式 (10.6.12) 所示一维的区间平均容易推广到三维的球面平均，二者之间的对

应关系如表 10.1 所示。特别是，一维求平均时的区间长度 2at 对应三维求平均时
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的球面面积 4π(at)2。这样，与一维平均位移式 (10.6.12a) 与平均速度式 (10.6.12b)

对应的三维结果为

〈φ(x, y, z, t)〉 =
1

4π(at)2

∫∫

SM
at

φ(ξ, η, δ) dS (10.6.13a)

〈ψ(x, y, z, t)〉 =
1

4π(at)2

∫∫

SM
at

ψ(ξ, η, δ) dS (10.6.13b)

式 (10.6.13) 中的积分遍及以 M(x, y, z) 为中心，以 at 为半径的整个球面 SM
at。进

而，与式 (10.6.11) 对应的三维波函数为

u(x, y, z, t) =
∂

∂t
[t 〈φ(x, y, z, t)〉] + t 〈ψ(x, y, z, t)〉 (10.6.14)

将式 (10.6.13) 代入式 (10.6.14)，整理后得到

u(x, y, z, t) =
1

4πa

∂

∂t

∫∫

SM
at

φ(M ′)
at

dS +
1

4πa

∫∫

SM
at

ψ(M ′)
at

dS (10.6.15)

式 (10.6.15) 称为三维波动方程的泊松公式。不难验证，当 φ(x, y, z) 是三次连续

可微的函数，ψ(x, y, z) 是二次连续可微的函数时，由式 (10.6.15) 所确定的函数

u(x, y, z, t) 确实是定解问题 (10.6.0) 的解。在第 12 章，我们还将利用格林函数法

推导出三维波动方程的泊松公式 (10.6.15)。

表 10.1 一维区间平均与三维球面平均的比较

区间：[x− at, x + at] 球面：(ξ − x)2 + (η − y)2 + (δ − z)2 = (at)2

区间中心：x 球面中心：(x, y, z)

区间半宽：at 球面半径：at

区间长度：2at 球面面积：4π(at)2

下面举一个例子说明泊松公式 (10.6.15) 的用法。

例 1 设已知 φ(x, y, z) = x + y + z，ψ(x, y, z) = 0，求解定解问题 (10.6.0)。

解 将给定的初始条件代入式 (10.6.15)，得到所要求的解为

u(x, y, z, t)

=
1

4π a2

∂

∂t


1

t

∫∫

SM
at

φ(M ′)dS




=
1

4πa

∂

∂t

{
1
at

∫∫
[(x + at sin θ cos φ) + (y + at sin θ sinφ)
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+ (z + at cos θ)] (at)2 sin θ dθdφ

}

=
1

4πa

∂

∂t

{
at

∫∫
[(x + y + z) + at (sin θ cos φ + sin θ sinφ) + at cos θ] sin θ dθdφ

}

=
1

4πa

∂

∂t

{
at

[
(x + y + z)

∫ 2π

φ=0

dφ

∫ π

θ=0

sin θ dθ

]

+ (at)2
[∫ 2π

φ=0

(cos φ+sin φ)dφ

∫ π

θ=0

sin2 θdθ+
∫ 2π

φ=0

dφ

∫ π

θ=0

cos θ sin θdθ

]

︸ ︷︷ ︸
=0

}

=
1

4πa

∂

∂t
[at (x + y + z)4π] = x + y + z

这个结果意味着系统在时间演化中维持初始的位移不变。

10.6.3 泊松公式的物理意义

我们进一步讨论泊松公式 (10.6.15) 的物理意义。设初始条件限于三维区域

T0，d和 D 分别是考查点 M 点到 T0 的最小和最大距离。式 (10.6.15)表示，t时刻

M(x, y, z) 点的波函数 u(x, y, z, t) 是由以 M 为中心、at 为半径的球面 SM
at 上的初

始条件决定的。当 at < d，即 t < d/a时，u(x, y, z, t) = 0，这表明扰动的 “前锋”还

未到达，如图 10.7(a)所示；当 d 6 at 6 D，即 d/a 6 t 6 D/a时，u(x, y, z, t) 6= 0，这

表明扰动发生作用，如图 10.7(b)所示；当 at > D，即 t > D/a时，u(x, y, z, t) = 0，

这表明扰动的 “阵尾” 已经过去，如图 10.7(c) 所示。因此，当初始扰动限制在空间

某局部范围内时，扰动有清晰的 “前锋”和 “阵尾”，这种现象在物理学中称为惠更

斯原理或无后效现象。由于在点 (ξ, η, δ) 的初始扰动是向各方向传播的，在时间 t

它的影响是在以 (ξ, η, δ) 为中心，at 为半径的一个球面上，因此解 (10.6.15) 称为

球面波。

图 10.7
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从式 (10.6.15) 我们也可以得到二维波动方程始值问题的解。事实上，如果 u

与 z 无关，则 ∂u/∂z = 0，这时三维波动方程的始值问题就变成二维波动方程的始

值问题




∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
(−∞ < x, y < +∞, t > 0)

u|t=0 = φ(x, y) (−∞ < x, y < +∞)

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x, y) (−∞ < x, y < +∞)

(10.6.16a)

(10.6.16b)

(10.6.16c)

为得式 (10.6.16) 解的表达式, 将式 (10.6.15) 中两个沿球面的积分转化成沿圆域

ΣM
at : (ξ − x)2 + (η − y)2 6 (at)2 (10.6.17)

内的积分，下面以式 (10.6.15) 的第二项为例说明这个转化方法。先将这个积分拆

成两部分

1
4πa

∫∫

SM
at

ψ(M ′)
at

dS =
1

4πa

∫∫

S1

ψ(M ′)
at

dS +
1

4πa

∫∫

S2

ψ(M ′)
at

dS (10.6.18)

其中，S1 和 S2 分别表示球面 SM
at 的上半球面和下半球面。由于被积函数不依赖

于变量 z，所以式 (10.6.18) 右端两个积分是相等的，即

1
4πa

∫∫

SM
at

ψ(M ′)
at

dS =
1

2πa

∫∫

S1

ψ(M ′)
at

dS (10.6.19)

把右端的积分化为二重积分，并注意到球面 SM
at 上的面积元素 dS 与它在圆域 ΣM

a t

上的投影元素 dξdη 的关系 (图 10.8)

dξdη = dS cos β =

√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

at
dS (10.6.20)

其中, β 是这两个面积元素法线方向之间的夹角, 由此得到

1
4πa

∫∫

SM
at

ψ(M ′)
at

dS =
1

2πa

∫∫

ΣM
at

ψ(ξ, η)
at

at√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

dξdη

=
1

2πa

∫∫

ΣM
at

ψ(ξ, η)√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

dξdη (10.6.21a)

按相同的方法对式 (10.6.15) 的第一项进行转化，得到

1
4πa

∫∫

SM
at

φ(M ′)
at

dS =
1

2πa

∫∫

ΣM
at

φ(ξ, η)√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

dξdη (10.6.21b)
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将式 (10.6.21) 代入式 (10.6.15) 得到

u(x, y, t) =
1

2πa

∂

∂t

∫∫

ΣM
at

φ(ξ, η)√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

dξdη

+
1

2πa

∫∫

ΣM
at

ψ(ξ, η)√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

dξdη (10.6.22)

这就是初值问题 (10.6.16) 的解。

图 10.8 dS 与 dξdη 的关系

例 2 设已知 φ(x, y) = x2(x + y), ψ(x, y) = 0，求解定解问题 (10.6.16)。

解 在极坐标系中

ξ = x + r cos θ, η = y + r sin θ (10.6.23)

故
(ξ − x)2 + (η − y)2 = r2 (10.6.24)

代入式 (10.6.22) 得到

u(x, y, t) =
1

2πa

∂

∂t

∫ at

0

∫ 2π

0

φ(x + r cos θ, y + r sin θ)√
(at)2 − r2

rdrdθ

=
1

2πa

∂

∂t

∫ at

0

∫ 2π

0

(x + r cos θ)2(x + r cos θ + y + r sin θ)√
(at)2 − r2

rdrdθ

=
1

2πa

∂

∂t

∫ at

0

r√
(at)2 − r2

{∫ 2π

0

[
x2(x + y) + (3x + y)r2 cos2 θ

]
dθ

}
dr

=
1

2πa

∂

∂t

∫ at

0

r√
(at)2 − r2

[
2πx2(x + y) + π(3x + y)r2

]
dr

=
1

2πa

∂

∂t

[
2πx2(x + y)at +

π

2
(3x + y)

4
3
(at)3

]
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= x2(x + y) + (3x + y)(at)2

这就是所求定解问题的结果，当 t = 0 时，给出初始条件 φ(x, y) = x2(x + y)。

我们进一步讨论泊松公式 (10.6.22) 的物理意义。设初始条件限于二维区域

T0，d 和 D 分别是 M 点到 T0 的最小和最大距离。式 (10.6.22) 表示，t 时刻

M(x, y) 点的波函数 u(x, y, t) 是由以 M 为中心、at 为半径的圆域 ΣM
a t 上的初

始条件决定的 (波函数 u(x, y, t) 依赖于整个圆域 ΣM
a t 上的初始条件)。当 at < d

时，u(x, y, t) = 0；当 d 6 at 6 D 时，u(x, y, t) 6= 0；当 at > D 时，由于圆域 ΣM
a t

包含了区域 T0,所以 u(x, y, t)仍不为零，即在 d/a 6 t < +∞时段，式 (10.6.22)的

积分值不为零。这种现象称为波的弥散 (后效现象)，其含义是局部范围内的初始扰

动，具有长期的连续的后效特性，扰动有清晰的 “前锋” 而无 “阵尾”，这一点与球

面波不同。

平面上以点 (ξ, η) 为中心的圆周的方程 (x− ξ)2 + (y − η)2 = r2 在空间坐标系

内表示母线平行于 z 轴的圆柱面，所以在过 (ξ, η) 点平行于 z 轴的无限长直线上

的初始扰动，在时间 t后的影响是在以该直线为轴，at为半径的圆柱面内，因此解

式 (10.6.22) 称为柱面波。

10.7 旁轴波动方程：格林算子法

10.7.1 旁轴波动方程的解

本节讨论三维波动方程

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)
(10.7.1)

在旁轴近似下的解及其应用，着重考虑自由传播的单色光。一列沿 z 轴正向自由

传播的单色光束可以表示为

u(r, z, t) = ψ(r, z) exp [i(kz − ωt)] (10.7.2)

其中，k 和 ω 分别是光波的波数与角频率；r = xi + yk 是 z 处的横向位置矢径。

将式 (10.7.2) 代入式 (10.7.1)，因为振幅 ψ(r, z) 在一个光频波长内变化很小，可以

略去二阶微商项 ∂2ψ/∂z2，从而得到

iβ
∂

∂z
ψ(r, z) = Ĥψ(r, z) (10.7.3)

这里
β = −2k (10.7.4)

Ĥ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(10.7.5)
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方程 (10.7.3) 称为旁轴波动方程，它与量子力学的薛定谔方程有相似的形式，其中

z 代替了薛定谔方程中的时间 t，而 β 相当于普朗克常数 ~。
于是可以按照量子力学的表述，把式 (10.7.3) 写成抽象态矢量 |ψ(z)〉 的形式

iβ
∂

∂z
|ψ(z)〉 = Ĥ |ψ(z)〉 (10.7.6)

由于 Ĥ 不含 z，对式 (10.7.6) 积分，有

∫ |ψ(z)〉

|ψ(z0)〉

d |ψ(z)〉
|ψ(z)〉 = − i

β
Ĥ

∫ z

z0

dz

得到

|ψ(z)〉 = ĜL |ψ(z0)〉 (10.7.7)

其中

ĜL = exp
(
−i

L

β
Ĥ

)
= exp

(
i
L

2k
Ĥ

)
(10.7.8)

称为格林算子，它决定态矢量 |ψ(z)〉 随 z 的演化，而 L 是演化的距离

L = z − z0 (10.7.9)

按量子力学的知识，二维坐标本征态 |r〉 构成连续谱，并有完备性关系式
∫ ∞

−∞
|r〉 〈r|dr = 1 (10.7.10)

态矢量 (10.7.7) 向二维坐标表象 {|r〉} 投影，并利用式 (10.7.7) 和式 (10.7.10)，

得到

〈r|ψ(z)〉 = 〈r|ĜL|ψ(z0)〉〉
=

〈
r

∣∣∣∣ĜL

∫ ∞

−∞
|r0〉〈r0|dr0|ψ(z0)〉

〉

=
∫ ∞

−∞
〈r| ĜL |r0〉 〈r0|ψ(z0)〉dr0

而 〈r|ψ(z)〉 = ψ(r, z) 是坐标表象的波函数，故

ψ(r, z) =
∫ ∞

−∞
GL(r, r0)ψ(r0, z0)dr0 (10.7.11)

其中，矩阵元
GL(r, r0) = 〈r| ĜL |r0〉 (10.7.12)

称为格林函数。
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式 (10.7.11) 的物理意义是很清楚的，如图 10.9 所示，一列沿 z 轴传播的旁轴

单色光束，如果在输入平面 (x0, y0)的振幅为 ψ(r0, z0)，在自由空间传播 L距离到

输出平面 (x, y) 时，振幅演化为 ψ(r, z)，它由式 (10.7.11) 的积分表示。其中，格

林函数 GL(r, r0) 是输入平面上位于 r0 的一个点源在输出平面的 r 点产生的场分

布，现在我们来计算它。

图 10.9 光场 ψ(r0, z0) 传播自由空间 L 后变成 ψ(r, z)

二维动量本征态 |K〉 是拉普拉斯算符式 (10.7.5) 的本征态，即

Ĥ |K〉 = −K2 |K〉 (10.7.13)

它构成连续谱，并有完备性关系式
∫ ∞

−∞
|K〉 〈K|dK = 1 (10.7.14)

它在坐标表象表示为

〈r|K〉 =
1
2π

exp (iK · r) (10.7.15)

将完备性关系式 (10.7.10) 插入式 (10.7.12) 的矩阵元，并利用式 (10.7.8) 和式

(10.7.5)，得到

GL(r, r0) = 〈r| ĜL |r0〉
= 〈r| ĜL

∫ ∞

−∞
|K〉 〈K|dK |r0〉

=
∫ ∞

−∞
〈r| exp

(
−i

L

β
Ĥ

)
|K〉 〈K|r0〉dK

=
∫ ∞

−∞
exp

(
i
L

β
K2

)
〈r|K〉 〈K|r0〉dK

=
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
exp

(
i
β

K2L

)
eiK·(r−r0)dK

完成积分后，利用式 (10.7.4)，得到
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GL(r, r0) =
1

iλL
ei k

2L |r0−r|2 (10.7.16)

其中, λ =
2π
k
是单色光的波长。将式 (10.7.16) 代入式 (10.7.11) 得到

ψ(r, z) =
1

iλL

∫ ∞

−∞
ψ(r0, z0)ei k

2L |r0−r|2dr0 (10.7.17)

式 (10.7.17) 就是旁轴波动方程 (10.7.3) 的解，它表示熟知的旁轴近似的菲涅耳衍

射积分。其中，格林函数 GL(r, r0) 可以称为菲涅耳核，它就是通常所说的 “脉冲

响应”。

10.7.2 光学元件与光学系统的格林算子

设一个光学元件对于垂直入射的旁轴光束的透过率函数为 GF (r)，则该光学

元件的格林算子定义为 GF (r) 的相应的算子形式。例如，一个球面薄透镜对垂直

入射的旁轴光束的透过率函数为

GF (r) = e−i k
2f r2

(10.7.18)

其中，f 是透镜的焦距，于是该透镜的格林算子为

ĜF = e−i k
2f r̂2

(10.7.19)

一般光学系统是由若干个分立元件和它们之间的自由空间组成的。例如，图

10.10 所示的光学系统，是由位于 z0 的球面薄透镜 F1，透过率函数为 T (r) 的物

F2，两段自由空间 (长度分别为 L1 和 L2) 组成的。对于整个系统来说，如果输入、

输出态矢量分别为 |ψ(z0)〉 和 |ψ(z)〉，则在它们之间也存在一个格林算子 Ĝ，显然

它是系统中各个分立元件及各段自由空间格林算子的有序乘积。对于图 10.10所示

的系统，Ĝ 写为

Ĝ = ĜL2ĜT ĜL1ĜF (10.7.20)

其中，ĜT = T (r̂) 是物的透过率算子。

图 10.10 光场 ψ(r0, z0) 在系统中传播后变成 ψ(r, z)
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对于一般光学系统，其格林算子可以表示为

Ĝ = ΠiĜi (10.7.21)

其中，Ĝi 是第 i个元件 (包括自由空间)的格林算子。若式 (10.7.21)的格林算子将

输入态矢量 |ψ(z0)〉 与输出态矢量 |ψ(z)〉 相联系，即

|ψ(z)〉 = Ĝ |ψ(z0)〉 (10.7.22)

则按照得到式 (10.7.11) 的过程可得

ψ(r, z) =
∫ ∞

−∞
G(r, r0)ψ(r0, z0)dr0 (10.7.23)

其中，矩阵元

G(r, r0) = 〈r| Ĝ |r0〉 (10.7.24)

是整个系统的格林函数。这样一来，对于一个给定的光学系统，如果求得其格林函

数 G(r, r0)，就可以代入式 (10.7.23)，由任意的输入光场 ψ(r0, z0)求得相应的输出

光场 ψ(r, z)。因此，利用上述的格林算子法，原则上可以处理傅里叶光学和相关领

域的全部理论问题。而上述方法的优越性在于，对于给定的光学系统，恰当地插入

完备性关系式 (10.7.10)，可以简化运算过程。

10.7.3 格林算子法的应用

作为格林算子法的应用，我们讨论如图 10.10 所示的光学系统。简单起见，设

输入平面 (x0, y0) 的光场为单位振幅的平面波，即

ψ(r0, z0) = 1 (10.7.25)

现在求输出平面 (x, y) 上的光场分布 ψ(r, z)。将系统的格林算子式 (10.7.20) 在二

维坐标表象取矩阵元，给出系统的格林函数

G(r, r0) = 〈r| ĜL2T (r̂)ĜL1ĜF |r0〉 (10.7.26)

计算式 (10.7.26) 最简单的方法是在算子 T (r̂) 之后插入完备性关系式
∫ ∞

−∞
|r′〉

〈r′|dr′ = 1，这样可以利用本征方程

T (r̂) |r′〉 = T (r′) |r′〉 (10.7.27a)

ĜF |r0〉 = e−i k
2f r2

0 |r0〉 (10.7.27b)
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得到

G(r, r0) =
∫ ∞

−∞
〈r| ĜL2T (r̂) |r′〉 〈r′| ĜL1ĜF |r0〉dr′

=
∫ ∞

−∞
〈r| ĜL2 |r′〉T (r′) 〈r′| ĜL1 |r0〉 e−i k

2f r2
0dr′

=
∫ ∞

−∞
GL2(r, r′)T (r′)GL1(r

′, r0)e−i k
2f r2

0dr′ (10.7.28)

将式 (10.7.28) 代入式 (10.7.23)，并利用式 (10.7.25) 和式 (10.7.16) 得到

ψ(r, z) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
GL2(r, r′) T (r′)GL1(r

′, r0)e−i k
2f r2

0dr′dr0

= − 1
λ2L1L2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
T (r′)ei k

2L2
|r−r′|2ei k

2L1
|r′−r0|2e−i k

2f r2
0dr′dr0

= − 1
λ2L1L2

∫ ∞

−∞
I(r′)T (r′)ei k

2L2
|r−r′|2 dr′ (10.7.29)

其中

I(r′) =
∫ ∞

−∞
ei k

2L1
|r′−r0|2e−i k

2f r2
0dr0 (10.7.30)

积分式 (10.7.30) 的结果为

I(r′) =
iλ

1
L1

− 1
f

exp




(
i

k

2L1
r′2

)

−i

k

2L2
1

1
1
L1

− 1
f

r′2





 (10.7.31)

将式 (10.7.31) 代入式 (10.7.29) 得

ψ(r, z) =
f

iλL2(f − L1)
ei k

2L2
r2

∫ ∞

−∞
T (r′)ei k

2
f−(L1+L2)
L2(f−L1) r′2 e−i2πr′· r

λL2 dr′ (10.7.32)

这就是图 10.10 所示光学系统的一般结果。当 L1 + L2 = f 时，式 (10.7.32) 变为

ψ(r, z) =
f

iλL2
2

ei k
2L2

r2
∫ ∞

−∞
T (r′) e−i2πr′· r

λL2 dr′ (10.7.33)

式 (10.7.33) 中的积分恰好表示物 T (r) 的二维傅里叶变换，而 “空间频率” 为

ν =
r

λL2
=

{
x

λL2
,

y

λL2

}
(10.7.34)

也就是说，在透镜的后焦面上得到了物的傅里叶频谱，而且改变 L2 时，可以得到

不同尺度的频谱。
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在傅里叶光学及相关领域中，讨论光束在系统中传播的通常方法是逐段求菲

涅耳积分，这样的计算过程往往比较复杂。上述的格林算子法不是逐段求积分，

而是着眼整个光学系统，着力求系统的格林算子 Ĝ = ΠiĜi 和相应的格林函数

G(r, r0) = 〈r| Ĝ |r0〉。在计算过程中可以灵活地插入一个 (或多个) 完备性关系式∫ ∞

−∞
|r〉 〈r|dr = 1，利用相应的本征方程使计算简化。这种方法的另一个特点是只

要具体给出系统中诸元件的透过率函数，原则上就可以由任意输入求得输出，没有

附加的限制条件 (如对透过率函数的限制、对元件排列的限制等)。有的情况下即

使不知道元件透过率的函数形式，也能定性地判断输出的特征。例如，在上述的例

子中，虽然不知道输出的函数表示式，但知道它是物的傅里叶变换。

这种方法能被期待处理傅里叶光学与相关领域中的一些较复杂的光传输问题。

10.8 非线性波动方程：光学孤立子

本节简要介绍有关非线性波动方程和光学孤立子的概念。按照辐射与物质相

互作用的半经典理论，可以得到一个非线性波动方程 (见 Qiao Gu. Radiation and

Bioinformation. Science Press, 2003: 262–287)

∂2θ

∂τ2
− ∂2θ

∂ξ2
= − sin θ (10.8.1)

其中，ξ 和 τ 分别是无量纲的坐标与时间

ξ = ωn t− 2ωn

c
x, τ = ωn t (10.8.2)

其中，ωn 是系统的特征频率；x 和 t 是通常的坐标与时间变量。式 (10.8.1) 中的 θ

是布洛赫角，它与光场振幅 E 之间有如下关系

dθ

dt
=

µ

~
E (10.8.3)

这里 µ 是原子的偶极矩阵元，~ 是普朗克常数 h 除以 2π。式 (10.8.1) 称为 Sine-

Gordon 方程，它有解

θ = 4 arctan[exp(ξ
√

1 + α2 − ατ)] (10.8.4)

其中，α 是一个不含时间的常数，但与系统的初始条件有关。这个解对时间微商后

给出一个光脉冲，它是一个双曲正割函数

E(x, t) = E0sech
(

x− at

atD

)
(10.8.5)
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其中

E0 ≡ E(0, 0) = 2
~
µ

ωn

(√
1 + α2 − α

)
(10.8.6)

是脉冲的振幅，a 和 tD 分别是脉冲的速度和宽度，它们能在脉冲振幅的意义上表

示为

a =
c

1 +
(

2
~
µ

ωn

E0

)2 (10.8.7a)

tD = 2
~
µ

1
E0

(10.8.7b)

图 10.11 孤立子式 (10.8.5) 在

任意位置 x 的波形

表达式 (10.8.5)表示了一个孤立子解。孤立子是

沿 x 轴正向传播的波包，它的特征是脉冲的振

幅越大传播越快，而且宽度越窄。图 10.11显示

了孤立子在任意位置 x 的波形 (见图 5.5)。

孤立子脉冲的时间积分 (脉冲面积)给出它

在空间任意位置 x 的能量

θ =
µ

~

∫ ∞

−∞
E(x, t)dt

=
µ

~

∫ ∞

−∞
E0sech

(
x− at

atD

)
dt

=
µ

~
E0tD [arctan (sinh ξ)]∞−∞ = 2π

这个常数结果意味着孤立子脉冲在空间传播时，其能量与空间位置 x没有关系，即

在任意位置孤立子脉冲具有相同的能量 (能量守恒)。换言之，孤立子在介质中传播

时不损失它的能量，这是由 sech波形所决定的。其物理机制是面积为 2π的孤立子

光脉冲进入介质之初，原子处于低能态。孤立子通过介质时将原子从低能态激发到

高能态，在这个过程中孤立子失去了一定的能量。随后，当孤立子离开介质时，高

能态的原子跃迁回低能态又将等量的能量 “退还” 给孤立子，如图 10.12 所示。这

样孤立子在穿过介质的全过程中没有将自身的能量消耗在原子系统中。所以孤立

子脉冲是一个所谓的 “自感应透明”(self-induced transparency) 脉冲。

图 10.12 孤立子传播不损失能量的物理机制



第11章 积分变换法

我们在第 3 章、第 4 章中介绍了傅里叶变换与拉普拉斯变换在求解常微分方

程中的应用，求解中通过取积分变换将未知函数的常微分方程化成了象函数的代

数方程，消去了对自变量求导数的运算。解出代数方程后，再进行反演就得到了原

来常微分方程的解。基于这一事实，我们自然会想到，积分变换法也能用于求解偏

微分方程。事实上，在偏微分方程两端对某个变量取变换就能消去未知函数对该自

变量求偏导数的运算，使象函数的微分方程变得较为简单。如果原来的偏微分方程

只包含两个自变量，经过一次变换则得到象函数的常微分方程。积分变换法在求解

数学物理方程中具有广泛的用途，特别是对于非齐次泛定方程及非齐次边界条件，

用经典的分离变量法求解比较烦琐，而积分变换法为这类问题提供了一种系统规

范的解决方法，具有固定的程序。本章将用傅里叶变换法、拉普拉斯变换法以及联

合变换法处理不同类型的定解问题。

11.1 傅里叶变换法

用分离变量法求解有限空间的定解问题时，所得到的本征值谱是分立的，所得

到的一般解表示为本征函数的叠加。对于无限空间，所得到的本征值谱一般是连续

的，一般解可表示为对连续本征值的积分形式。因此，对于无限空间的定解问题，

傅里叶变换是一种很适用的求解方法。本节将通过几个典型例子说明运用傅里叶

变换求解无界空间定界问题的基本过程。

我们将二元函数 u(x, t) 关于变量 x 的傅里叶变换记为

F {u(x, t)} = U(ω, t) =
∫ ∞

−∞
u(x, t) e−iω xdx (11.1.1)

在对
∂u

∂t
关于 x 作傅里叶变换时，我们有

F
{

∂u

∂t

}
=

∫ ∞

−∞

∂u

∂t
e−iωxdω =

∂

∂t

∫ ∞

−∞
ue−iωxdω =

dU(ω, t)
dt

(11.1.2a)

同理

F
{

∂2u

∂t2

}
=

d2U(ω, t)
dt2

(11.1.2b)
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11.1.1 热传导问题与高斯核

作为傅里叶变换法的应用，我们首先求解下列无限长细杆的热传导问题




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(−∞ < x < ∞, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (−∞ < x < ∞)

(11.1.3a)

(11.1.3b)

其中，a 是热扩散系数；φ(x) 是初始温度分布。这个问题的求解将引出一个重要的

概念 ——“高斯核” (Gauss kernel)。

我们对 (11.1.3) 关于 x 作傅里叶变换，考虑到式 (11.1.2a) 并利用式 (3.1.16)，

得到 



dU(ω, t)
dt

= −a2ω2U(ω, t)

U |t=0 = Φ(ω)

(11.1.4a)

(11.1.4b)

其中

Φ(ω) =
∫ ∞

−∞
φ(x)e−iωxdx (11.1.5)

是初始温度 φ(x) 的傅里叶变换。常微分方程问题 (11.1.4) 的解为

U(ω, t) = Φ(ω)e−a2ω2t (11.1.6)

利用傅里叶反变换式 (3.1.4)，得到

u(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
Φ(ω)e−ω2a2teiωxdω (11.1.7)

这就是无限长热传导定解问题 (11.1.4) 的形式解，它是一种积分的形式，其中的

Φ(ω) 由式 (11.1.5) 确定。

现在我们进一步计算式 (11.1.7) 的积分，为此将式 (11.1.5) 代入式 (11.1.7)，

得到

u(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
φ(ξ)e−iωξdξ

]
e−ω2a2teiωxdω

=
1
2π

∫ ∞

−∞
φ(ξ)

[∫ ∞

−∞
exp

(−ω2a2t
)
e−iω(ξ−x)dω

]
dξ

(ξ − x = X)

=
1
2π

∫ ∞

−∞
φ(ξ)

[∫ ∞

−∞
exp

(−ω2a2t
)
e−iωXdω

]
dξ (11.1.8)

其中，关于 ω 的积分正是高斯函数 exp
(−ω2a2t

)
的傅里叶变换。在第 3.3 节例 4

中，我们得到结论：高斯函数的傅里叶变换仍是高斯函数。利用这一性质，从式
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(3.3.9) 推导出
∫ ∞

−∞
exp

(−a2ω2t
)
e−iω Xdω =

√
π

a2t
exp

(
− X2

4a2t

)
(11.1.9)

代入式 (11.1.8) 得到

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ ∞

−∞
φ(ξ) exp

[
− (x− ξ)2

4a2t

]
dξ (11.1.10)

这个结果值得进一步讨论，我们将式 (11.1.10) 写成卷积形式

u(x, t) = φ(x) ∗K(x, t) (11.1.11)

其中

K(x, t) =





1
2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)
(t > 0)

0 (t 6 0)
(11.1.12)

就是所谓高斯核，它是应用数学和统计学中最重要的函数之一。我们首先分析它的

物理含义，如果初始温度分布为 φ(x) = δ(x)，则式 (11.1.10) 立即给出

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ ∞

−∞
δ(ξ) exp

[
− (x− ξ)2

4a2t

]
dξ

=
1

2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)

可见高斯核是初始 t = 0 时刻位于 x = 0 的点源在任意时刻 t 引起的温度分布。

下面进一步分析高斯核的性质，为此我们将它与普通的高斯分布

G(x) =
1√
2πσ

exp
(
− x2

2σ2

)
(11.1.13)

相比较。可以看出，高斯核是一个标准差为 σ = a
√

2t 的高斯分布函数。这意味

着在任何时刻 t，高斯核 K(x, t) 均为关于 x 的高斯函数，当 t 增大时，它的峰值

K(0, t) = 1/(2a
√
πt) 下降，分布变宽，但在任意时刻都维持单位面积，即

∫ ∞

−∞

1
2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)
dx = 1 (11.1.14)

高斯核式 (11.1.12) 的曲线如图 11.1 所示。当 t 逐渐变小时，高斯核的峰值不断升

高，而在极限 t → 0，峰值趋于无穷大，于是高斯核的极限形式是 δ 函数，即

lim
t→0

1
2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)
= δ(x) (11.1.15)
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因此，图 11.1 就是初始点源 δ(x) 在任意时刻 t 引起的温度分布。x = 0 处温度随

时间下降的物理机制是由于系统的热扩散作用。

图 11.1 高斯核曲线 (11.1.12) (a = 1)

另外，由式 (11.1.9) 可以得到

1
2π

∫ ∞

−∞
e−ω2a2teiωxdω =

1
2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)
(11.1.16)

这意味着

F−1
{

e−ω2a2t
}

=
1

2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)
= K(x, t) (11.1.17a)

或

F {K(x, t)} = F
{

1
2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)}
= e−ω2a2t (11.1.17b)

即高斯核的傅里叶变换是 exp
(−ω2a2t

)
，这也是一个重要的结论，与第 3.3 节例 4

的结论相吻合。

例 1 设热传导问题 (11.1.3) 的初始温度分布为归一化的高斯函数

φ(x) =
1√
π

e−x2
(11.1.18)

讨论系统任意时刻的温度分布。

解 首先将式 (11.1.18) 代入式 (11.1.5) 得到

Φ(ω) =
∫ ∞

−∞

1√
π

e−x2
e−iωxdx = exp

(
−ω2

4

)
(11.1.19)

再代入式 (11.1.7)，得到

u(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−

ω2
4 e−ω2a2teiωxdω
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=
1
2π

∫ ∞

−∞
e−

(4a2t+1)
4 ω2

eiωxdω

=
1√

π(4a2t + 1)
exp

(
− x2

4a2t + 1

)
(11.1.20)

这就是所求的结果。

这个问题的求解还可以从式 (11.1.11) 出发

u(x, t) = φ(x) ∗K(x, t)

=
1√
π

e−x2 ∗ 1
2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)

可见问题的解是两个高斯函数的卷积。为了计算这个卷积，我们求它的傅里叶变

换，利用式 (11.1.11)，得到

F
{

1√
π

e−x2 ∗ 1
2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)}

=F
{

1√
π

e−x2
}
F

{
1

2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)}

=e−ω2/4e−ω2a2t = e−
ω2(4a2t+1)

4

再取它的傅里叶反变换，利用式 (11.1.17a)，得到

u(x, t) = F−1

{
e−

ω2(4a2t+1)
4

}

=
1√

π(4a2t + 1)
exp

(
− x2

4a2t + 1

)

当 t = 0 时，u(x, 0) = exp
(−x2

)
/
√
π。而温度分布 u(x, t) 随时间的演化与点源情

况 (图 11.1) 相似。

最后需要指出，高斯核的演化是一个普遍的现象，存在于许多系统之中。它反

映一个点源函数在系统自身的扩散作用之下，其分布变得越来越宽。除了上述的热

量扩散之外，还有物质浓度的扩散，比如半导体载流子浓度的扩散等。但是在这种

扩散作用之下，分布不会发生迁移，峰值始终维持在确定的位置。随后我们将会进

一步讨论系统在扩散与迁移双重作用下的演化行为。

11.1.2 傅里叶变换法的应用

下面我们通过各种例题进一步讨论傅里叶变换法在求解定解问题中的应用。

例 1 用傅里叶变换法求解无边界波动方程的初值问题
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



∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
(−∞ < x < ∞, t > 0)

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (−∞ < x < ∞)

(11.1.21a)

(11.1.21b)

假定初始位移 φ(x) 和初始速度 ψ(x) 的傅里叶变换均存在。

解 对式 (11.1.21a)两边关于 x作傅里叶变换，利用式 (11.1.2b)和式 (3.1.16)，

有
d2U(ω, t)

dt2
= −a2ω2U(ω, t) (11.1.22)

进而对边界条件 (11.1.21b) 关于 x 作傅里叶变换，我们有
∫ ∞

−∞
u(x, 0)e−iωxdx = U(ω, 0) = Φ(ω) (11.1.23a)

∫ ∞

−∞

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

e−iωxdx =
dU

dt

∣∣∣∣
t=0

= Ψ(ω) (11.1.23b)

其中

Φ(ω) =
∫ ∞

−∞
φ(x) e−iω xdx, Ψ(ω) =

∫ ∞

−∞
ψ(x) e−iω xdx (11.1.24)

分别是初始位移和初始速度的傅里叶变换。

方程 (11.1.22) 的通解为

U(ω, t) = A cos (aωt) + B sin (aωt) (11.1.25)

利用初始条件 (11.1.23) 确定出：A = Φ(ω), B =
Ψ(ω)
aω
，故

U(ω, t) = Φ(ω) cos (aωt) +
Ψ(ω)
aω

sin (aωt) (11.1.26)

我们利用傅里叶反变换 (3.1.4)，由式 (11.1.26) 得到

u(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞

[
Φ(ω) cos (aωt) +

Ψ(ω)
aω

sin (aωt)
]

eiω xdω (11.1.27)

这就是无边界定解问题 (11.1.21)的解，它是一种积分的形式，其中的 Φ(ω)和 Ψ(ω)

由式 (11.1.24) 确定。

我们可以进一步完成式 (11.1.27) 中的积分，为此将它写成两项

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) (11.1.28)

其中

u1(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
Φ(ω) cos (aωt) eiω xdω (11.1.29a)
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u2(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞

Ψ(ω)
aω

sin (aωt) eiω xdω (11.1.29b)

首先计算 u1(x, t)，一个基本的方法如下

u1(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞

Φ(ω)
2

(
eiaω t + e−iaω t

)
eiω xdω

=
1
2

[
1
2π

∫ ∞

−∞
Φ(ω)eiω( x+at)dω +

1
2π

∫ ∞

−∞
Φ(ω)eiω( x−at)dω

]

(
令 ξ = x + at, η = x− at

)

=
1
2

[
1
2π

∫ ∞

−∞
Φ(ω)eiωξdω +

1
2π

∫ ∞

−∞
Φ(ω)eiωηdω

]

=
1
2

[φ(ξ) + φ(η)] =
1
2

[φ(x + at) + φ(x− at)]

另一个方法是

u1(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞

Φ(ω)
2

(
eiaω t + e−iaω t

)
eiω xdω

=
1
2

[
1
2π

∫ ∞

−∞
eiωa tΦ(ω)eiω xdω +

1
2π

∫ ∞

−∞
e−iωa tΦ(ω)eiω xdω

]

[
利用 f(x + ξ) ←→ eiωξF (ω)

]

=
1
2

[φ(x + at) + φ(x− at)]

计算 u2(x, t) 的基本方法如下

u2(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞

Ψ(ω)
2iaω

(
eiaω t − e−iaω t

)
eiω xdω

=
1
2a

[
1
2π

∫ ∞

−∞

Ψ(ω)
iω

eiω(x+at)dω− 1
2π

∫ ∞

−∞

Ψ(ω)
iω

eiω(x−at)dω

]

(
利用 ξ = x + at, η = x− at

)

=
1
2a

[
1
2π

∫ ∞

−∞

Ψ(ω)
iω

eiωξdω− 1
2π

∫ ∞

−∞

Ψ(ω)
iω

eiωηdω

]

[
利用

∫ x

0

f(x)dx ←→ F (ω)
iω

]

=
1
2a

[∫ ξ

0

ψ(ξ)dξ−
∫ η

0

ψ(η)dη

]

=
1
2a

[∫ x+at

0

ψ(ξ)dξ−
∫ x−at

0

ψ(ξ)dξ

]
=

1
2a

∫ x+at

x−at

ψ(ξ)dξ

另一个方法是

u2(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞

Ψ(ω)
2iaω

(
eiaω t − e−iaω t

)
eiω xdω
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=
1
2a
· 1
2π

∫ ∞

−∞
Ψ(ω)

[
ei(x+at)ω − ei(x−at)ω

iω

]
dω

=
1
2a
· 1
2π

∫ ∞

−∞
Ψ(ω)

[
eiωξ

iω

]x+at

x−at

dω

=
1
2a
· 1
2π

∫ ∞

−∞
Ψ(ω)

[∫ x+at

x−at

eiωξdξ

]
dω

=
1
2a

∫ x+at

x−at

[
1
2π

∫ ∞

−∞
Ψ(ω)eiωξdω

]
dξ

=
1
2a

∫ x+at

x−at

ψ(ξ)dξ

最简单的方法是将式 (11.1.26) 写成

U(ω, t) =
1
2

[
eiaω tΦ(ω) + e−iaω tΦ(ω)

]
+

1
2a

[
eiaω t Ψ(ω)

iω
− e−iaω t Ψ(ω)

iω

]

然后利用式 (3.1.22) 和式 (3.1.19)，直接得到

u(x, t) =
1
2

[φ(x + at) + φ(x− at)] +
1
2a

[∫ x+at

0

ψ(ξ)dξ −
∫ x−at

0

ψ(ξ)dξ

]

=
1
2

[φ(x + at) + φ(x− at)] +
1
2a

∫ x+at

x−at

ψ(ξ)dξ

以上，我们用不同的反演方法得到了定解问题 (11.1.21) 的达朗贝尔公式。至

此，我们可以总结出用傅里叶变换法求解偏微分方程定解问题的步骤：

(1) 如果变量 x ∈ (−∞,∞)，对 u(x, t) 的偏微分方程问题关于 x 作傅里叶变

换，得到象函数 U(ω, t) 的常微分方程问题；

(2) 求解该常微分方程问题得到 U(ω, t)；

(3) 对 U(ω, t) 反演 (注意选择最简洁的方式) 得到 u(x, t)。

例 2 用傅里叶变换法求解混合微分的定解问题




∂2u

∂t∂x
=

∂2u

∂x2
(−∞ < x < ∞, t > 0)

u |t=0 =
√
π

2
e−|x| (−∞ < x < ∞)

(11.1.30a)

(11.1.30b)

解 对式 (11.1.30a) 左边关于 x 作傅里叶变换，得到

F
{

∂2u

∂t∂x

}
= F

{
∂

∂t

∂u

∂x

}
=

d
dt
F

{
∂u

∂x

}
= iω

dU(ω, t)
dt

(11.1.31a)

对式 (11.1.30a) 右边关于 x 作傅里叶变换，利用式 (3.1.16)，得到
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F
{

∂2u

∂x2

}
= −ω2U(ω, t) (11.1.31b)

再对式 (11.1.30b) 两边关于 x 作傅里叶变换，得到

F {u |t=0 } = U(ω, 0) = F
{√

π

2
e−|x|

}
=

√
2π

1 + ω2
(11.1.32)

这里利用了第 3.3 节例 2 的结果。这样我们就得到关于 U(ω, t) 的常微分方程

问题 



dU(ω, t)
dt

= iωU(ω, t)

U(ω, 0) =
√

2π
1 + ω2

(11.1.33a)

(11.1.33b)

它的解为

U(ω, t) =
√

2π
1 + ω2

eiωt (11.1.34)

现在对式 (11.1.34) 反演，利用式 (3.1.22) 得到

u(x, t) =
√
π

2
e−|x+t| (11.1.35)

这就是定解问题 (11.1.30) 的解，它的曲线如图 11.2 所示。

图 11.2 解式 (11.1.35) 在不同时刻的曲线

例 3 用傅里叶变换法求解下列非常数系数 (nonconstant coefficience)方程的

定解问题 



t
∂u

∂x
+

∂u

∂t
= 0 (−∞ < x < ∞, t > 0)

u |t=0 = f(x) (−∞ < x < ∞)

(11.1.36a)

(11.1.36b)

并分析该定解问题对 f(x) 的要求。

解 对式 (11.1.36a) 左边第一项关于 x 作傅里叶变换 (视 t 为常数)，得到
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F
{

t
∂u

∂x

}
= tF

{
∂u

∂x

}
= iωtU(ω, t) (11.1.37)

这样我们得到关于 U(ω, t) 的常微分方程问题




iωtU(ω, t) +
dU(ω, t)

dt
= 0

U(ω, 0) = F (ω)

(11.1.38a)

(11.1.38b)

对式 (11.1.38a) 积分，并利用式 (11.1.38b)，有
∫ U(ω,t)

F (ω)

dU

U
= −iω

∫ t

0

tdt (11.1.39)

式 (11.1.39) 给出

U(ω, t) = F (ω) exp
(
−i

t2

2
ω

)
(11.1.40)

现在对式 (11.1.40) 反演，利用式 (3.1.22)，得到

u(x, t) = f

(
x− t2

2

)
(11.1.41)

我们可以检验这个解，代入式 (11.1.36a) 有

∂u(x, t)
∂x

= f ′
(

x− t2

2

)
,
∂u(x, t)

∂t
= −tf ′

(
x− t2

2

)
(11.1.42)

满足方程 (11.1.36a)，式 (11.1.41)显然也满足初始条件 u(x, 0) = f(x)，故式 (11.1.41)

是定解问题 (11.1.36) 的解。由此我们也看到定解问题 (11.1.36) 对 f(x) 的要求是

一次可微。

例 4 用傅里叶变换法求解第 7.3.1 节例 3 关于上半平面拉普拉斯方程的定

解问题 



∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (y > 0,−∞ < x < +∞)

u |y=0 = f(x) (−∞ < x < +∞)

lim
y→∞

u = 有限值 (−∞ < x < +∞)

(11.1.43a)

(11.1.43b)

(11.1.43c)

其中，式 (11.1.43c) 是一个自然边界条件。

解 对式 (11.1.43) 关于 x 作傅里叶变换，得到




−ω2U(ω, y) +
d2U(ω, y)

dy2
= 0

U |y=0 = F (ω)

lim
y→∞

U = 有限值

(11.1.44a)

(11.1.44b)

(11.1.44c)
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方程 (11.1.44a) 的通解为

U(ω, y) = C1e−ωy + C2eωy (11.1.45)

自然边界条件 (11.1.44c) 要求 C1 = 0 (如果 ω < 0) 或者 C2 = 0 (如果 ω > 0)。因

此，我们可以将式 (11.1.45) 写为 U(ω, y) = Ce−|ω|y，再利用式 (11.1.44b) 得到

U(ω, y) = F (ω)e−|ω|y (11.1.46)

现在对 U(ω, y) 反演，由式 (3.1.4) 得到

u(x, y) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)e−|ω|yeiωxdω

=
1
2π

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
f(ξ)e−iωξdξ

]
e−|ω|yeiωxdω

=
1
2π

∫ ∞

−∞
f(ξ)

[∫ ∞

−∞
e−|ω|ye−iω(ξ−x)dω

]
dξ

利用第 3.3 节例 9 的傅里叶变换关系，即

F
{

e−β|t|
}

=
∫ ∞

−∞
e−β|t|e−iωxdx =

2β

β2 + ω2
(11.1.47)

得到

u(x, y) =
1
π

∫ ∞

−∞
f(ξ)

y

(x− ξ)2 + y2
dξ (11.1.48)

这就是定解问题 (11.1.43) 的解。

值得注意，解式 (11.1.48) 还可以写成类似于式 (11.1.11) 的卷积形式

u(x, y) = f(x) ∗ P (x, y) (11.1.49)

其中

P (x, y) =
1
π

y

x2 + y2
(11.1.50)

称为泊松核 (Poisson kernel)。它是点源引起的分布，事实上，当式 (11.1.48)中的边

界函数取 f(x) = δ(x) 时，式 (11.1.48) 给出

u(x, y) =
1
π

∫ ∞

−∞
δ(ξ)

y

(x− ξ)2 + y2
dξ =

1
π

y

x2 + y2
(11.1.51)

可见点源引起的分布正是泊松核 (11.1.50)。关于泊松核的傅里叶变换，由式 (3.3.26)

给出：

F
{

1
π

y

x2 + y2

}
= e−|ω|y (11.1.52)
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最后顺便指出，自然边界条件 (11.1.43c) 对于定解问题 (11.1.43) 是很重要的。

如果没有它，由式 (11.1.43a) 和式 (11.1.43b) 构成的定解问题的解不是唯一的。

显然

y +
1
π

∫ ∞

−∞
f(ξ)

y

(x− ξ)2 + y2
dξ (11.1.53)

也满足式 (11.1.43a) 和式 (11.1.43b)。但是这个解不满足自然边界条件 (11.1.43c)。

我们的结论是：附有自然边界条件 (11.1.43c)时，定解问题 (11.1.43)的解才是唯一

的，它就是式 (11.1.48)。这个结果与式 (7.3.36) 的等价性见下面的例题。

例 5 例 4 的结果式 (11.1.48) 可以表示二维热传导系统的稳态温度分布，设

边界函数 f(x) 为

f1(x) =





1 (|x| 6 1)

0(|x| > 1)
; f2(x) =

1
x2 + 1

; f3(x) =
x

x2 + 1

分别计算上半平面的温度 u(x, y)，并确定相应的等温线。

解 (1) 将 f1(x) 代入式 (11.1.48)，得到

u(x, y) =
1
π

∫ 1

−1

y

(x− ξ)2 + y2
dξ =

1
π

[
arctan

(
1 + x

y

)
+ arctan

(
1− x

y

)]

(11.1.54)

这与第 7.3.1 节例 4 所用方法的结果是相同的。

等温线 u(x, y) = T (常数) 为

arctan
(

1 + x

y

)
+ arctan

(
1− x

y

)
= πT (11.1.55)

对式 (11.1.55) 两边取余割函数平方，即 csc2(· · · )，并利用三角函数公式

csc2 α = 1 + cot2 α 和 cot (α + β) =
1− tanα tanβ

tanα + tanβ
(11.1.56)

得到

x2 + [y − cot(πT )]2 = csc2(πT ) (11.1.57)

式 (11.1.57) 在数学上表示以 [0, cot(πT )] 为圆心，以 csc(πT ) 为半径的圆周。图

11.3 显示了上半平面的等温线，它们是圆心位于 y 轴的弧线。当 T = 1/2 时，式

(11.1.57) 变为 x2 + y2 = 1。等温线是圆心为 (0, 0)，半径为 1 的半圆。当 0 < T <

1/2 时，cot(πT ) > 0，圆心在 x 轴的上方，等温线是多半圆。当 1/2 < T < 1

时，cot(πT ) < 0，圆心在 x 轴的下方，但 csc(πT ) > |cot(πT )| (半径大于圆心到原

点的距离)，所以在上半平面仍存在等温线 (少半圆)。
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图 11.3 等温线式 (11.1.57) 是圆心位于 y 轴的弧线 (三个 T 值分别

相应于多半圆、半圆、少半圆)

(2) 将 f2(x) 代入式 (11.1.48)，得到

u(x, y) =
1
π

∫ ∞

−∞

1
ξ2 + 1

y

(x− ξ)2 + y2
dξ (11.1.58)

它是两个泊松核的卷积，即

u(x, y) =
1

x2 + 1
∗ 1
π

y

x2 + y2
(11.1.59)

对式 (11.1.59) 右边取傅里叶变换，利用式 (11.1.52)，得到

F
{

1
x2 + 1

∗ 1
π

y

x2 + y2

}
= F

{
1

x2 + 1

}
F

{
1
π

y

x2 + y2

}

= πe−|ω|e−|ω|y = πe−|ω|(y+1)

对它取傅里叶反变换，利用式 (11.1.47)，得到

u(x, y) =
1
2

∫ ∞

−∞
e−|ω|(y+1)eiωxdω =

y + 1
x2 + (y + 1)2

(11.1.60)

这与第 3.2 节例 4 所用方法的结果是相同的。

等温线为

x2 +
[
y −

(
1

2T
− 1

)]2

=
(

1
2T

)2

(11.1.61)

式 (11.1.61) 在数学上表示以
(

0,
1

2T
− 1

)
为圆心，以

1
2T
为半径的圆周。等温

线 (11.1.61) 的特征与图 11.3 相似，它们是圆心位于 y 轴的弧线。当 T = 1/2
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时，式 (11.1.58) 变为 x2 + y2 = 1，等温线是圆心为 (0, 0)，半径为 1 的半圆。当

0 < T < 1/2时，
1

2T
−1 > 0，圆心在 x轴的上方，等温线是多半圆。当 1/2 < T < 1

时，
1

2T
− 1 < 0，圆心在 x轴的下方，但

1
2T

>

∣∣∣∣
1

2T
− 1

∣∣∣∣ (半径大于圆心到原点的距

离)，所以在上半平面仍有等温线 (少半圆)。

(3) 将 f3(x) 代入式 (11.1.48)，按照得到式 (11.1.60) 的过程，我们有

u(x, y) =
1
π

∫ ∞

−∞

ξ

ξ2 + 1
y

(x− ξ)2 + y2
dξ =

x

x2 + (y + 1)2
(11.1.62)

这与 7.3.2节例 4所用方法的结果是相同的。现在 u(x, y)表示温度，因此式 (11.1.62)

中不允许 x < 0。

等温线为 (
x− 1

2T

)2

+ (y + 1)2 =
(

1
2T

)2

(11.1.63)

式 (11.1.63) 在 x > 0 的条件下表示以
(

1
2T

,−1
)
为圆心，以

1
2T
为半径的圆周。

对于不同的 T，圆心始终在 y = −1 直线上，因此等温线必须满足半径
1

2T
> 1，即

0 < T < 1/2。不同 T 值的等温线如图 11.4 所示，它们是圆心位于 y = −1 直线上

的弧线 (少半圆)。

图 11.4 等温线式 (11.1.63) 是圆心位于 y = −1 线上的弧线 (均为少半圆)

11.2 拉普拉斯变换法

我们在第 4 章介绍过用拉普拉斯变换法求解常微分方程的初值问题。用这个

方法，不需要考虑方程是否齐次，解题步骤都是一样的，变换后得到象函数的代数
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方程 (包含了初始条件)，解出象函数之后再反演便得到常微分方程的解，这种方法

往往比经典的方法 (先求通解，再利用初始条件确定常数) 更加优越。

本节我们用拉普拉斯变换法求解偏微分方程的定解问题。我们将会看到，不

管问题的边界条件是否齐次，不管方程是否齐次，不管方程定义在无界还是有界

区域，不管是时间还是空间变量，只要自变量范围为 x ∈ [0,∞)，并知道该变量的

相关条件，原则上都可以用拉普拉斯变换法求解，而求解思路与傅里叶变换法相

同，即

(1) 对原定解问题施行变换，得到象函数的常微分方程问题；

(2) 求解该常微分方程问题得到象函数；

(3) 对象函数反演得到原函数。

我们将二元函数 u(x, t) 关于变量 t 的拉普拉斯变换记为

L{u(x, t)} = U(x, p) =
∫ ∞

0

u(x, t) e−ptdt (11.2.1)

对导数
∂u

∂x
关于 t 作拉普拉斯变换时

L
{

∂u

∂x

}
=

dU(x, p)
dx

, L
{

∂2u

∂x2

}
=

d2U(x, p)
dx2

(11.2.2)

另外我们将需要两个重要的拉普拉斯变换公式 [式 (4.1.11) 和式 (4.1.12)]

L
{

∂u

∂t

}
= pU(x, p)− u(x, 0) (11.2.3a)

L
{

∂2u

∂t2

}
= p2U(x, p)− pu(x, 0)− ∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

(11.2.3b)

下面我们通过不同例题说明拉普拉斯变换法在求解各种定解问题中的应用。

例 1 用拉普拉斯变换法求解半无限

长细杆热传导的定解问题





∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(x > 0, t > 0)

u|t=0 = 0 (x > 0)

u|x=0 = f(t) (t > 0)

(11.2.4a)

(11.2.4b)

(11.2.4c)

这个问题如图 11.5 所示。

解 首先我们注意到，式 (11.2.4c)表

示系统边缘 (x = 0) 的热库温度，它是一

个非齐次边界条件，这对于拉普拉斯变换
图 11.5 定解问题 (11.2.4) 的示意图
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法来说，求解过程与齐次问题是一样的。对式 (11.2.4a) 两边关于 t 作拉普拉斯变

换，并利用式 (11.2.3a)，得到

pU(x, p)− u(x, 0) = a2 d2U(x, p)
dx2

(11.2.5)

利用式 (11.2.4b)，方程 (11.2.5) 变为

d2U(x, p)
dx2

− p

a2
U(x, p) = 0 (11.2.6)

对式 (11.2.4c) 两边关于 t 作拉普拉斯变换，得到

U(0, p) = L{f(t)} = F (p) (11.2.7)

方程 (11.2.6) 的通解为

U(x, p) = C1 exp
(√

p

a
x

)
+ C2 exp

(
−
√

p

a
x

)
(11.2.8)

当 x → ∞ 时，温度 u(x, t) 应该满足自然边界条件，即 u(∞, t) = 有限值，因而作

为线性变换的 U(x, p) 也应该满足这一条件，即 U(∞, p) = 有限值，故 C1 = 0。再

由式 (11.2.7) 得到 C2 = F (p)，从而得

U(x, p) = F (p) exp
(
−x

a

√
p
)

(11.2.9)

现在对 U(x, p) 反演，利用

L−1
{
−x

a

√
p
}

=
x

2a
√
πt3/2

exp
(
− x2

4a2t

)
(11.2.10)

及拉普拉斯变换的卷积性质, 得到

u(x, t) = L−1
{

F (p) exp
(
−x

a

√
p
)}

= f(t) ∗ x

2a
√
πt3/2

exp
(
− x2

4a2t

)

=
x

2a
√
π

∫ t

0

f(τ)
1

(t− τ)3/2
exp

[
− x2

4a2(t− τ)

]
dτ (11.2.11)

这就是定解问题 (11.2.4) 的解。这个解只依赖于 f(τ) 在 0 < τ < t 范围内的取值。

这是所期待的，因为热库温度在 τ > t 的值不能影响目前 t 时刻的系统温度。

我们可以思考一个问题，可否对坐标变量 x 进行拉普拉斯变换来求解定解问

题 (11.2.4)。从变量 x ∈ [0,∞)来看，原则上是可以的，让我们试着对方程 (11.2.4a)

两边取拉普拉斯变换，我们有

dU(p, t)
dt

= a2

[
p2U(p, t)− pu(0, t)− ∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

]
(11.2.12)
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考查方程 (11.2.12) 右边：u(0, t) = f(t) 是已知的，但是
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

是未知的，因此该

方程无法求解。

例 2 例 1 中，设热库温度 f(t) = T (常数)，对结果式 (11.2.11) 进行数值

计算。

解 在计算之前，我们首先从物理上分析系统温度分布随时间变化的趋势。

现在系统的初始条件和边界条件为

u|t=0 = 0 (x > 0) (11.2.13a)

u|x=0 = T (t > 0) (11.2.13b)

在 t = 0 时刻，整个系统的初始温度为零，即 u(x, 0) = 0 (x > 0)，如式 (11.2.13a)

所示。然后热库开始作用，系统 x = 0 端的温度开始升高。在 t 较小时，系统中离

热库足够远的地方，温度仍维持接近初始温度。随着时间的推移，热量在系统中传

播的范围逐渐扩大。当 t → ∞ 时，热量在系统中均匀分布，u(x,∞) = T，因此系

统的温度分布随时间的变化应该有如图 11.6 所示的趋势。

图 11.6 系统温度分布随时间变化的趋势：0 < t1 < t2 < ∞

现在我们进一步求解，将 f(t) = T 代入式 (11.2.11)，并用变量代换

y =
x

2a
√

t− τ
,

dy

dτ
=

x

4a (t− τ)3/2
(11.2.14)

得到

u(x, t) =
2T√
π

∫ ∞

x/(2a
√

t)
e−y2

dy = T erfc
(

x

2a
√

t

)
(11.2.15)

其中
erfc(x) =

2√
π

∫ ∞

x

e−y2
dy (11.2.16)

是余误差函数。首先由式 (11.2.15)讨论初始温度分布，当 t = 0时，式 (11.2.15)中

的积分下限为无穷大，故 u(x, 0) = 0。另一方面，当 t →∞ 时，积分下限为零，故



· 328 · 第 11 章 积分变换法

u(x,∞) = T。图 11.7 显示了温度分布式 (11.2.15) 在不同时刻的曲线。所有计算结

果都与图 11.6 的物理分析相吻合。

图 11.7 温度分布式 (11.2.15) 在不同时刻的曲线 (a = 1, T = 1)

例 3 用拉普拉斯变换法求解有界杆热传导的定解问题




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u|x=0 = 0, u|x=L = 0 (t > 0)

u |t=0 = sin
πx

L
(x > 0)

(11.2.17a)

(11.2.17b)

(11.2.17c)

解 对式 (11.2.17a) 两边取 t 的拉普拉斯变换，并利用式 (11.2.17c) 和式

(11.2.17b)，得到




d2U(x, p)
dx2

− p

a2
U(x, p) = − 1

a2
sin

πx

L

U(0, p) = 0, U(L, p) = 0

(11.2.18a)

(11.2.18b)

这是一个非齐次常微分方程问题，我们首先求式 (11.2.18a) 的通解。我们知道，非

齐次常微分方程的通解等于相应齐次方程的通解加上非齐次方程的一个特解。相

应的齐次方程为 (11.2.6)，它的通解是式 (11.2.8)。另外，我们用观察法容易看出非

齐次方程 (11.2.18a) 的一个特解

U(x, p) = C sin
πx

L
(11.2.19)

为了确定其中的系数 C，将式 (11.2.19) 代入式 (11.2.18a)，有

−C
(π

L

)2

sin
πx

L
− C

p

a2
sin

πx

L
= − 1

a2
sin

πx

L
(11.2.20)

上式两边比较 sin
πx

L
的系数，得到
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−C
(π

L

)2

− C
p

a2
= − 1

a2
(11.2.21)

即

C =
1

p +
(aπ

L

)2 (11.2.22)

将式 (11.2.22) 代入式 (11.2.19)，并与齐次通解 (11.2.8) 相加，便得到非齐次方程

(11.2.18a) 的通解：

U(x, p) = C1 exp
(√

p

a
x

)
+ C2 exp

(
−
√

p

a
x

)
+

1

p +
(aπ

L

)2 sin
πx

L
(11.2.23)

利用边界条件 (11.2.18b)，得到 C1 = C2 = 0，这样常微分方程问题 (11.2.18) 的

解为

U(x, p) =
1

p +
(aπ

L

)2 sin
πx

L
(11.2.24)

现在对 U(x, p) 进行反演，利用式 (4.1.7c) 直接得到

u(x, t) = sin
πx

L
exp

[
−

(aπ

L

)2

t

]
(11.2.25)

这就是定解问题 (11.2.17)的解。该问题也可以用分离变量法求解，结果与式 (11.2.25)

相同。

例 4 用拉普拉斯变换法求解混合微分方程的定解问题：




∂2u

∂x∂t
= 1 (x > 0, t > 0)

u|x=0 = t + 1 (t > 0)

u|t=0 = 1 (x > 0)

(11.2.26a)

(11.2.26b)

(11.2.26c)

解

方法 1 由于变量 t ∈ [0,∞)，我们对式 (11.2.26a) 两边取 t 的拉普拉斯变换，

左边的变换给出

L
{

∂2u

∂x∂t

}
= L

{
∂

∂x

∂u

∂t

}
=

d
dx
L

{
∂u

∂t

}

=
d
dx

[pU(x, p)− u(x, 0)]
[
利用式 (11.2.26c)

]

= p
dU(x, p)

dx
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对式 (11.2.26a) 右边进行变换，给出 L{1} = 1/p，于是

p
dU(x, p)

dx
=

1
p

(11.2.27a)

再对式 (11.2.26b)两边关于 t作拉普拉斯变换，利用式 (4.1.7b)和式 (4.1.7a)，得到

U(0, p) =
1
p2

+
1
p

(11.2.27b)

对式 (11.2.27a) 两边积分，并利用式 (11.2.27b)，得到

U(x, p) =
x

p2
+

1
p2

+
1
p

(11.2.28)

对式 (11.2.28) 反演，并利用式 (4.1.7b) 和式 (4.1.7a)，得到

U(x, t) = xt + t + 1 (11.2.29)

方法 2 由于变量 x ∈ [0,∞)，可以对式 (11.2.26a) 两边取 x 的拉普拉斯变

换，左边的变换给出

L
{

∂2u

∂x∂t

}
= L

{
∂

∂t

∂u

∂x

}
=

d
dt
L

{
∂u

∂x

}

=
d
dt

[pU(p, t)− u(0, t)]
[
利用式 (11.2.26b)

]

= p
dU(p, t)

dt
− 1

对式 (11.2.26a) 右边进行变换，给出 L{1} = 1/p，于是

p
dU(p, t)

dt
− 1 =

1
p
⇒ dU(p, t)

dt
=

1
p2

+
1
p

(11.2.30a)

再对式 (11.2.26c) 两边关于 x 作拉普拉斯变换得

U(p, 0) =
1
p

(11.2.30b)

对式 (11.2.30a) 两边积分，并利用式 (11.2.30b)，得到

U(p, t) =
t

p2
+

t

p
+

1
p

(11.2.31)

对式 (11.2.31) 反演，并利用式 (4.1.7b) 和式 (4.1.7a)，得到

U(x, t) = xt + t + 1 (11.2.32)
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例 5 求解定解问题




∂u

∂t
+ x

∂u

∂x
= x (x > 0, t > 0)

u|x=0 = 0 (t > 0)

u|t=0 = 0 (x > 0)

(11.2.33a)

(11.2.33b)

(11.2.33c)

解 两个自变量 x和 t的变化范围都是 [0,∞)，而且都已知所需条件，可以对

任一个变量取拉普拉斯变换。由于式 (11.2.33a)中含有 x
∂u

∂x
项，取 x的拉普拉斯变

换较为麻烦。我们对式 (11.2.33a) 作关于 t 的拉普拉斯变换，并利用式 (11.2.33c)，

得到
dU(x, p)

dx
+

p

x
U(x, p) =

1
p

(11.2.34a)

对式 (11.2.33b) 两边关于 t 作拉普拉斯变换，得到

U(0, p) = 0 (11.2.34b)

一阶常微分方程 (11.2.34a) 的积分因子为

exp
(∫

p

x
dx

)
= exp (p lnx) = xp (11.2.35)

故式 (11.2.34a) 具有解

xpU(x, p) =
∫

xp 1
p
dx =

1
p

xp+1

(p + 1)
+ C(p) (11.2.36)

其中，C(p) 是包含 p 的积分常数，故

U(x, p) =
x

p(p + 1)
+

C(p)
xp

(11.2.37)

条件 (11.2.34b) 要求 C(p) = 0，故式 (11.2.37) 变成

U(x, p) =
x

p(p + 1)
= x

(
1
p
− 1

p + 1

)
(11.2.38)

对式 (11.2.38) 反演，利用式 (4.1.7a) 和式 (4.1.7c)，得到

U(x, t) = x
(
1− e−t

)
(11.2.39)

这就是定解问题 (11.2.33) 的解。

例 6 求解半无界弦强迫振动的定解问题
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



∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(t) (x > 0, t > 0)

u|x=0 = 0 (t > 0)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (x > 0)

(11.2.40a)

(11.2.40b)

(11.2.40c)

解 定解问题 (11.2.40) 显示，半无界弦初始处于平衡位置 x 轴且速度为零，

一个端点始终固定在 x = 0，振动时受强迫力 f(t)作用，它只是时间 t的函数。我们

用拉普拉斯变换法求解这一问题。注意到，虽然空间变量 x ∈ [0,∞)，但 [∂u/∂x]x=0

是未知的，故不能对 x 作拉普拉斯变换。我们对式 (11.2.40a) 和式 (11.2.40b) 关于

t 作拉普拉斯变换，并利用初始条件式 (11.2.40c)，得到



−a2 d2U(x, p)

dx2
+ p2U(x, p) = F (p)

U(0, p) = 0

(11.2.41a)

(11.2.41b)

式 (11.2.41a) 是一个非齐次常微分方程，但 F (p) 不含变量 x。相应的齐次方程的

通解为

U(x, p) = C1 exp
(p

a
x
)

+ C2 exp
(
−p

a
x
)

(11.2.42)

而非齐次方程 (11.2.41a) 的一个特解显然是 F (p)/p2，故式 (11.2.41a) 的通解为

U(x, p) = C1 exp
(p

a
x
)

+ C2 exp
(
−p

a
x
)

+
F (p)
p2

(11.2.43)

自然边界条件要求 C1 = 0，进而从条件 (11.2.41b) 得到

C2 = −F (p)
p2

(11.2.44)

于是式 (11.2.43) 变为

U(x, p) = F (p)
(

1
p2
− e−

p
a x

p2

)
(11.2.45)

为了对式 (11.2.45) 反演，我们首先计算两个拉普拉斯反变换

L−1

{
1
p2

}
和 L−1

{
e−

p
a x

p2

}
(11.2.46)

利用式 (4.1.7b) 容易得到

L−1

{
1
p2

}
= t (11.2.47)

另外，拉普拉斯变换式 (4.1.21) 给出

L−1
{
e−a pF (p)

}
= u(t− a)f(t− a) (11.2.48)
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其中，a > 0，u(t− a) 是如图 4.2 所示的单位阶跃函数。利用式 (11.2.48)，我们有

L−1

{
e−

p
a x

p2

}
=

(
t− x

a

)
u

(
t− x

a

)
(11.2.49)

这样

L−1

{
1
p2
− e−

p
a x

p2

}
= t−

(
t− x

a

)
u

(
t− x

a

)
(11.2.50)

于是式 (11.2.45) 的反变换为

u(x, t) = f(t) ∗
[
t−

(
t− x

a

)
u

(
t− x

a

)]

=
∫ t

0

f(t− τ)
[
τ −

(
τ − x

a

)
u

(
τ − x

a

)]
dτ

=
∫ t

0

τf(t− τ)dτ −
∫ t

0

(
τ − x

a

)
f(t− τ)u

(
τ − x

a

)
dτ

它可以写成

u(x, t) =





∫ t

0

τf(t− τ)dτ
(
t <

x

a

)

∫ t

0

τf(t− τ)dτ −
∫ t

0

(
τ − x

a

)
f(t− τ)dτ

(
t > x

a

) (11.2.51)

这就是定解问题 (11.2.40) 的解。

例 7 在例 6 中若强迫力为弦的重力 mg，即泛定方程为

∂2u

∂t2
= a2 ∂2u

∂x2
− g (x > 0, t > 0) (11.2.52)

其中，g = 9.8m/s2 是重力加速度，计算弦的位移 u(x, t)。

解 取 f(t) = −g，由式 (11.2.51) 得到

u(x, t) =





−1
2
g

[
t2 −

(
t− x

a

)2
]

(x 6 at)

−1
2
gt2 (x > at)

(11.2.53)

式 (11.2.53)显示，当 x 6 at时，弦的位移 u(x, t)依赖于位置 x和时间 t。而 x > at

区域的弦则呈现自由落体运动 (位移与 x无关)。不过由于端点 x = 0是固定的，弦

在 x 较小处的下落较慢，不是自由的。随着时间 t 的增大，自由落体区域 (x > at)

缩小。图 11.8 显示了弦在不同时刻的位置。
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图 11.8 弦在不同时刻的位置 (a = 1)

11.3 联合变换法

我们已经看到，使用傅里叶变换和拉普拉斯变换求解定解问题的条件是变量

的变化范围分别为 (−∞,∞)和 [0,∞)。实际上，在许多二阶偏微分方程问题中，为

了求出结果 u(x, t)，可以联合使用这两个变换，得到双重象函数 U(ω, p)，然后进行

两次反变换即可。在这样的求解过程中，完全消去了对自变量求导数的运算，只需

要求解一个代数方程。特别是，在许多问题中，坐标变量为 x ∈ (−∞,∞)，而时间

变量 t ∈ [0,∞)，正好适合傅里叶变换和拉普拉斯变换。本节将用联合变换法求解

若干典型的定解问题。我们首先讨论含有对流机制的热传导问题，并引出相应的高

斯核。

11.3.1 对流热传导问题

考虑下列无界杆热传导的定解问题




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
− k

∂u

∂x
(−∞ < x < ∞, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (−∞ < x < ∞)

(11.3.1a)

(11.3.1b)

该系统含有对流的机制，借此与外界交换热量，它表现在函数 u 对空间变量的一

阶微商项，k 是一个常数，称为对流系数 (convection coefficient)，而 a 仍是扩散系

数。该问题包含了热量的扩散与迁移两重作用。

首先对式 (11.3.1a) 取关于 t 的拉普拉斯变换，并利用初始条件 (11.3.1b)，

得到

pU(x, p)− φ(x) = a2 d2U(x, p)
dx2

− k
dU(x, p)

dx
(11.3.2)

对式 (10.3.2) 关于 x 作傅里叶变换，得到

pU(ω, p)− Φ(ω) = −a2ω2U(ω, p)− ikωU(ω, p) (11.3.3)
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其中

Φ(ω) =
∫ ∞

−∞
φ(x)e−iωxdx (11.3.4)

从式 (11.3.3) 解出

U(ω, p) = Φ(ω)
1

p + (a2ω2 + ikω)
(11.3.5)

对它作拉普拉斯反变换，得到

U(ω, t) = Φ(ω)e−(a2ω2+ikω)t (11.3.6)

再作傅里叶反变换，利用式 (3.1.4) 得到

u(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
Φ(ω)e−a2ω2teiωZdω (Z = x− kt) (11.3.7)

这就是定解问题 (11.3.1) 的积分解。我们看到，式 (11.3.7) 与无对流作用时的式

(11.1.7) 有相同的形式，因此只需要用 Z = x− kt 代替式 (11.1.10) 中的 x，就可以

得到现在问题的结果，即

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ ∞

−∞
φ(ξ) exp

[
− (Z − ξ)2

4a2t

]
dξ

=
1

2a
√
πt

∫ ∞

−∞
φ(ξ) exp

[
− (x− kt− ξ)2

4a2t

]
dξ (11.3.8)

类似地，它可以写成卷积的形式

u(x, t) = φ(x) ∗K(x, t, k) (11.3.9)

其中

K(x, t, k) =
1

2a
√
πt

exp
(
− Z2

4a2t

)
=

1
2a
√
πt

exp
[
− (x− kt)2

4a2t

]
(11.3.10)

是对流热传导问题的高斯核。当 k = 0时，它约化为式 (11.1.12)。高斯核式 (11.3.10)

具有式 (11.1.12) 的所有性质，只是它的峰值设在 x = kt 处。该高斯核仍然表示初

始位于 x = 0 的点源在任意时刻 t 引起的温度分布。但在任意 t 时刻，温度分布不

但有展宽，而且出现了迁移，k > 0 时，峰值向 x 轴正向迁移；k < 0 时，峰值则向

x 轴负向迁移，如图 11.9 所示。这种具有扩散和迁移双重作用的演化行为存在于

许多系统之中。

例 1 设系统初始温度为高斯分布函数式 (11.1.18)，对上面的结果进行讨论。

解 将式 (11.1.19) 代入式 (11.3.7) 得到

u(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−

ω2
4 e−a2ω2teiω(x−kt)dω
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=
1
2π

∫ ∞

−∞
e−

4a2t+1
4 ω2

eiω(x−kt)dω

=
1√

π (4a2t + 1)
exp

[
− (x− kt)2

4a2t + 1

]
(11.3.11)

这就是对流热传导问题的结果。它的时间演化与高斯核的行为 (图 11.9) 相似。在

无对流情况下，它变成式 (11.1.20)。

图 11.9 不同 t 时刻高斯核式 (11.3.10) 的曲线 (a = 1)

11.3.2 线性衰变的影响

我们进一步在方程 (11.3.1) 中引入线性衰变机制，并研究它对温度分布的影

响，即考虑下列无界杆热传导的定解问题




∂V

∂t
= a2 ∂2V

∂x2
− k

∂V

∂x
− γV (−∞ < x < ∞, t > 0)

V |t=0 = φ(x) (−∞ < x < ∞)

(11.3.12a)

(11.3.12b)

其中，V = V (x, t)是任意时刻 t的温度分布；γV 反映系统温度的线性衰变机制；γ

是衰变常数。
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在定解问题 (11.3.1) 的基础上，求解现在的问题是很简单的。事实上，按照下

列变换

V (x, t) = u(x, t) exp(−γt) (11.3.13)

引入新的函数 u(x, t)。然后将式 (11.3.13) 代入式 (11.3.12)，注意到 V (x, 0) =

u(x, 0)，我们得到关于 u(x, t) 的定解问题




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
− k

∂u

∂x
(−∞ < x < ∞, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (−∞ < x < ∞)

(11.3.14a)

(11.3.14b)

这个问题与式 (11.3.1) 是完全相同的，于是从式 (11.3.8) 直接得到

V (x, t) =
exp (−γt)

2a
√
πt

∫ ∞

−∞
φ(ξ) exp

[
− (x− kt− ξ)2

4a2t

]
dξ (11.3.15)

这就是定解问题 (11.3.12) 的解。可以看出，线性衰变的机制表现在指数衰变因子

exp (−γt) 的出现。

例 1 设定解问题 (11.3.12) 的初始温度分布为 φ(x) = δ(x)，对它的结果式

(11.3.15) 进行讨论。

解 现在解式 (11.3.15) 给出

V (x, t) =
exp (−γt)

2a
√
πt

∫ ∞

−∞
δ(ξ) exp

[
− (x− kt− ξ)2

4a2t

]
dξ

=
exp (−γt)

2a
√
πt

exp
[
− (x− kt)2

4a2t

]

如果不考虑迁移作用 (k = 0)，则上式变为

V (x, t) =
exp (−γt)

2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)
(11.3.16)

图 11.10 显示了式 (11.3.16) 所示的不同时刻的温度分布。与无外热源的图 11.1 相

图 11.10 线性衰变对点源引起的温度分布的影响 (a = 1, γ = 1)
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比，在 t较小时，线性衰变 exp (−γt)对温度的影响不太显著，但随着 t的增加，影

响越来越大，系统的温度迅速趋于零。

例 2 求解下列无界杆热传导的定解问题




∂V

∂t
= a2 ∂2V

∂x2
− tV (−∞ < x < ∞, t > 0)

V |t=0 = φ(x) (−∞ < x < ∞)

(11.3.17a)

(11.3.17b)

解 现在线性项的衰变系数不是常数，而是变数 t。取函数变换

V (x, t) = u(x, t) exp
(
− t2

2

)
(11.3.18)

则定解问题 (11.3.17) 变为




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(−∞ < x < ∞, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (−∞ < x < ∞)

(11.3.19a)

(11.3.19b)

这正是定解问题 (11.1.3)，直接利用式 (11.1.10) 得到

V (x, t) =
exp

(−t2/2
)

2a
√
πt

∫ ∞

−∞
φ(ξ) exp

[
− (x− ξ)2

4a2t

]
dξ (11.3.20)

这就是定解问题 (11.3.12) 的解。现在线性衰变的机制表现在指数因子 exp(−t2/2)

的出现。

从上述例题可以看出，高斯核在热传导问题中有重要的作用。下面我们将会看

到，高斯核在有源热传导问题中仍然扮演核心的角色。

11.3.3 有源热传导问题

考虑无边界有源热传导定解问题




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t) (−∞ < x < ∞, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (−∞ < x < ∞)

(11.3.21a)

(11.3.21b)

其中，φ(x) 是初始温度分布；f(x, t) 是时空依赖的外热源。

我们用联合变换法求解这一问题，先对式 (11.3.21) 作关于 x 的傅里叶变换，

得到常微分方程问题




dU(ω, t)
dt

= −a2ω2U(ω, t) + F (ω, t)

U(ω, 0) = Φ(ω)

(11.3.22a)

(11.3.22b)
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其中

Φ(ω) =
∫ ∞

−∞
φ(x)e−iωxdx (11.3.23a)

F (ω, t) =
∫ ∞

−∞
f(x, t)e−iωxdx (11.3.23b)

再对式 (11.3.22) 作关于 t 的拉普拉斯变换

pU(ω, p)− Φ(ω) = −a2ω2U(ω, p) + F (ω, p) (11.3.24)

解之得

U(ω, p) =
Φ(ω) + F (ω, p)

p + a2ω2
=

Φ(ω)
p + a2ω2

+
F (ω, p)
p + a2ω2

(11.3.25)

对式 (11.3.25) 作拉普拉斯反变换，得到

U(ω, t) = Φ(ω)e−a2ω2t + F (ω, t) ∗ e−a2ω2t

= Φ(ω)e−a2ω2t +
∫ t

0

F (ω, τ)e−a2ω2(t−τ)dτ (11.3.26)

再对式 (11.3.26) 作傅里叶反变换，利用式 (3.1.4) 得到

u(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
Φ(ω)e−a2ω2teiωxdω + F−1

{∫ t

0

F (ω, τ)e−a2ω2(t−τ)dτ

}
(11.3.27)

这就是定解问题 (11.3.21)的积分解。式 (11.3.27)中第一个积分就是式 (11.1.7)，它

给出解式 (11.1.11)。现在我们计算式 (11.3.27) 的第二个积分

F−1

{∫ t

0

F (ω, τ)e−a2ω2(t−τ)dτ

}
=

∫ t

0

F−1
{

F (ω, τ)e−a2ω2(t−τ)
}

dτ

=
∫ t

0

f(x, τ) ∗ F−1
{

e−a2ω2(t−τ)
}

dτ

=
∫ t

0

f(x, τ) ∗K(x, t− τ)dτ

这里利用了式 (11.1.17a)，其中，K(x, t− τ) 是高斯核式 (11.1.12)，即

K(x, t− τ) =
1

2a
√
π(t− τ)

exp
[
− x2

4a2(t− τ)

]
(11.3.28)

这样式 (11.3.27) 变为

u(x, t) = φ(x) ∗K(x, t) +
∫ t

0

f(x, τ) ∗K(x, t− τ)dτ (11.3.29)
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我们看到，这个解由两部分组成：一部分是初始温度 φ(x) 与高斯核 K(x, t) 的卷

积，另一部分则是外热源 f(x, t) 与高斯核 K(x, t− τ) 的卷积对时间的积分。我们

再次看到高斯核在热传导问题中的作用。进一步将式 (11.3.29) 写成

u(x, t) =
∫ ∞

−∞
φ(ξ)K(x− ξ, t)dξ +

∫ t

0

dτ

∫ ∞

−∞
f(ξ, τ)K(x− ξ, t− τ)dξ (11.3.30)

将高斯核式 (11.1.12) 代入式 (11.3.30)，得到

u(x, t) =
1

2a
√
π t

∫ ∞

−∞
φ(ξ) exp

[
− (x− ξ)2

4a2t

]
dξ

+
1

2a
√
π

∫ t

0

dτ√
t− τ

∫ ∞

−∞
f(ξ, τ) exp

[
− (x− ξ)2

4a2(t− τ)

]
dξ (11.3.31)

这就是定解问题 (11.3.21) 的解的表达式。

在求解热传导问题中，我们看到高斯核扮演了一个核心的角色。式 (11.3.30)

通常称为泊松公式，称高斯核 K(x− ξ, t− τ) 为热传导方程的基本解。基本解有明

确的物理意义，我们在第 11.1.1节的讨论中知道，高斯核 K(x, t)是初始 t = 0时刻

位于 x = 0 的点源在任意时刻 t 引起的温度分布。因此 K(x− ξ, t) 就是初始 t = 0

时刻位于 ξ 的点源引起的温度分布。而 φ(ξ)K(x − ξ, t) 则表示初始热源的空间分

布，对它的积分表示初始热源在任意时刻 t引起的温度分布。同理，式 (11.3.30)第

二个积分中的高斯核 K(x − ξ, t − τ) 表示 τ 时刻位于 ξ 的点源引起的温度分布，

而这个二重积分则表示外热源在 0 到 t 时间范围内的作用在时刻 t 引起的温度分

布。热传导方程中的高斯核也称为点源影响函数，它与旁轴波动方程中的格林函数

[式 (10.7.23)] 在本质上是相同的。格林函数表示光学系统中输入平面上位于 r0 的

一个点源在输出平面上引起的光场分布。

其实 “核” 是一个一般性的概念。事实上，积分变换式 (3.0.1) 中的 K(β, t) 就

是一个核，当其中的分布 f(x) 缩成一个位于 x0 的点源 δ(x − x0) 时，式 (3.0.1)

给出 ∫ b

a

δ(x− x0)K(β, x) dx = K(β, x0) (11.3.32a)

可见核就是点源引起的分布。具体而言，傅里叶变换 (3.1.3) 中的核是 e−iω x，当其

中的分布 f(x) 缩成一个点源 δ(x− x0) 时，式 (3.1.3) 给出
∫ ∞

−∞
δ(x− x0) e−iω xdx = e−iω x0 (11.3.32b)

这正是式 (3.2.19a)。同样拉普拉斯变换式 (4.1.2)中的核是 e−pt，当其中的函数 f(t)

缩成一个点源 δ(t− t0) 时，式 (4.1.2) 给出
∫ ∞

0

δ(t− t0)e−ptdt = e−pt0 (11.3.32c)
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这正是式 (4.1.27)。再看式 (3.2.54) 中的狄利克雷核 Dm(x) =
1
2π

sin
(

m +
1
2

)
x

sin
1
2
x

，

当其中的函数 f(t) 缩成一个点源 δ(t) 时，式 (3.2.54) 给出
∫ π

−π
δ(t) Dm(x− t)dt = Dm(x) (11.3.32d)

所有这些核的共同性质是，它们都表示一个点源产生的影响。

例 1 设系统的初始温度分布为 φ(x) = δ(x)，外热源为 f(x, t) = e−t2，讨论

结果式 (11.3.31)。

解 这时式 (11.3.31) 变为

u(x, t) =
1

2a
√
π t

∫ ∞

−∞
δ(ξ) exp

[
− (x− ξ)2

4a2t

]
dξ

+
∫ t

0

exp(−τ2)dτ

∫ ∞

−∞

1
2a

√
π(t− τ)

exp
[
− (x− ξ)2

4a2(t− τ)

]
dξ

︸ ︷︷ ︸
=1

=
1

2a
√
πt

exp
(
− x2

4a2t

)
+
√
π

2
erf(t) (11.3.33)

其中，erf(t) =
2√
π

∫ t

0

exp(−τ2)dτ 是误差函数。注意，外热源 f(x, t) = e−t2 与空

间变量无关。与无外热源情况相比，系统在 t时刻的附加温度为

√
π

2
erf(t)。这样一

来，本问题式 (11.3.33) 中第一项所示的扩散作用使系统温度随时间下降，而第二

项的外热源作用使系统温度随时间上升。如图 11.11 所示，外热源的作用大于系统

的扩散作用，因此，系统温度呈上升趋势。

图 11.11 系统温度随时间上升 (a = 1)
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11.3.4 非齐次波动方程问题

下面我们通过几个例题讨论联合变换法在求解非齐次无边界波动方程的定解

问题中的应用。

例 1 求解定解问题





∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
+ t sinx (−∞ < x < ∞, t > 0)

u|t=0 = 0 (−∞ < x < ∞)

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= sin x (−∞ < x < ∞)

(11.3.34a)

(11.3.34b)

(11.3.34c)

解 对式 (11.3.34) 关于 t 作拉普拉斯变换，利用式 (4.1.7b)，得到

p2U(x, p)− sinx =
d2U(x, p)

dx2
+

sinx

p2
(11.3.35)

对式 (11.3.35) 再作关于 x 的傅里叶变换，利用式 (3.3.1a)，即

F {sinx} = iπ [δ(ω + 1)− δ(ω − 1)] (11.3.36)

得到

p2U(ω, p) = −ω2U(ω, p) +
(

1 +
1
p2

)
iπ [δ(ω + 1)− δ(ω − 1)] (11.3.37)

从式 (11.3.37) 解出

U(ω, p) =

(
1 +

1
p2

)
iπ [δ(ω + 1)− δ(ω − 1)]

p2 + ω2
(11.3.38)

式 (11.3.38) 取非零值的条件是 ω = ±1，在此条件下变为

U(ω, p) =

(
1 +

1
p2

)
iπ [δ(ω + 1)− δ(ω − 1)]

p2 + 1
=

iπ [δ(ω + 1)− δ(ω − 1)]
p2

(11.3.39)

对式 (11.3.39) 作傅里叶反变换和拉普拉斯反变换，利用式 (11.3.36) 和式 (4.1.7b)，

得到

u(x, t) = t sinx (11.3.40)

这就是定解问题 (11.3.34) 的解，就是方程 (11.3.34a) 中的驱动项。

例 2 求解定解问题
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



∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
+

xt

(1 + x2)2
(−∞ < x < ∞, t > 0)

u|t=0 = 0 (−∞ < x < ∞)

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
1

1 + x2
(−∞ < x < ∞)

(11.3.41a)

(11.3.41b)

(11.3.41c)

解 令

f(x) =
1

1 + x2
(11.3.42)

则式 (11.3.41) 变为 



∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
− t

2
f ′(x)

u|t=0 = 0 (−∞ < x < ∞)

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= f(x)

(11.3.43a)

(11.3.43b)

(11.3.43c)

对式 (11.3.43) 关于 x 作傅里叶变换，得到





d2U(ω, t)
dt2

= −ω2U(ω, t)− iωt

2
F (ω)

U |t=0 = 0

dU

dt

∣∣∣∣
t=0

= F (ω)

(11.3.44a)

(11.3.44b)

(11.3.44c)

对式 (11.3.44) 关于 t 作拉普拉斯变换，得到

p2U(ω, p)− F (ω) = −ω2U(ω, p)− iω
2p2

F (ω) (11.3.45)

解出

U(ω, p) =
F (ω)

p2 + ω2

(
1− iω

2p2

)
(11.3.46)

对它作拉普拉斯反变换，有

U(ω, t) =
F (ω)

ω
L−1

{
ω

p2 + ω2

}
− i

F (ω)
2

L−1

{
ω

p2 + ω2
· 1
p2

}

=
F (ω)

ω
sinωt− i

F (ω)
2

(sinωt ∗ t)

=
F (ω)

ω
sinωt− i

F (ω)
2

(
t

ω
− sinωt

ω2

)

=
F (ω)
2iω

t +
F (ω)

ω
sinωt− F (ω)

2iω2
sinωt (11.3.47)



· 344 · 第 11 章 积分变换法

现在我们对上式中的三项分别作傅里叶反变换，特别要利用关系式

F (ω)eiωt ↔ f(x + t),
F (ω)
iω

↔
∫ x

−∞
f(x)dx (11.3.48)

(1)
1
iω

F (ω) ↔
∫ x

−∞
f(x)dx =

∫ x

−∞

1
1 + x2

dx = arctan x (11.3.49)

(2) 首先计算

F (ω) sin ωt =
1
2i

[
F (ω)eiωt − F (ω)e−iωt

]

←→ 1
2i

[
1

1 + (x + t)2
− 1

1 + (x− t)2

]
(11.3.50)

这样

i
[

1
iω

F (ω) sin ωt

]
←→ i

∫ x

−∞

1
2i

[
1

1 + (ξ + t)2
− 1

1 + (ξ − t)2

]
dξ

=
1
2

[arctan(x + t)− arctan(x− t)] (11.3.51)

(3) 利用式 (11.3.51)，我们有

1
iω

[
1
ω

F (ω) sin ωt

]
←→ 1

2

∫ x

−∞
[arctan(ξ + t)− arctan(ξ − t)]dξ

=
1
2

[(x + t) arctan (x + t)− (x− t) arctan (x− t)]− 1
4

ln
1 + (x + t)2

1 + (x− t)2
(11.3.52)

这里用到了积分公式
∫

arctan
x

b
dx = x arctan

x

b
− b

2
ln(1 + x2) + c (11.3.53)

利用式 (11.3.49)、式 (11.3.51) 和式 (11.3.52)，对式 (11.3.47) 反演，得到

u(x, t) =
1
8

ln
1 + (x + t)2

1 + (x− t)2
+

t

2
arctanx +

1
4
(2− x− t) arctan(x + t)

− 1
4
(2− x + t) arctan(x− t) (11.3.54)

这就是定解问题 (11.3.41) 的解。

这个问题还可以用行波法求解，事实上利用式 (10.5.13) 得到

u(x, t) =
1
2

∫ x+t

x−t

1
1 + ξ2

dξ +
1
2

∫ t

0

∫ x+(t−τ)

x−(t−τ)

ξτ

(1 + ξ2)2
dξdτ (11.3.55)

完成式 (10.3.55) 中的积分后，结果与式 (11.3.54) 相同。
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11.3.5 无边界电报方程问题

考虑无限长传输线上的电报方程的定解问题




∂2V

∂t2
− a2 ∂2V

∂x2
+ 2b

∂V

∂t
+ c2V = 0 (−∞ < x < ∞, t > 0)

V |t=0 = φ(x) (−∞ < x < ∞)

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (−∞ < x < ∞)

(11.3.56a)

(11.3.56b)

(11.3.56c)

方程 (11.3.56a) 来自传输线问题 [式 (5.1.21)]，其中 b > 0，c > 0。方程 (11.3.56a)

可以通过一个变换消去一阶时间微商项，事实上令

V (x, t) = u(x, t) exp(−bt) (11.3.57)

代入式 (11.3.56)，得到




∂2u

∂t2
− a2 ∂2u

∂x2
+ B2u = 0 (−∞ < x < ∞, t > 0)

u|t=0 = φ(x) (−∞ < x < ∞)

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) + bφ(x) (−∞ < x < ∞)

(11.3.58a)

(11.3.58b)

(11.3.58c)

其中，B =
√

c2 − b2(假定 c > b)。对式 (11.3.58)关于 x作傅里叶变换，设 φ(x) = 0，

得到 



d2U(ω, t)
dt2

+
(
a2ω2 + B2

)
U(ω, t) = 0

U |t=0 = 0

dU

dt

∣∣∣∣
t=0

= Ψ(ω)

(11.3.59a)

(11.3.59b)

(11.3.59c)

其中

Ψ(ω) =
∫ ∞

−∞
ψ(x)e−iωxdx (11.3.60)

再对式 (11.3.59) 作关于 t 的拉普拉斯变换，得到

p2U(ω, p)−Ψ(ω) +
(
a2ω2 + B2

)
U(ω, p) = 0 (11.3.61)

解之得
U(ω, p) =

Ψ(ω)
p2 + (a2ω2 + B2)

(11.3.62)

对式 (11.3.62) 取关于 p 的拉普拉斯反变换，有
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U(ω, t) =
Ψ(ω)√

a2ω2 + B2
sin

(
t
√

a2ω2 + B2
)

(11.3.63)

利用傅里叶反变换式 (3.1.4)，得到

u(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞

Ψ(ω)√
a2ω2 + B2

sin
(
t
√

a2ω2 + B2
)

eiωxdω (11.3.64)

这就是定解问题 (11.3.58) 的积分形式的解，其中，Ψ(ω) 由式 (11.3.60) 确定。

设初始速度为 ψ(x) = A (常数)，利用式 (3.2.22) 计算出式 (11.3.60) 中的傅里

叶变换

Ψ(ω) = A

∫ ∞

−∞
e−iωxdx = 2πAδ(ω) (11.3.65)

代入式 (11.3.64) 得到

u(x, t) = A

∫ ∞

−∞

δ(ω)√
a2ω2 + B2

sin
(√

a2ω2 + B2t
)

eiωxdω

=
A

B
sinBt (11.3.66)

代入式 (11.3.57) 得到

V (x, t) =
A√

c2 − b2
exp(−bt) sin

√
c2 − b2t (11.3.67)

这就是定解问题 (11.3.56) 在 c > b，φ(x) = 0，ψ(x) = A 情况下的解。

11.4 半导体载流子的输运方程

作为本章的最后一节，我们讨论半导体物理中载流子的输运方程。假设 n 型

半导体在初始 t = 0时刻，于 x = 0处存在一定数量的电子–空穴对。这样，载流子

在任意时刻的浓度分布 V (x, t) 被下列输运方程的定解问题描述




∂V

∂t
= D

∂2V

∂x2
− µE

∂V

∂x
− V

τ
(−∞ < x < ∞, t > 0)

V |t=0 = δ(x)

(11.4.1a)

(11.4.1b)

其中，D、µ和 τ 分别是载流子的扩散系数、迁移率和寿命；E 是外加的恒定电场。

在初始 t = 0 时刻，载流子只存在于 x = 0 处，因此载流子的归一化初始浓度分布

为 δ(x) 函数。

定解问题式 (11.4.1) 是式 (11.3.12) 的特例，其中，a2 = D，k = µE，γ =

1/τ，φ(x) = δ(x)。由式 (11.3.15) 得到它的解
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V (x, t) =
exp (−t/τ)√

4πDt

∫ ∞

−∞
δ(ξ) exp

[
− (x− µEt− ξ)2

4Dt

]
dξ (11.4.2)

利用 δ 函数的筛选性质得到

V (x, t) =
exp (−t/τ)√

4πDt
exp

[
− (x− µEt)2

4Dt

]
(11.4.3)

这就是定解问题 (11.4.1) 的解。

下面我们用联合变换法进行详细求解。对式 (11.4.1) 引入变换

V (x, t) = u(x, t) exp(−t/τ) (11.4.4)

注意到 V (x, 0) = u(x, 0)，我们得到关于 u(x, t) 的定解问题




∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
− µE

∂u

∂x
(−∞ < x < ∞, t > 0)

u|t=0 = δ(x)

(11.4.5a)

(11.4.5b)

对式 (11.4.5a) 作关于 t 的拉普拉斯变换，并利用式 (11.4.5b) 得到

pU(x, p)− δ(x) = D
d2U(x, p)

dx2
− µE

dU(x, p)
dx

(11.4.6)

再对式 (11.4.6)作关于 x的傅里叶变换，并利用 δ(x)函数的傅里叶变换 [式 (3.2.19b)]
∫ ∞

−∞
δ(x) e−iω xdx = 1 (11.4.7)

方程式 (11.4.6) 变换为

pU(ω, p)− 1 = −ω2DU(ω, p)− iωµ EU(ω, p) (11.4.8)

解之得
U(ω, p) =

1
p + ω2D + iωµ E

(11.4.9)

先作关于 p 的拉普拉斯反变换，利用式 (4.1.7c) 得到

U(ω, t) = e−(ω2D+iωµ E) t = e−iωµ E te−ω2Dt (11.4.10)

再作关于 ω 的傅里叶反变换，为此首先利用式 (11.1.17a) 求出

F−1
{

e−ω2Dt
}

=
1√

4πDt
exp

(
− x2

4Dt

)
(11.4.11)

再利用傅里叶变换的平移性质，即 f(x + ξ) ←→ eiωξF (ω)，从式 (11.4.10) 得到
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u(x, t) =
1√

4πDt
exp

[
− (x− µEt)2

4Dt

]
(11.4.12)

它正是对流热传导问题的高斯核式 (11.3.10)。得到式 (11.4.12) 的另一个思路是对

式 (11.4.10) 作傅里叶反变换，利用式 (3.2.19a) 和式 (11.4.11)，得到

u(x, t) = F−1
{
e−iωµ E t

} ∗ F−1
{

e−ω2Dt
}

= δ(x− µE t) ∗ 1√
4πDt

exp
(
− x2

4Dt

)

=
∫ ∞

−∞
δ(ξ − µE t)

1√
4πDt

[
exp− (x− ξ)2

4Dt

]
dξ

=
1√

4πDt

[
exp− (x− µE t)2

4Dt

]

它再次显示高斯核是点源引起的分布。将所得结果代入式 (11.4.4) 得到

V (x, t) =
exp (−t/τ)√

4πDt
exp

[
− (x− µEt)2

4Dt

]
(11.4.13)

这个结果与式 (11.4.3) 相同。

我们按照实验数据作出不同时刻的空穴浓度分布，如图 11.12 所示。

图 11.12 不同时刻的空穴浓度分布

实验数据为 τ = 5µs，D = 10cm2/s，µ = 386cm2/(V·s)，E = 10V/cm，图中三条曲线对应的时间、峰值

浓度和峰的位置分别为：t1 = 3µs，V1 = 28.3cm−1，x1 = 116µm；t2 = 5µs，V2 = 14.7cm−1，x2 =

193µm；t3 = 7µs，V3 = 8.3cm−1，x3 = 270µm



第12章 格林函数法

在第 10章、第 11章我们多次遇到 “核”，如菲涅耳核 (10.7.16)、高斯核 (11.1.12)

以及泊松核 (11.1.50) 等。这些 “核” 有一个共同的特征，它们都表示点源 (即

“核”) 引起的场分布，因此，“核” 也称为点源影响函数。“核” 一般还被称为 “格林

函数”。

从物理上看，一个数学物理方程的解实际上表示点源与它所产生的 “场” 之间

的关系。比如，旁轴波动方程的解式 (10.7.17) 表示输入平面上的点光源与输出平

面上光场分布之间的关系；热传导方程的解式 (11.1.10) 表示初始点热源与任意时

刻温度场之间的关系；拉普拉斯方程的解式 (11.1.48) 表示边界上的点源与空间场

分布之间的关系。所有这些关系可以统一表示为

u(x) =
∫ ∞

−∞
φ(ξ)G(ξ, x)dξ (12.0.1)

其中，G(ξ, x) 是格林函数，它表示 ξ 域的点源在 x 域产生的场分布；φ(ξ) 则是 ξ

域的源分布函数。式 (12.0.1) 称为解的积分公式，如果知道了格林函数 G(ξ, x)，就

可以通过式 (12.0.1) 求出场分布 u(x)。显然，式 (12.0.1) 是对线性系统施用叠加原

理的结果。

本章将一般性地阐述格林函数的概念，并用之于求解数学物理方法的定解问

题，这就是所谓 “格林函数法”。这种方法的特点是直接给出定解问题的解，而不是

先求出一般解再利用相关条件确定系数。格林函数法有非常广泛的用途，可以求解

无界域和有界域的问题，可以求解齐次和非齐次方程问题，可以求解一维和三维的

问题，可以求解第一类、第二类、第三类齐次和非齐次边界条件的问题，甚至可以

处理非线性方程问题。

12.1 无界域的格林函数

我们在第 5 章推导出了电位所满足的泊松方程

∇2u(r) =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= −ρ(r)

ε
(12.1.1)

其中，ε 是介质的介电常数；ρ(r) 是自由电荷密度，它一般情况下是空间变量 r
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的函数；u(r) 是 ρ(r) 所引起的电位分布。现在我们按照格林函数的概念求解方程

(12.1.1)。

对于无界区域的自由电荷分布，按照静电学的理论，电荷分布中位于 r0 的电

量为 q 的点电荷在空间任意点 r 形成的电位为

q

4πε |r − r0| (12.1.2)

对于单位电荷 (q = 1)，则有

G(r, r0) =
1

4πε |r − r0| (12.1.3)

这就是系统的格林函数，它表示位于 r0 的点源 (q = 1 的点电荷) 在任意点 r 形成

的电位。这样，按照积分公式 (12.0.1) 的三维形式，密度为 ρ(r0) 的电荷分布在空

间任意点 r 形成的电位为

u(r) =
1

4πε

∫∫∫

∞

ρ(r0)
|r − r0|dr0 (12.1.4)

这就是泊松方程 (12.1.1) 的解，称为泊松公式，它是静电学中熟知的公式。

上述问题的出发点是点电荷在空间的电位表达式 (12.1.2)。现在我们进行反向

思考，如果自由电荷分布是一个位于 r0 的电量 q = 1 的点电荷，那么它在空间任

意点 r 的电位应该满足什么样的方程？这时电荷密度为 ρ(r) = δ(r − r0)，则泊松

方程 (12.1.1) 化为

∇2u = −1
ε
δ(r − r0) (12.1.5)

这个方程的解应该是 q = 1 的点电荷形成的电位，即式 (12.1.3)，下面我们证明之。

简单起见设 r0 = 0，于是方程 (12.1.5) 在直角坐标系中可以写成

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= −1

ε
δ(x)δ(y)δ(z) (12.1.6)

下面我们用傅里叶变换法求解方程 (12.1.6)。首先注意到，三维函数 u(x, y, z) 的傅

里叶变换表示为

F {u(x, y, z)} =
∫∫∫

∞
u(x, y, z)e−i(ωxx+ωyy+ωzz)dxdydz ≡ U(ωx, ωy, ωz) (12.1.7)

对方程 (12.1.6) 两边取三维傅里叶变换，得到
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− (
ω2

x + ω2
y + ω2

z

)
U(ωx, ωy, ωz)

=−1
ε

∫∫∫

∞
δ(x)δ(y)δ(z)e−i(ωxx+ωyy+ωzz)dxdydz

=−1
ε

∫ ∞

−∞
δ(x)e−iωxxdx

∫ ∞

−∞
δ(y)e−iωyydy

∫ ∞

−∞
δ(z)e−iωzzdz

=−1
ε

故傅里叶变换为

U(ωx, ωy, ωz) =
1

ε
(
ω2

x + ω2
y + ω2

z

) =
1

εω2
(12.1.8)

它的傅里叶反变换为

u(x, y, z) =F−1 {U(ωx, ωy, ωz)}

=
1

(2π)3

∫∫∫

∞
U(ωx, ωy, ωz)

·ei(ωxx+ωyy+ωzz)dωxdωydωz

=
1

(2π)3ε

∫∫∫

∞

eiω·r

ω2
dω

现在我们在球坐标系 (ω, θ, φ) 中计算这个积分。

不失一般性地将位置矢径 r取为极轴的方向 (图

12.1)。由于点电荷形成的电位具有球对称性 (只

是 r 的函数)，故上面的积分可以写为

图 12.1 球坐标系 (ω, θ, φ)

u(r) =
1

(2π)3ε

∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

[
eiωr cos θ

ω2

]
ω2 sin θdωdθdφ

=
1

(2π)3ε

∫ ∞

0

dω

∫ π

0

eiωr cos θ sin θdθ

∫ 2π

0

dφ

=
1

2π2εr

∫ ∞

0

sinωr

ω
dω [利用式 (3.1.12a)]

=
1

4πεr

这正是 r0 = 0 时的式 (12.1.3)，即位于坐标原点的点源的格林函数为

G(r, 0) =
1

4πεr
(12.1.9)

接下来我们通过例题求解二维情况下的格林函数。
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例 1 求解二维无界域的点源方程

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= −1

ε
δ(x)δ(y) (12.1.10)

解 方程 (12.1.10) 的解 u(x, y) 表示位于 (0, 0) 的点源在任意点 (x, y) 的影

响。物理上，u(x, y)则表示位于 z 轴的无限长线电荷在 x− y 平面上任意点形成的

电位。

图 12.2 无限长线电荷形成的

电场强度 E(r)

我们用物理的方法求解方程 (12.1.10)。根据静

电场知识，无限长线电荷在空间的电场是轴对称的，

电场的大小只与观察点到线电荷的距离 r 有关。为

了求出 r 处的电场强度，通常作一个以线电荷为轴

的封闭圆柱面 S，其高度为 L，半径为 r，如图 12.2

所示。根据高斯定理
∫∫

S

E(r) · dS =
Lρ

ε
(12.1.11)

其中，E(r) 是电场强度；ρ 是线电荷密度。由于

E(r) 的方向与圆柱侧面垂直，所以式 (12.1.11) 在

圆柱上、下底面的积分为零，而电场强度的大小在

圆柱的侧面为常数 E(r)，故式 (12.1.11) 给出

E(r)2πrL =
Lρ

ε
⇒ E(r) =

ρ

2πεr
(12.1.12)

而观察点的电位 u(x, y) 由

E(r) = −du(r)
dr

(12.1.13)

确定。将式 (12.1.12)代入式 (12.1.13)，取 r = 1处的电位为参考电位，即 u(1) = 0，

则式 (12.1.13) 给出
∫ u(r)

0

du(r) = −
∫ r

1

ρ

2πεr
dr (12.1.14)

结果为

u(r) =
ρ

2πε
ln

1
r

(12.1.15)

这就是线密度为 ρ 的无限长线电荷在 r 处形成的电位。如果 ρ = 1，式 (12.1.15)

变为

u(r) =
1

2πε
ln

1
r

(12.1.16)
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这就是具有单位线密度的无限长线电荷在离它 r 处形成的电位。式 (12.1.16) 作为

方程 (12.1.10) 的解表示二维情况下的格林函数。

12.2 三维波动方程问题

本节我们用格林函数法求解三维波动方程的定解问题 [见式 (10.6.0)]





∂2w

∂t2
= a2

(
∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2

)
(−∞ < x, y, z < +∞, t > 0)

w
∣∣
t=0

= φ(x, y, z) (−∞ < x, y, z < +∞)

∂w

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x, y, z) (−∞ < x, y, z < +∞)

(12.2.1a)

(12.2.1b)

(12.2.1c)

首先求解初始位移 φ(x, y, z) = 0 时的定解问题





∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)
(−∞ < x, y, z < +∞, t > 0)

u
∣∣
t=0

= 0

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x, y, z) (−∞ < x, y, z < +∞)

(12.2.2a)

(12.2.2b)

(12.2.2c)

设式 (12.2.2) 的解为

u(r, t) =
∫∫∫

∞
ψ(r0)G(r, r0, t)dr0 (12.2.3)

其中，格林函数 G(r, r0, t) 是 t 时刻的瞬时点源。将式 (12.2.3) 代入式 (12.2.2) 得

到关于格林函数 G(r, r0, t) 的定解问题





∂2G

∂t2
= a2

(
∂2G

∂x2
+

∂2G

∂y2
+

∂2G

∂z2

)

G
∣∣
t=0

= 0

∂G

∂t

∣∣∣∣
t=0

= δ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0)

(12.2.4a)

(12.2.4b)

(12.2.4c)

格林函数的定解问题 (12.2.4) 与相应的式 (12.2.2) 相比较，方程是相同的，初始位

移都是零，而初始速度变为 δ(r − r0) 函数。定解问题 (12.2.4) 的解 G(r, r0, t) 表

示 r0 处的点源引起的电位分布。简单起见，我们在式 (12.2.4)中令 x0 = y0 = z0 =

0。这样，式 (12.2.4) 的解表示坐标原点 r0 = 0 处的点源引起的电位分布，记为
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G(r, 0, t) ≡ G(r, t)。由于 r0 = 0处的点源引起电位分布有球对称性 (只与 r 有关)，

又可以将格林函数写为 G(r, t)。下面我们先求出 G(r, t)，再推广到 G(r, r0, t)。

对式 (12.2.4) 作傅里叶变换，令

F {G(r, t)} =
∫∫∫

∞
G(r, t)e−iω·rdr ≡ g(ω, t) (12.2.5)

得到 



d2g

dt2
+ a2ω2g = 0

g
∣∣
t=0

= 0

dg

dt

∣∣∣∣
t=0

= 1

(12.2.6a)

(12.2.6b)

(12.2.6c)

这个常微分方程问题的解为

g(ω, t) =
sin(aωt)

aω
(12.2.7)

对上式取傅里叶反变换，按照图 12.1 的方式取矢径 r 的方向，给出

G(r, t) =
1

(2π)3a

∫∫∫

∞

sin(aωt)
ω

eiω·rdω

=
1

(2π)3a

∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

[
sin(aωt)

ω
eiωr cos θ

]
ω2 sin θdωdθdφ

=
1

(2π)3a

∫ ∞

0

ω sin(aωt)dω

∫ π

0

eiωr cos θ sin θ

∫ 2π

0

dφ

=
1

2π2ar

∫ ∞

0

sin(aωt) sin(ωr)dω (12.2.8)

现在计算其中的积分，我们有

∫ ∞

0

sin(aωt) sin (ωr) dω

=
1
2i

∫ ∞

0

sin(aωt)eiωrdω − 1
2i

∫ ∞

0

sin(aωt)e−iωrdω
(
令 ω = −Ω

)

=− 1
2i

∫ 0

−∞
sin(aΩt)e−iΩrdΩ − 1

2i

∫ ∞

0

sin(aωt)e−iωrdω

=
i
2

∫ ∞

−∞
sin(aωt)e−iωrdω

[
利用式 (3.3.1a)

]

=
π

2
[δ(r − at)− δ(r + at)]
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这个积分结果还可以用另一种方法得到，事实上∫ ∞

0

sin(aωt) sin (ωr) dω =
1
2

∫ ∞

−∞
sin(aωt) sin (ωr) dω

=
1
2

∫ ∞

−∞

eiaωt − e−iaωt

2i
eiωr − e−iωr

2i
dω

[
利用式 (3.2.23)

]

=
1
4

[∫ ∞

−∞
e−iω(at−r)dω −

∫ ∞

−∞
e−iω(at+r)dω

] [
利用式 (3.2.22)

]

=
π

2
[δ(r − at)− δ(r + at)]

代入式 (12.2.8) 得到

G(r, t) =
1

4πar
[δ(r − at)− δ(r + at)] (12.2.9)

当 t > 0 时，式 (12.2.9) 右端的 δ(r + at) = 0(因为 r > 0)，因此式 (12.2.9) 实际

上为

G(r, t) =
1

4πa

δ(r − at)
r

(12.2.10)

式 (12.2.10) 表示 r0 = 0 处的点源引起的电位分布，于是位于 r0 的点源引起的电

位分布为

G(r, r0, t) =
1

4πa

δ (|r − r0| − at)
|r − r0| (12.2.11)

将式 (12.2.11) 代入式 (12.2.3) 得到

u(r, t) =
1

4πa

∫∫∫

∞
ψ(r0)

δ (|r − r0| − at)
|r − r0| dr0 (12.2.12)

这就是定解问题 (12.2.4) 的解。

下一步我们要求解初始速度 ψ(x, y, z) = 0 的定解问题




∂2v

∂t2
= a2

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)
(−∞ < x, y, z < +∞, t > 0)

v
∣∣
t=0

= φ(x, y, z) (−∞ < x, y, z < +∞)

∂v

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0

(12.2.13a)

(12.2.13b)

(12.2.13c)

将它的解与式 (12.2.12) 相加才能得到式 (12.2.1) 的解。设定解问题




∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)
(−∞ < x, y, z < +∞, t > 0)

u
∣∣
t=0

= 0

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= φ(x, y, z) (−∞ < x, y, z < +∞)

(12.2.14a)

(12.2.14b)

(12.2.14c)
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的解为 u(r, t)，则式 (12.2.13) 的解为

v(r, t) =
∂u(r, t)

∂t
(12.2.15)

我们来验证这一结论。事实上，将式 (12.2.15) 代入式 (12.2.13a) 得到

∂2v

∂t2
− a2

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)
=

∂3u

∂t3
− a2 ∂

∂t

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)

=
∂

∂t

[
∂2u

∂t2
− a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)]

将式 (12.2.14a) 代入上式，正好得到

∂2v

∂t2
= a2

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)
(12.2.16)

可见解式 (12.2.15) 满足泛定方程 (12.2.13a)。另外将式 (12.2.15) 代入式 (12.2.13b)

的左端，并利用式 (12.2.14c)，得到

v(x, y, z, 0) =
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= φ(x, y, z) (12.2.17)

可见解式 (12.2.15)满足条件式 (12.2.13b)。最后将式 (12.2.15)代入式 (12.2.13c)的

左端，并利用式 (12.2.14a) 和式 (12.2.14b)，得到

∂v(x, y, z, t)
∂t

∣∣∣∣
t=0

=
∂2u(x, y, z, t)

∂t2

∣∣∣∣
t=0

= a2∇2u(x, y, z, t)
∣∣
t=0

= a2∇2u(x, y, z, 0)

= a2∇20 = 0

可见式 (12.2.15) 满足条件式 (12.2.13c)。总之，式 (12.2.15) 满足式 (12.2.13) 的所

有条件，是式 (12.2.13) 的解。

显然，关于 u(r, t) 的定解问题 (12.2.14) 与式 (12.2.2) 在形式上相同的，因此

只需要将式 (12.2.3) 中的 ψ(r0) 换成 φ(r0)，再代入式 (12.2.15)，便得到定解问题

(12.2.13) 的解

v(r, t) =
∂

∂t

∫∫∫

∞
φ(r0)G(r, r0, t)dr0 (12.2.18)

最后将式 (12.2.18) 与式 (12.2.12) 相加得到

w(r, t) =
∂

∂t

∫∫∫

∞
φ(r0)G(r, r0, t)dr0 +

∫∫∫

∞
ψ(r0)G(r, r0, t)dr0 (12.2.19)
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这就是定解问题 (12.2.1)解的积分公式。这里格林函数 G(r, r0, t)表示点源产生的

“场”，式 (12.2.19) 中的两个积分分别刻画初始位移 φ(r0) 和初始速度 ψ(r0) 对任

意 t 时刻 “场分布” 的贡献。利用 G(r, r0, t) 的表达式 (12.2.11)，可将式 (12.2.19)

写为

w(r, t) =
1

4πa

∂

∂t

∫∫∫

∞
φ(r0)

δ (|r − r0| − at)
|r − r0| dr0

+
1

4πa

∫∫∫

∞
ψ(r0)

δ(|r−r0|−at)
|r−r0| dr0

(12.2.20)

这就是定解问题 (12.2.1)的解。它可以进一步被简化，可以看出，在解 (12.2.20)中

只有当

|r − r0| = at (12.2.21)

即

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = (at)2 (12.2.22)

时，其中的积分才是非零的。这表示只有在以 r = {x, y, z}为中心、以 at为半径的

球面上的扰动 φ(r0) 和 ψ(r0) 才对式 (12.2.20) 中的积分有贡献，如图 12.3 所示。

这样式 (12.2.20) 可以写成

w(r, t) =
1

4πa


 ∂

∂t

∫∫

Sr
at

φ(r0)
at

dS +
∫∫

Sr
at

ψ(r0)
at

dS


 (12.2.23)

其中，Sr
at 是以 r = {x, y, z} 为中心，以 at 为半径的球面。式 (12.2.23) 就是第

10.6.2 节所讨论的泊松公式。当初始扰动 φ(r0) 和 ψ(r0) 在球面式 (12.2.21) 的外

部和内部时，w(r, t) = 0，如图 12.3 所示。

图 12.3 式 (12.2.23) 的积分在以 r = {x, y, z} 为中心、以 at 为半径的球面 Sr
at 上进行
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12.3 一维有界热传导问题

本节我们用格林函数法求解一维有界域边值问题，考虑下列具有齐次边界条

件的有源热传导问题





∂w

∂t
= a2 ∂2w

∂x2
+ f(x, t) (0 < x < L, t > 0)

w
∣∣
t=0

= φ(x) (0 6 x 6 L)

w
∣∣
x=0

= 0, w
∣∣
x=L

= 0 (t > 0)

(12.3.1a)

(12.3.1b)

(12.3.1c)

首先求解无热源 [f(x, t) = 0] 时的定解问题




∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u
∣∣
t=0

= φ(x) (0 6 x 6 L)

u
∣∣
x=0

= 0, u
∣∣
x=L

= 0 (t > 0)

(12.3.2a)

(12.3.2b)

(12.3.2c)

设式 (12.3.2) 的解为

u(x, t) =
∫ L

0

φ(x0)G(x, x0, t)dx0 (12.3.3)

其中，格林函数 G(x, x0, t) 是 t 时刻瞬时点源。将式 (12.3.3) 代入式 (12.3.2) 得到

关于 G(x, x0, t) 的定解问题




∂G

∂t
= a2 ∂2G

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

G
∣∣
t=0

= δ(x− x0) (0 6 x 6 L)

G
∣∣
x=0

= 0, G
∣∣
x=L

= 0 (t > 0)

(12.3.4a)

(12.3.4b)

(12.3.4c)

格林函数的定解问题 (12.3.4) 与相应的定解问题 (12.3.2) 相比较，方程是相同的，

边界条件是相同的，初始条件变为 δ 函数。定解问题 (12.3.4) 的解 G(x, x0, t) 表示

x0 处的点源引起的电位分布。

我们用第 8 章所讨论的特征函数法求解该定解问题，容易得到一般解

G(x, x0, t) =
∞∑

n=1

Cn exp
[
−

(naπ

L

)2

t

]
sin

nπ

L
x (12.3.5)

其中

Cn =
2
L

∫ L

0

δ(x− x0) sin
nπ

L
xdx =

2
L

sin
nπ

L
x0 (12.3.6)
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将式 (12.3.6) 代入式 (12.3.5) 得到

G(x, x0, t) =
2
L

∞∑
n=1

e−(naπ
L )2

t sin
nπ

L
x sin

nπ

L
x0 (12.3.7)

再将式 (12.3.7) 代入式 (12.3.3) 得到

u(x, t) =
2
L

∫ L

0

[ ∞∑
n=1

e−(naπ
L )2

t sin
nπ

L
x sin

nπ

L
x0

]
φ(x0)dx0 (12.3.8)

这就是定解问题 (12.3.2) 的解，与本征函数法的结果 [式 (8.2.33)] 相同。

下一步我们要求解非齐次方程的定解问题





∂v

∂t
= a2 ∂2v

∂x2
+ f(x, t) (0 < x < L, t > 0)

v
∣∣
t=0

= 0 (0 6 x 6 L)

v
∣∣
x=0

= 0, v
∣∣
x=L

= 0 (t > 0)

(12.3.9a)

(12.3.9b)

(12.3.9c)

将它的解与式 (12.3.8) 相加才能得到式 (12.3.1) 的解。设定解问题





∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
(0 < x < L, t > 0)

u
∣∣
t=τ

= f(x, τ) (0 6 x 6 L)

u
∣∣
x=0

= 0, u
∣∣
x=L

= 0 (t > 0)

(12.3.10a)

(12.3.10b)

(12.3.10c)

的解为 u(x, t, τ)，则式 (12.3.9) 的解为

v(x, t) =
∫ t

0

u(x, t, τ)dτ (12.3.11)

注意这个解是积分形式，与 12.2 节微分形式的式 (12.2.15) 不同。我们来验证式

(12.3.11) 是式 (12.3.9) 的解。将式 (12.3.11) 代入式 (12.3.9c)，并利用式 (12.3.10c)，

得到

v(0, t) =
∫ t

0

u
∣∣
x=0

dτ = 0, v(L, t) =
∫ t

0

u
∣∣
x=L

dτ = 0 (12.3.12)

可见解 (12.3.11) 满足边界条件式 (12.3.9c)。另外将式 (12.3.11) 代入式 (12.3.9b)，

得到

v(x, 0) =
∫ 0

0

udτ = 0 (12.3.13)
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可见解 (12.3.11) 满足初始条件式 (12.3.9b)。最后将式 (12.3.11) 代入式 (12.3.9a)，

并利用式 (12.3.10a) 和式 (12.3.10b)，我们有

∂v

∂t
=

∫ t

0

∂u(x, t, τ)
∂t

dτ + u
∣∣
t=τ

[
利用式 (10.5.1)

]

=
∫ t

0

a2 ∂2u(x, t, τ)
∂x2

dτ + f(x, t)

= a2 ∂2

∂x2

∫ t

0

u(x, t, τ)dτ + f(x, t)

= a2 ∂2v

∂x2
+ f(x, t)

可见式 (12.3.11) 满足方程 (12.3.9a)。总之，式 (12.3.11) 满足式 (12.3.9) 的所有条

件，因此是式 (12.3.9) 的解。

显然，关于 u(x, t, τ) 的定解问题 (12.3.10) 与式 (12.3.2) 是形式上相同的，因

此只需要将式 (12.3.3)中的 G(x, x0, t) 换成 G(x, x0, t− τ)，将 φ(x0) 换成 f(x0, τ)，

便得到

u(x, t, τ) =
∫ L

0

f(x0, τ)G(x, x0, t− τ)dx0 (12.3.14)

其中, 格林函数由式 (12.3.7) 变为

G(x, x0, t− τ) =
2
L

∞∑
n=1

e−(naπ
L )2

(t−τ) sin
nπ

L
x sin

nπ

L
x0 (12.3.15)

将式 (12.3.14) 代入式 (12.3.11) 得到 v(x, t) 的表达式

v(x, t) =
∫ t

0

∫ L

0

f(x0, τ)G(x, x0, t− τ)dx0dτ (12.3.16)

将式 (12.3.3) 与式 (12.3.16) 相加得到

w(x, t) =
∫ L

0

φ(x0)G(x, x0, t)dx0 +
∫ t

0

∫ L

0

f(x0, τ)G(x, x0, t− τ)dx0dτ (12.3.17)

这就是定解问题 (12.3.1) 解的积分公式。这里，格林函数 G(x, x0, t) 表示 0 时刻

点源产生的温度场，而 G(x, x0, t − τ) 表示 τ 时刻点源产生的温度场。其中的两

个积分分别刻画初始温度分布 φ(x0) 和外热源 f(x0, τ) 对任意 t 时刻温度场的贡

献。注意到式 (12.3.17) 与无边界有源热传导问题的解 (11.3.30) 具有相同的表达形

式，这表示用格林函数表示解的积分公式具有普遍意义。利用 G(x, x0, t)的表示式

(12.3.7) 和 G(x, x0, t− τ) 的表示式 (12.3.15)，式 (12.3.17) 写为
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w(x, t) =
2
L

∫ L

0

[ ∞∑
n=1

e−(naπ
L )2

t sin
nπ

L
x sin

nπ

L
x0

]
φ(x0)dx0

+
2
L

∫ t

0

∫ L

0

[ ∞∑
n=1

e−(naπ
L )2

(t−τ) sin
nπ

L
x sin

nπ

L
x0

]
f(x0, τ)dx0dτ

(12.3.18)

这就是定解问题 (12.3.1) 的解，与本征函数法的结果 [式 (8.2.30)] 相同。

我们进一步求解下列具有非齐次边界条件的有源热传导问题





∂w

∂t
= a2 ∂2w

∂x2
+ f(x, t) (0 < x < L, t > 0)

w
∣∣
t=0

= φ(x) (0 6 x 6 L)

w
∣∣
x=0

= u1(t), w
∣∣
x=L

= u2(t) (t > 0)

(12.3.19a)

(12.3.19b)

(12.3.19c)

其中，u1(t) 和 u2(t) 是系统 x = 0 和 x = L 端的边界函数。为了把边界条件齐次

化，取变换

w(x, t) = u(x, t) + Ω(x, t) (12.3.20)

其中辅助函数由表 8.1 查出为

Ω(x, t) =
u2(t)− u1(t)

L
x + u1(t) (12.3.21)

将式 (12.3.20) 代入式 (12.3.19) 得到关于 u(x, t) 的定解问题





∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
+ F (x, t) (0 < x < L, t > 0)

u
∣∣
t=0

= Φ(x) (0 6 x 6 L)

u
∣∣
x=0

= 0, u
∣∣
x=L

= 0 (t > 0)

(12.3.22a)

(12.3.22b)

(12.3.22c)

其中

Φ(x) = φ(x)− Ω(x, 0) (12.3.23a)

F (x, t) = f(x, t)−
[
∂Ω(x, t)

∂t
− a2 ∂2Ω(x, t)

∂x2

]
(12.3.23b)

现在式 (12.3.22) 就是定解问题 (12.3.1)。故式 (12.3.19) 的解由式 (12.3.18) 表示，

而其中的初始温度分布及外热源由式 (12.3.23) 给出。

从 12.2 节和 12.3 节的讨论中可以领会到用格林函数法求解定解问题的主要

步骤：① 建立格林函数 G 的定解问题 [式 (12.2.4) 和式 (12.3.4)]；② 求解该定解
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问题得到格林函数 [式 (12.2.11) 和式 (12.3.7)]；③ 利用解的积分公式 [式 (12.2.19)

和式 (12.3.17)] 得到定解问题的解。

12.4 格 林 公 式

从本节起，我们进一步用格林函数法求解拉普拉斯方程和泊松方程的定解问

题。在这种情况下，解的积分公式可利用格林公式来求得。我们首先介绍有关格林

公式的基础理论知识。

12.4.1 格林定理

格林定理是关于多变量微积分的一个重要定理，它把一个沿封闭环的线积分

与环所包围区域的面积分联系起来。

设 C 是一个分段光滑的封闭环，它所包围的区域为 D，设函数 M(x, y) 和

N(x, y) 在 C 和 D 上连续，且一阶偏导数连续，则有

∫

C

[M(x, y)dx + N(x, y)dy] =
∫∫

D

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
dxdy (12.4.1)

这就是格林定理 (或称为平面格林定理)。我们首先用一个简单的例子验证它的正

确性。设 C 是一个正向封闭环 (图 12.4)，它所包围的区域为 D。很明显，区域 D

的面积可以由下面的任一个积分表示
∫

C

−ydx,

∫

C

xdy,
1
2

∫

C

(−ydx + xdy) (12.4.2)

现在我们利用这个事实来验证格林定理 (12.4.1)。首先取 M(x, y) = −y，N(x, y) =

0，代入式 (12.4.1)，得到
∫

C

−ydx =
∫∫

D

dxdy = D 的面积 (12.4.3a)

类似地，取 M(x, y) = 0，N(x, y) = x，代入式 (12.4.1)，得到
∫

C

xdy =
∫∫

D

dxdy = D 的面积 (12.4.3b)

同样，我们取 M(x, y) = −y，N(x, y) = x，代入式 (12.4.1)，得到
∫

C

(−ydx + xdy) = 2
∫∫

D

dxdy (12.4.3c)
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即
1
2

∫

C

(−ydx + xdy) =
∫∫

D

dxdy = D 的面积 (12.4.3d)

式 (12.4.3) 验证了格林定理的正确性。

图 12.4 一个正向封闭环 C 和它所包围的区域 D

现在我们对于如图 12.4 所示的正向封闭环 C 和它所包围的区域 D 一般性地

证明格林定理 (12.4.1)。

证明 设 C 是这样的封闭环，用任意平行于坐标轴的直线割 C 至多得两个

交点。设曲线 AEB 和 AFB 分别由 y = Y1(x) 和 y = Y2(x) 表示，我们有

∫∫

D

∂M

∂y
dxdy =

∫ b

x=a

[∫ Y2

y=Y1

∂M

∂y
dy

]
dx

=
∫ b

a

[M(x, y)]Y2
Y1

dx =
∫ b

a

[M(x, Y2)−M(x, Y1)]dx

= −
∫ b

a

M(x, Y1)dx−
∫ a

b

M(x, Y2)dx = −
∫

C

Mdx

于是 ∫

C

Mdx = −
∫∫

D

∂M

∂y
dxdy (12.4.4)

类似地，设曲线 EAF 和 EBF 的表示式分别为 x = X1(y) 和 x = X2(y)，则

∫∫

D

∂N

∂x
dxdy =

∫ f

y=e

[∫ X2

x=X1

∂N

∂x
dx

]
dy

=
∫ f

e

[N(X2, y)−N(X1, y)]dy
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=
∫ e

f

N(X1, y)dy +
∫ f

e

N(X2, y)dy =
∫

C

Ndy

于是 ∫

C

Ndy =
∫∫

D

∂N

∂x
dxdy (12.4.5)

将式 (12.4.4) 与式 (12.4.5) 相加得
∫

C

(Mdx + Ndy) =
∫∫

D

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
dxdy (12.4.6)

这个定理也可以推广到用平行于坐标轴的直线割 C 得到两个以上交点的情况。

12.4.2 散度定理

设 Γ 是一个封闭曲面，它所包围的体积为 Ω，设曲面上任一点的外法线与 x

轴、y 轴、z 轴正向的夹角为 α、β、γ，设函数 M(x, y, z)、N(x, y, z)、R(x, y, z) 在

Γ 和 Ω 上连续，且一阶偏导数连续，则有
∫∫∫

Ω

(
∂M

∂x
+

∂N

∂y
+

∂R

∂z

)
dV =

∫∫

Γ

(M cos α + N cos β + R cos γ) dS (12.4.7)

引入矢量函数 A(x, y, z) 和外法线矢量 n

A(x, y, z) = Mi + Nj + Rk 和 n = cos αi + cos βj + cos γk (12.4.8)

式 (12.4.7) 可以写成 ∫∫∫

Ω

∇ ·AdV =
∫∫

Γ

A · ndS (12.4.9)

这个定理称为散度定理或空间格林定理。它表示矢量 A在一个闭曲面 Γ 的外法向

n 上的分量沿 Γ 的面积分等于 A 的散度在 Γ 所包围的区域 Ω 内的体积分。它是

格林定理 (12.4.6) 向三维情况的推广。

证明 设 Γ 是这样的闭曲面，用任意平行于坐标轴的直线割 Γ 至多得两个

交点。考虑与图 12.4相应的三维情况，设 Γ 的下半部分 Γ1 和上半部分 Γ2 分别由

z = Z1(x, y) 和 z = Z2(x, y) 表示，曲面 Γ 在 x− y 平面的投影为 Σ。我们有
∫∫∫

Ω

∂R

∂z
dV =

∫∫∫

Ω

∂R

∂z
dxdydz

=
∫∫

Σ

[∫ Z2

z=Z1

∂R

∂z
dz

]
dxdy =

∫∫

Σ

[R(x, y, z)]Z2
Z1

dxdy
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=
∫∫

Σ

[R(x, y, Z2)−R(x, y, Z1)]dxdy

对于闭曲面的上半部分 Γ2，dxdy = (cos γ2) dS2 =

k ·n2dS2，这时，dS2 的外法线 n2 与 k方向构成锐

角 γ2，如图 12.5所示。但是对于闭曲面的下半部分

Γ1，dS1 的外法线 n1 与 k构成钝角 γ1(cos γ1 < 0)，

因此，dxdy = − (cos γ1) dS1 = −k · n1dS1。于是

∫∫

Σ

R(x, y, Z2)dxdy =
∫∫

Γ2

Rk · n2dS2 (12.4.10a)

∫∫

Σ

R(x, y, Z1)dxdy = −
∫∫

Γ1

Rk · n1dS1

(12.4.10b)

式 (12.4.10a) 与式 (12.4.10b) 相减，得到
∫∫

Σ

R(x, y, Z2)dxdy −
∫∫

Σ

R(x, y, Z1)dxdy

=
∫∫

Γ2

Rk · n2dS2 +
∫∫

Γ1

Rk · n1dS1

=
∫∫

Γ

Rk · ndS

图 12.5 dS2 的外法线 n2 与 k 构

成锐角 γ2，dS1 的外法线 n1 与 k

构成钝角 γ1

即 ∫∫∫

Ω

∂R

∂z
dV =

∫∫

Γ

Rk · ndS (12.4.11a)

同理可证 ∫∫∫

Ω

∂M

∂x
dV =

∫∫

Γ

Mi · ndS (12.4.11b)

∫∫∫

Ω

∂N

∂y
dV =

∫∫

Γ

Nj · ndS (12.4.11c)

式 (12.4.11) 的三式相加得到

∫∫∫

Ω

(
∂M

∂x
+

∂N

∂y
+

∂R

∂z

)
dV =

∫∫

Γ

(Mi + Nj + Rk) · ndS (12.4.12a)
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注意到式 (12.4.8)，它可以写成
∫∫∫

Ω

∇ ·AdV =
∫∫

Γ

A · ndS (12.4.12b)

这个定理也可以推广到用平行于坐标轴的直线割 Γ 得到两个以上交点的情况。

另外，散度定理可以约化为二维情况。事实上，设 C 是一个封闭环，它所包围

的面积为 D，设函数 M(x, y)、N(x, y) 在 C 和 D 上连续，且一阶偏导数连续，在

式 (12.4.8) 中取

A(x, y) = Mi + Nj 和 n = cos αi + cos βj (12.4.13)

按照上述推导式 (12.4.12b) 的过程，最后得到
∫∫

D

∇ ·Adσ =
∫

C

A · ndl (12.4.14)

它表示二维矢量 A 在封闭环 C 的外法向 n 上的分量沿 C 的线积分等于 A 的散

度在 C 所包围的区域 D 内的面积分。式 (12.4.14) 可以称为二维散度定理。

12.4.3 格林公式

本节来推导散度定理式 (12.4.12)的两个推论。设函数 u(x, y, z)和 v(x, y, z)在

Γ 和 Ω 上具有连续的二阶偏导数，在式 (12.4.12) 中取

M = u
∂v

∂x
, N = u

∂v

∂y
, R = u

∂v

∂z
(12.4.15)

则式 (12.4.12a) 的左边为
∫∫∫

Ω

(
∂M

∂x
+

∂N

∂y
+

∂R

∂z

)
dV

=
∫∫∫

Ω

(
u

∂2v

∂x2
+ u

∂2v

∂y2
+ u

∂2v

∂z2

)
dV +

∫∫∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y
+

∂u

∂z

∂v

∂z

)
dV

=
∫∫∫

Ω

(
u∇2v

)
dV +

∫∫∫

Ω

(∇u · ∇v)dV

而式 (12.4.12a) 的右边为
∫∫

Γ

(Mi + Nj + Rk) · ndS
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=
∫∫

Γ

(
u

∂v

∂x
i + u

∂v

∂y
j + u

∂v

∂z
k

)
· ndS

=
∫∫

Γ

u∇v·ndS =
∫∫

Γ

u
∂v

∂n
dS

由此得到
∫∫∫

Ω

(
u∇2v

)
dV =

∫∫

Γ

u
∂v

∂n
dS −

∫∫∫

Ω

(∇u · ∇v)dV (12.4.16)

式 (12.4.16) 称为第一格林公式。由于 u 和 v 是任意函数，在式 (12.4.16) 中交换它

们的位置，则得
∫∫∫

Ω

(
v∇2u

)
dV =

∫∫

Γ

v
∂u

∂n
dS −

∫∫∫

Ω

(∇v · ∇u)dV (12.4.17)

将式 (12.4.16) 与式 (12.4.17) 相减得到
∫∫∫

Ω

(
u∇2v − v∇2u

)
dV =

∫∫

Γ

(
u

∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS (12.4.18)

式 (12.4.17) 称为第二格林公式，简称格林公式。它显示了函数 u，v 在闭曲面边界

Γ 上的面积分与它们在区域 Ω 内的体积分之间的关系。

显然，格林公式 (12.4.18) 可以约化为二维情况。事实上，如果在二维散度定

理式 (12.4.14) 中取

M = u
∂v

∂x
, N = u

∂v

∂y
(12.4.19)

按照推导式 (12.4.18) 的过程，最后得到
∫∫

D

(
u∇2v − v∇2u

)
dσ =

∫

C

(
u

∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dl (12.4.20)

它显示了二维函数 u、v 在封闭环 C 上的线积分与它们在 C 所包围的区域 D 内

的面积分之间的关系。式 (12.4.20) 可以称为二维格林公式。

12.5 拉普拉斯方程和泊松方程

12.5.1 拉普拉斯方程的基本解

我们首先介绍拉普拉斯方程的基本解。三维拉普拉斯方程为

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0 (12.5.1)
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它在球坐标系中表示为 [式 (1.2.49)]

1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
= 0 (12.5.2)

考虑方程 (12.5.2) 的球对称解 u = u(r)(与变量 θ、φ 无关)，此时方程 (12.5.2) 约

化为
∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
= 0 (r 6= 0) (12.5.3)

它的解为

u(r) = c1
1
r

+ c2 (12.5.4)

其中，c1、c2 是任意常数。考虑到 u(r) 通常表示电位，应满足自然边界条件，即当

r →∞ 时 u(r) → 0，故有 c = 0；若取 c1 = 1/4π，则有

u(r) =
1

4πr
(12.5.5)

二维拉普拉斯方程在极坐标系中表示为 [式 (1.2.31)]

1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1
r2

∂2u

∂θ2
= 0 (12.5.6)

考虑方程 (12.5.6) 的轴对称解 u = u(r)(与变量 θ 无关)。此时方程 (12.5.6) 约化为

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
= 0 (r 6= 0) (12.5.7)

它的解为

u(r) = c1 ln r + c2 (12.5.8)

其中，c1、c2 是任意常数。为使零电位处于 r = 1，即 u(1) = 0，要求 c2 = 0；若取

c1 = −1/2π，则有

u(r) =
1
2π

ln
1
r

(12.5.9)

式 (12.5.5) 和式 (12.5.9) 称为三维和二维拉普拉斯方程的基本解，它们分别与式

(12.1.9)和式 (12.1.15)是一致的。可见基本解就是三维和二维拉普拉斯方程的点源

影响函数，它们在拉普拉斯方程研究中具有重要的作用。

12.5.2 泊松方程的基本积分公式

考虑电位 u(r) 的泊松方程

∇2u(r) =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= −f(r) (12.5.10)
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式 (12.5.10) 右边用负号是为了让 f(r) 表示自由电荷密度 ρ(r) [这里已取 ε = 1，

见式 (12.1.1)]，从而为随后构建格林函数提供方便。相应的格林函数 G(r, r0) 的方

程为

∇2G = −δ(r − r0) (12.5.11)

这里 G(r, r0) 表示位于 r0 的点源 (电量 q = 1 的点电荷) 在 r 形成的电位。下

面我们将建立电位分布 u(r) 与格林函数 G(r, r0) 之间的关系。为此将格林公式

(12.4.18) 中的 u 视为电位分布，而将 v 取作格林函数 G，并利用式 (12.5.11) 和式

(12.5.10)，得到

∫∫

Γ

(
u

∂G

∂n
−G

∂u

∂n

)
dS =

∫∫∫

Ω

(
u∇2G−G∇2u

)
dV

=
∫∫∫

Ω

[−uδ (r − r0)−G∇2u
]
dV

= −u (r0)−
∫∫∫

Ω

G∇2udV

= −u (r0) +
∫∫∫

Ω

Gf(r)dV

即

u (r0) =
∫∫∫

Ω

G(r, r0)f(r)dV +
∫∫

Γ

[
G(r, r0)

∂u(r)
∂n

− u(r)
∂G(r, r0)

∂n

]
dS (12.5.12)

式 (12.5.12)表示电位在 Ω 内某一点的值 u (r0)可以表示为两个积分的相加：一个

是源项 f 在 Ω 内的体积分，另一个是 u 及它的法向导数 ∂u/∂n 沿 Γ 的面积分，

在体积分与面积分中均含有格林函数。

我们知道格林函数 G(r, r0) 表示 r0 处的点源在一定边界条件下在 r 处产生

的场。如果把点源移至 r，在相同的边界条件下，它在 r0 处产生的场应该与前者

相等。因此，格林函数满足 G(r, r0) = G(r0, r)，这称为格林函数的对易性。按照这

一性质，对式 (12.5.12) 中的 r 和 r0 及相应的变量进行对换，可以得到

u (r) =
∫∫∫

Ω

G(r, r0)f(r0)dV0 +
∫∫

Γ

[
G(r, r0)

∂u(r0)
∂n0

− u(r0)
∂G(r, r0)

∂n0

]
dS0

(12.5.13a)

这就是泊松方程的基本积分公式。我们看到，利用格林公式 (12.4.18)，可以巧妙地

建立起泊松方程的解 u(r) 与相应的格林函数 G(r, r0) 之间的关系。
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显然，式 (12.5.13a) 可以约化为二维情况。事实上，如果最初考虑一个封闭环

C 和它所包围的区域 D，在二维格林公式 (12.4.20) 中，将 u 视为二维电位分布，

而将 v 取作二维格林函数 G，按照推导式 (12.5.13a) 的过程，最后得到

u (r) =
∫∫

D

G(r, r0)f(r0)dσ0 +
∫

C

[
G(r, r0)

∂u(r0)
∂n0

− u(r0)
∂G(r, r0)

∂n0

]
dl0

(12.5.13b)

这就是二维泊松方程的基本积分公式。注意式 (12.5.13b)中的格林函数 G(r, r0)是

∇2G = −δ(x − x0)δ(y − y0) 的解，它表示位于 (x0, y0) 的二维点源在任意点 (x, y)

形成的电位。

由式 (12.5.13) 便能得出三维和二维泊松方程在相关条件下解的积分公式。

12.5.3 泊松方程的边值问题

(1) 第一类边值问题：



∇2u(r) =

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= −f(r)

u(r)
∣∣
Γ

= g(r)

(12.5.14a)

(12.5.14b)

相应的格林函数 G(r0 − r) 是



∇2G = −δ(r − r0)

G
∣∣
Γ

= 0

(12.5.15a)

(12.5.15b)

图 12.6 定解问题 (12.5.15)

的物理意义

的解。边值问题 (12.5.15) 有明确的物理意义，

它表示在一个边界为 Γ 的接地的导体空腔内

r0 处有一个 q = 1 的点电荷，如图 12.6 所

示。G(r, r0)则表示在空腔内任意点 r的电位。

现在 r 点的电位不仅是该点电荷形成的，还有

它在导体内壁上的感应电荷所产生的电位。但

是感应电荷的分布是未知的，只知道导体边界

电位为零 (接地)。

为 了 求 解 边 值 问 题 (12.5.14)， 将 式

(12.5.14b) 和式 (12.5.15b) 代入式 (12.5.13a)，

得到

u (r) =
∫∫∫

Ω

G(r, r0)f(r0)dV0 −
∫∫

Γ

g(r0)
∂G(r, r0)

∂n0
dS0 (12.5.16a)
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这就是边值问题 (12.5.14) 解的积分公式。其中，第一项表示在 Γ 所包围的区域

Ω 内对电荷分布 f(r0) 的体积分；而第二项表示对边界 Γ 上电位分布 g(r0) 的面

积分。

对于二维情况，式 (12.5.16a) 约化为

u (r) =
∫∫

D

G(r, r0)f(r0)dσ0 −
∫

C

g(r0)
∂G(r, r0)

∂n0
dl0 (12.5.16b)

其中，第一项表示在封闭环 C 所包围的区域 D 内对电荷分布 f(r0) 的面积分，而

第二项表示对环 C 上电位分布 g(r0) 的线积分。

对于具体的问题，首先求出式 (12.5.15) 的解 G(r, r0)，再将 f 和 g 的表示式

代入式 (12.5.16a) 或式 (12.5.16b)，完成积分即可。

(2) 第二类边值问题：




∇2u(r) =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= −f(r)

∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= h(r)

(12.5.17a)

(12.5.17b)

相应的格林函数 G(r, r0) 是





∇2G = −δ(r − r0)

∂G

∂n

∣∣∣∣
Γ

= 0

(12.5.18a)

(12.5.18b)

的解。边值问题 (12.5.18)的物理意义与式 (12.5.15)相同，只是图 12.6中空腔的边

界条件变为电位梯度 (即电场强度) 为零。

将式 (12.5.17b) 和式 (12.3.18b) 代入式 (12.5.13a)，得到

u (r) =
∫∫∫

Ω

G(r, r0)f(r0)dV0 +
∫∫

Γ

G(r, r0)h(r0)dS0 (12.5.19a)

这就是边值问题 (12.5.17) 解的积分公式。

对于二维情况，式 (12.5.19a) 约化为

u (r) =
∫∫

D

G(r, r0)f(r0)dσ0 +
∫

C

G(r, r0)h(r0)dl0 (12.5.19b)

对于具体的问题，首先求出式 (12.5.18) 的解 G(r0, r)，再将 f 和 h 的表示式代入

式 (12.5.19a) 或式 (12.5.19b)，完成积分即可。
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(3) 第三类边值问题：




∇2u(r) =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= −f(r)

[
u + α

∂u

∂n

]

Γ

= z(r)

(12.5.20a)

(12.5.20b)

相应的格林函数 G(r0, r) 是




∇2G = −δ(r − r0)
[
G + α

∂G

∂n

]

Γ

= 0

(12.5.21a)

(12.5.21b)

的解。边值问题 (12.5.21)的物理意义与式 (12.5.15)相同，只是图 12.6中空腔的边

界条件变为电位与电场的组合为零。为了得到边值问题 (12.5.21)的解的积分公式，

用 G(r, r0) 乘以式 (12.5.20b)，用 u(r) 乘以式 (12.5.21b)，然后相减得到

G(r, r0)
∂u

∂n
− u(r)

∂G

∂n
=

1
α

G(r, r0)z(r) (12.5.22)

将式 (12.5.22) 代入式 (12.5.13a) 得到

u (r) =
∫∫∫

Ω

G(r, r0)f(r0)dV0 +
1
α

∫∫

Γ

G(r, r0)z(r0)dS0 (12.5.23a)

这就是边值问题 (12.5.20) 解的积分公式。

对于二维情况，式 (12.5.23a) 约化为

u (r) =
∫∫

D

G(r, r0)f(r0)dσ0 +
1
α

∫

C

G(r, r0)z(r0)dl0 (12.5.23b)

对于具体的问题，首先求出式 (12.5.21) 的解 G(r, r0)，再将 f 和 z 的表示式代入

式 (12.5.23a) 或式 (12.5.23b)，完成积分即可。

当空间不存在自由电荷时，即 f(r) = 0，上述问题约化为拉普拉斯方程的边值

问题，相应的三类边值问题解的积分公式为

u (r) = −
∫∫

Γ

g(r0)
∂G(r, r0)

∂n0
dS0 (12.5.24a)

u (r) =
∫∫

Γ

G(r, r0)h(r0)dS0 (12.5.24b)

u (r) =
1
α

∫∫

Γ

G(r, r0)z(r0)dS0 (12.5.24c)
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在二维情况下，它们约化成相应的线积分

u (r) = −
∫

C

g(r0)
∂G(r, r0)

∂n0
dl0 (12.5.24d)

u (r) =
∫

C

G(r, r0)h(r0)dl0 (12.5.24e)

u (r) =
1
α

∫

C

G(r, r0)z(r0)dl0 (12.5.24f)

作为上述解的积分公式的应用，我们首先讨论无界域的泊松方程问题。

例 1 求解三维无界域泊松方程

∇2u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= −f(r) (12.5.25)

解 相应的格林函数 G(r, r0) 的方程为

∇2G = −δ(r − r0) (12.5.26)

G(r, r0) 表示 r0 处的点源 (q = 1 的点电荷) 在 r 形成的电位。在无界域情况下，

泊松方程的基本积分公式 (12.5.13a) 中的封闭曲面 Γ 是整个三维空间的 “边缘”，

按照自然边界条件，Γ 上的电位 u 和格林函数 G 都为零。这样一来，式 (12.5.13a)

中的面积分为零，只有体积分，即

u (r) =
∫∫∫

Ω

G(r, r0)f(r0)dV0 (12.5.27)

简单起见，我们考虑 r0 = 0，则 G(r) 表示位于原点的点源在 r 形成的电位，它是

球对称的 (只是 r 的函数)。对式 (12.5.26)在体积 Ω 内 (即整个三维空间)积分，得

到 ∫∫∫

Ω

∇2G(r)dV = −
∫∫∫

Ω

δ(r)dV = −1 (12.5.28)

利用散度定理 (12.4.9)，式 (12.5.28) 左边写为
∫∫∫

Ω

∇2G(r)dV =
∫∫∫

Ω

∇ · ∇G(r)dV =
∫∫

Γ

∇G(r) · ndS (12.5.29)

由于 ∇G(r) 与外法线 n 的方向相同 (同为三维径向)，而 dS 用 x− y 平面上的变

量表示为 dS = r2 sin θdθdφ，故
∫∫

Γ

∇G(r) · ndS =
∫∫

Γ

∂G(r)
∂r

r2 sin θ dθdφ = −1 (12.5.30)
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因为

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

sin θdθdφ = 4π，为使式 (12.5.30) 恒成立，必须有

∂G(r)
∂r

r2 = − 1
4π

(12.5.31)

积分后得到

G(r) =
1

4πr
+ c (12.5.32)

考虑到自然边界条件，当 r →∞ 时 G(r) → 0，有 c = 0，因此格林函数为

G(r) =
1

4πr
(12.5.33)

这就是处于原点的 q = 1 的点电荷在任意 r 处形成的电位，我们用泊松方程的基

本积分公式 (12.5.13a) 得到了它，这与已知结果式 (12.1.9) 是相同的。如果点电荷

处于 r0，则格林函数为

G(r, r0) =
1

4π |r − r0| (12.5.34)

将式 (12.5.34) 代入式 (12.5.27)，注意到 Ω 遍及整个三维空间，得到

u(r) =
1
4π

∫∫∫

∞

f(r0)
|r − r0|dV0 (12.5.35)

这就是无界域泊松方程 (12.5.25) 的解，它与式 (12.1.4) 的结果是相同的。

例 2 求解二维无界域泊松方程

∇2u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= −f(r) (12.5.36)

解 相应的格林函数 G(r, r0) 的方程为

∇2G = −δ(r − r0) (12.5.37)

G(r, r0) 表示 r0 处的点源 (线密度 ρ = 1 的垂直于 x− y 平面的无限长线电荷) 在

r 形成的电位。现在泊松方程的基本积分公式由式 (12.5.13b) 表示。在无界域情况

下，式 (12.5.13b)中的封闭环 C 是整个二维空间的 “边界”。按照自然边界条件，C

上的电位 u 和格林函数 G 都为零，因此式 (12.5.13b) 中的线积分为零，只有面

积分

u (r) =
∫∫

D

G(r, r0)f(r0)dσ0 (12.5.38)
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简单起见，我们考虑 r0 = 0，则格林函数 G(r) 是轴对称的 (只是 r 的函数)。现在

对式 (12.5.37) 积分，我们将积分区域 V 选为以 z 轴为轴线，以坐标原点为中心的

具有单位高度的圆柱体 (图 12.3)，我们有
∫∫∫

V

∇2G(r)dV = −
∫∫∫

V

δ(r)dV = −1 (12.5.39)

利用散度定理 (12.4.9) 将式 (12.5.39) 左边写为
∫∫∫

V

∇2G(r)dV =
∫∫∫

V

∇ · ∇G(r)dV =
∫∫

S

∇G(r) · ndS (12.5.40)

其中，S 是区域 V 的边界曲面。由于 ∇G(r) 与圆柱侧面外法线 n 的方向相同 (同

为二维径向)，故式 (12.5.40)在圆柱上、下底的面积分为零，只有沿侧面的积分。利

用式 (12.5.39)，并注意到 dS = rdz dφ，式 (12.5.40) 变为
∫∫

S

∇G(r) · ndS =
∫∫

S

∂G(r)
∂r

r dzdφ = −1 (12.5.41)

因为

∫ 1/2

z=−1/2

dz

∫ 2π

φ=0

dφ = 2π，为使式 (12.5.41) 恒成立，必须有

∂G(r)
∂r

r = − 1
2π

(12.5.42)

对式 (12.5.42) 积分，取 r = 1 处的电位为参考电位，即 u(1) = 0，得到格林函数为

G(r) =
1
2π

ln
1
r

(12.5.43)

这就是处于 z 轴的 ρ = 1 的无限长线电荷在任意 r 处形成的电位，我们用泊松方

程的基本积分公式 (12.5.13b) 得到了它，这与已知结果式 (12.1.16) 是一致的。如

果线电荷处于 r0，则格林函数为

G(r, r0) =
1
2π

ln
1

|r − r0| (12.5.44)

将式 (12.5.44) 代入式 (12.5.38)，注意到 D 遍及整个二维平面，得到

u(r) =
1
2π

∫∫

∞
f(r0) ln

1
|r − r0|dσ0 (12.5.45)

这就是二维无界域泊松方程 (12.5.36) 的解。
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12.6 格林函数法的应用：电像法

本节用格林函数法求解不同类型的拉普拉斯方程与泊松方程的边值问题。这

些问题的解法有一个共同的特征：用点源与它的像在空间的电位叠加来构建满足

边界条件的格林函数，进而利用解的积分公式得到拉普拉斯方程与泊松方程的边

值问题的解，这样一种构建格林函数的方法称为电像法。电像法具有直观的几何图

像和明确的物理意义，是一种简单、有效、用途广泛的格林函数法。

例 1 在上半空间 z > 0 求解泊松方程的第一类边值问题



∇2u =

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= −f(x, y, z) (−∞ < x, y < ∞, z > 0)

u(x, y, z)
∣∣
z=0

= g(x, y) (−∞ < x, y < ∞)

(12.6.1a)

(12.6.1b)

解 格林函数 G(r, r0) 满足的边值问题为



∇2G = −δ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0)

G
∣∣
z=0

= 0

(12.6.2a)

(12.6.2b)

边值问题 (12.6.2)的物理意义是，在一个位于 z = 0的接地导体平面上方的M0(x0,

y0, z0) 点放置一个点源 (q = 1 的点电荷)。G(r, r0) 则表示在导体平面上方任意点

M(x, y, z) 形成的电位。现在 M 点的电位不仅是由该点电荷形成的，还有它在导

体平面上的感应电荷所产生的电位。但是感应电荷的分布是未知的，只知道导体平

面上电位为零。

导致 z = 0 平面上电位为零的一个等效方式是，除上半空间 M0 处的点源之

外，在下半空间的镜像对称点 M1(x0, y0,−z0)还有一个像电荷 (q = −1的点电荷)，

如图 12.7 所示。这样一来，满足式 (12.6.2) 的解为

G(M, M0) =
1

4πrM0M
− 1

4πrM1M

=
1
4π

1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

− 1
4π

1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

(12.6.3)

下一步是将式 (12.6.3) 代入式 (12.5.16a) 计算电位分布 u(x, y, z)。为此，必须首先

计算边界 Γ 上的外法向导数
∂G

∂n0

∣∣∣∣
Γ

，对于上半空间而言，其边界 Γ 是 z0 = 0 平

面，外法线 n0 的方向为 z0 轴负向，故
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图 12.7 点电荷 M0 与它的像电荷 M1 在上半空间任意点 M 形成的电位

∂G

∂n0

∣∣∣∣
Γ

= − ∂G

∂z0

∣∣∣∣
z0=0

(12.6.4)

利用式 (12.6.3) 计算式 (12.6.4) 右边的偏导数，得到

∂G

∂z0
=

1
4π

∂

∂z0

[
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

]

− 1
4π

∂

∂z0

[
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

]

=
1
4π

z − z0

[(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2]
3/2

+
1
4π

z + z0

[(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2]
3/2

从而
∂G

∂n0

∣∣∣∣
Γ

= − 1
2π

z

[(x− x0)2 + (y − y0)2 + z2]3/2
(12.6.5)

将式 (12.6.3) 和式 (12.6.5) 代入式 (12.5.16a) 得到

u (r) =
1
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

z

[(x− x0)2 + (y − y0)2 + z2]3/2
dx0dy0

+
1
4π

∫ ∞

x0=−∞

∫ ∞

y0=−∞

∫ ∞

z0=0

f(x0, y0, z0)
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


1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

−

1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2


dx0dy0dz0 (12.6.6)

这就是边值问题 (12.6.1) 的解。如果自由电荷密度 f(x, y, z) = 0，则式 (12.6.1) 约

化成拉普拉斯方程的边值问题，相应的解由式 (12.6.6) 约化为

u (r) =
1
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

z

[(x− x0)2 + (y − y0)2 + z2]3/2
dx0dy0 (12.6.7)

例 2 在上半平面 y > 0 求解拉普拉斯方程的第一类边值问题



∇2u =

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (−∞ < x < ∞, y > 0)

u(x, 0) = g(x) (−∞ < x < ∞)

(12.6.8a)

(12.6.8b)

解 相应格林函数 G(r, r0) 满足边值问题



∇2G = −δ(x− x0)δ(y − y0)

G
∣∣
y=0

= 0

(12.6.9a)

(12.6.9b)

图 12.8 M0 处的点源与它在

M1 处的像电荷在上半平面任意

点 M 形成的电位

边值问题 (12.6.9) 的物理意义是，在一个位于

y = 0的接地导线上方的M0(x0, y0)点放置一个

二维点源 (线密度 ρ = 1 的垂直于 x− y 平面的

无限长线电荷)。G(r, r0) 则表示在导线上方任

意点 M(x, y) 形成的电位。现在 M 点的电位不

仅是由该线电荷形成的，还有它在导线上的感

应电荷所产生的电位。但是感应电荷的分布是

未知的，只知道导线的电位为零。

使得导线电位为零的一个等效方式是，除上

半平面 M0 处的点源之外，在下半平面的镜像

对称点 M1(x0,−y0) 还有一个像电荷 (ρ = −1

的垂直于 x − y 平面的无限长线电荷)，如图

12.8 所示。这样一来，由式 (12.1.15) 得到满足

式 (12.6.9) 的解

G(M, M0) =
1
2π

ln
1

rM0M
− 1

2π
ln

1
rM1M

=
1
2π

ln
rM1M

rM0M

=
1
4π

ln
(x− x0)2 + (y + y0)2

(x− x0)2 + (y − y0)2
(12.6.10)
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对于现在的二维情况，解的积分公式由式 (12.5.24d) 表示，即

u (r) = −
∫

C

g(r0)
∂G(r, r0)

∂n0
dl0 (12.6.11)

现在计算边界线 C 上的外法向导数
∂G

∂n0

∣∣∣∣
C

，对于上半平面而言，其边界线 C 是

y0 = 0 直线，外法线 n0 的方向为 y0 轴负向，故

∂G

∂n0

∣∣∣∣
C

= − ∂G

∂y0

∣∣∣∣
y0=0

= − 1
4π

[
∂

∂y0
ln

(x− x0)2 + (y + y0)2

(x− x0)2 + (y − y0)2

]

y0=0

= − 1
2π

[
y + y0

(x− x0)2 + (y + y0)2
+

y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2

]

y0=0

= − 1
π

y

(x− x0)2 + y2
(12.6.12)

将式 (12.6.12) 代入式 (12.6.11)，注意到边界线 C 为整个 x 轴，dl0 = dx0，得到

u (x, y) =
1
π

∫ ∞

−∞
g(x0)

y

(x− x0)2 + y2
dx0 (12.6.13)

这就是边值问题 (12.6.8) 的解，它与傅里叶变换法的结果 (11.1.48) 是相同的。

例 3 在上半平面 y > 0 求解泊松方程的第一类边值问题




∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
= −f(x, y) (−∞ < x < ∞, y > 0)

v(x, 0) = 0 (−∞ < x < ∞)

(12.6.14a)

(12.6.14b)

解 该边值问题的格林函数与式 (12.6.10)相同，积分公式为式 (12.5.16b)，即

v (r) =
∫∫

D

G(r, r0)f(r0)dσ0 −
∫

C

g(r0)
∂G(r, r0)

∂n0
dl0 (12.6.15)

现在 D 为上半平面，且 g = 0，故式 (12.6.15) 变为

v (x, y) =
∫ ∞

y=0

∫ ∞

x=−∞
G (M, M0) f(x0, y0)dx0dy0 (12.6.16a)

将式 (12.6.10) 代入式 (12.6.16a) 得到

v (x, y) =
1
4π

∫ ∞

y=0

∫ ∞

x=−∞
f(x0, y0) ln

(x− x0)2 + (y + y0)2

(x− x0)2 + (y − y0)2
dx0dy0 (12.6.16b)
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这就是边值问题 (12.6.14) 的解。

对于上半平面泊松方程的第一类非齐次边值问题





∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
= −f(x, y) (−∞ < x < ∞, y > 0)

w(x, 0) = g(x) (−∞ < x < ∞)

(12.6.17a)

(12.6.17b)

由叠加原理得到 w = u + v，其中 u 和 v 分别由式 (12.6.13) 和式 (12.6.16b) 表示，

故

w (x, y) =
1
π

∫ ∞

−∞
g(x0)

y

(x− x0)2 + y2
dx0

+
1
4π

∫ ∞

y=0

∫ ∞

x=−∞
f(x0, y0) ln

(x− x0)2 + (y + y0)2

(x− x0)2 + (y − y0)2
dx0dy0

(12.6.18)

得到这一结果的另一个思路是，定解问题 (12.6.17) 的格林函数仍由式 (12.6.10) 表

示，这样式 (12.6.17) 解的积分公式由式 (12.5.16b) 给出

w (x, y) =
∫ ∞

y=0

∫ ∞

x=−∞
G (M, M0) f(x0, y0)dx0dy0 −

∫ ∞

−∞
g(x0)

∂G

∂n0
dx0 (12.6.19)

将格林函数 (12.6.10)和它的外法向导数 (12.6.12)代入式 (12.6.19)即得式 (12.6.18)。

例 4 求解球域内拉普拉斯方程的第一类边值问题




∇2u =

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0 (r < R)

u
∣∣
r=R

= g(x, y, z)

(12.6.20a)

(12.6.20b)

解 该边值问题的区域 Ω 是以坐标原点 O 为中心，以 R 为半径的球域，它

的边界面 Γ 为球面。相应格林函数 G(r, r0) 满足的边值问题为




∇2G = −δ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0)

G
∣∣
r=R

= 0

(12.6.21a)

(12.6.21b)

边值问题 (12.6.21)的物理意义是，在一个以 O 为中心、以 R为半径的接地导体球

壳内的 M0(x0, y0, z0) 点放置一个点源 (q = 1 的点电荷)，如图 12.9 所示。G(r, r0)

则表示在球壳内任意点 M(x, y, z) 形成的电位。现在 M 点的电位不仅是由该电荷

形成的，还有它在球壳内壁的感应电荷所产生的电位。但是感应电荷的分布是未知

的，只知道球壳的电位为零。
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图 12.9 (a) 点电荷 M0 与它的像电荷 M1 在球壳上任意点 P 形成的电位为零；(b) 点电荷

M0 与它的像电荷 M1 在球壳内任意点 M 形成的电位为所求的电位。POM1 与 MOM1 不

是同一个平面。这里 r0 = rOM0 , r1 = rOM1 , r = rOM , R = rOP

使球壳电位为零的一个等效方式是，除 M0 处的点源之外，在空间某点 M1 还

有一个像电荷 (电量为 −q 的点电荷)。我们现在来确定 q 及它的位置 M1。根据对

称性分析，M1 应在 OM0 的延长线。事实上，M1 的位置由

r0 · r1 = R2 (12.6.22)

确定。要使得球壳上任一点 P 的电位为零，根据式 (12.1.2)，必须有

1
4πrM0P

− q

4πrM1P
= 0 (12.6.23)

由此得到

q =
rM1P

rM0P
(12.6.24)

注意到 4OM1P 与 4OM0P 有公共角，且由式 (12.6.22) 知夹这角的两边成比例
rOM0

R
=

R

rOM1

，因此这两个三角形相似，从而

rM1P

rM0P
=

R

rOM0

(12.6.25)

故由式 (12.6.24) 得到

q =
R

r0
(12.6.26)

这样一来，M0处的电量为 q = 1的点电荷与它的像电荷 (位于M1的电量为 −R/r0

的点电荷) 使得球壳上任一点的电位为零。这样我们得到满足式 (12.6.21) 的解

G(M, M0) =
1
4π

(
1

rM0M
− R

r0

1
rM1M

)
(12.6.27)
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式 (12.6.27) 能被进一步化简，注意到

rM0M =
√

r2
0 + r2 − 2rr0 cos γ (12.6.28a)

rM1M =
√

r2
1 + r2 − 2rr1 cos γ (12.6.28b)

并利用式 (12.6.22)、式 (12.6.27) 变为

G(M, M0) =
1
4π

(
1√

r2
0 + r2 − 2rr0 cos γ

− R√
r2r2

0 + R4 − 2R2rr0 cos γ

)
(12.6.29)

它只含有点源的坐标 r0 和观察点的坐标 r(不再包含像电荷的坐标 r1)，这就是问

题 (12.6.21) 的格林函数。至于式 (12.6.29) 中的 cos γ 也只与 r0 和 r 的取向有关

(我们最后再计算它)。

格林函数的表达式 (12.6.29) 还可以从另一个简捷的思路求得。事实上，起初

可以将格林函数写成

G(M, M0) =
1
4π

1
rM0M

+
q

4π
1

rM1M

=
1
4π

[
1√

r2
0 + r2 − 2rr0 cos γ

+
q√

r2
1 + r2 − 2rr1 cos γ

]
(12.6.30)

然后利用边界条件 (12.6.12b)确定其中的 q和 r1。事实上，当 r = R时，式 (12.6.30)

给出 G(P, M0) = 0，即

1√
r2
0 + R2 − 2Rr0 cos γ

+
q√

r2
1 + R2 − 2Rr1 cos γ

= 0 (12.6.31)

由式 (12.6.31) 得到

r2
0 + R2 − 2Rr0 cos γ =

1
q2

(
r2
1 + R2

)− 2Rr1

q2
cos γ (12.6.32)

式 (12.6.32) 对于任意的 γ 都应该成立，故两边比较常数项及 cos γ 的系数，得到

r2
0 + R2 =

1
q2

(
r2
1 + R2

)
, r0 =

r1

q2
(12.6.33)

联立解出

q = −R

r0
, r1 =

R2

r0
(12.6.34)

代入式 (12.6.30) 即得式 (12.6.29)。
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现在解的积分公式为式 (12.5.24a)，即

u (r) = −
∫∫

Γ

g(r0)
∂G(r, r0)

∂n0
dS0 (12.6.35)

在球面 Γ 上，dS0 的外法线 n0 的方向与径向相同，故

∂G

∂n0

∣∣∣∣
Γ

=
∂G

∂r0

∣∣∣∣
r0=R

(12.6.36)

式 (12.6.36) 右边的偏导数由式 (12.6.29) 给出为

∂G

∂r0
= − 1

4π
r0 − r cos γ

(r2 + r2
0 − 2r0r cos γ)3/2

+
1
4π

R
(
r2r0 −R2r cos γ

)

(r2
0r

2 + R4 − 2R2r0r cos γ)3/2
(12.6.37)

故
∂G

∂n0

∣∣∣∣
Γ

= − 1
4πR

R2 − r2

(R2 + r2 − 2rR cos γ)3/2
(12.6.38)

将式 (12.6.38) 代入式 (12.6.35) 得到

u (r) =
1

4πR

∫∫

Γ

g(r0)
R2 − r2

(R2 + r2 − 2rR cos γ)3/2
dS0 (12.6.39)

式 (12.6.39) 在球坐标系中表示为 (注意到 dS0 = R2 sin θ0dθ0dφ0)

u (r, θ, φ) =
R

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

g(R, θ0, φ0)
R2 − r2

(R2 + r2 − 2rR cos γ)3/2
sin θ0dθ0dφ0 (12.6.40)

最后我们来求出 cos γ 的表达式。γ 是 OM 与 OM0 的夹角，设 n和 n0 分别是 OM

和 OM0 方向的单位矢量，利用直角坐标系与球坐标系之间的变换关系式 (10.6.1)，

我们有

n = sin θ cos φi + sin θ sinφj + cos θk (12.6.41a)

n0 = sin θ0 cos φ0i + sin θ0 sinφ0j + cos θ0k (12.6.41b)

于是

cos γ =n · n0

=(sin θ cos φi + sin θ sinφj + cos θk)

· (sin θ0 cos φ0i + sin θ0 sinφ0j + cos θ0k)

= sin θ cos φ sin θ0 cos φ0 + sin θ sinφ sin θ0 sinφ0 + cos θ cos θ0

=sin θ sin θ0 cos(φ− φ0) + cos θ cos θ0
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至此，式 (12.6.40) 中的所有因子已经确定，它就是边值问题 (12.6.20) 的解，表示

考查点 M(r, θ, φ) 的电位。式 (12.6.39) 或式 (12.6.40) 称为球的泊松积分公式。

例 5 求解球域内泊松方程的第一类非齐次边值问题



∇2w =

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2
= −f(x, y, z) (r < R)

w
∣∣
r=R

= g(x, y, z)

(12.6.42a)

(12.6.42b)

解 边值问题 (12.6.42)的格林函数仍由式 (12.6.29)表示，而解的积分公式由

式 (12.5.16a) 给出，即

w (r) =
∫∫∫

Ω

G(M, M0)f(r0)dV0 −
∫∫

Γ

g(r0)
∂G(M, M0)

∂n0
dS0 (12.6.43a)

将式 (12.6.29) 及式 (12.6.38) 代入上式，在球坐标系中表示为

w (r, θ, φ) =
∫ R

0

∫ π

0

∫ 2π

0

G(M, M0)f(r0, θ0, φ0)r2
0 sin θ0dr0dθ0dφ0

+
R

(
R2 − r2

)

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

g(R, θ0, φ0)

(R2 + r2 − 2rR cos γ)3/2
sin θ0dθ0dφ0

(12.6.43b)

其中，G(M, M0) 由式 (12.6.29) 表示，式 (12.6.43b) 就是定解问题 (12.6.42) 的解。

例 6 求解圆域内泊松方程的第一类边值问题



∇2u =

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= −f(x, y) (r < R)

u
∣∣
r=R

= g(x, y)

(12.6.44a)

(12.6.44b)

解 这个边值问题的解的积分公式为式 (12.5.16b)，即

u (r) =
∫∫

D

G(r, r0)f(r0)dσ0 −
∫

C

g(r0)
∂G(r, r0)

∂n0
dl0 (12.6.45)

该边值问题的区域 D 是以坐标原点 O 为中心、以 R 为半径的圆域，它的边界 C

为包围 D 的圆周，其中的格林函数 G(r, r0) 是



∇2G = −δ(x− x0)δ(y − y0)

G
∣∣
r=R

= 0

(12.6.46a)

(12.6.46b)

的解。边值问题式 (12.6.46) 的物理意义是，在一个以 z 轴为中心轴线、以 R 为半

径的无限长接地导体圆筒内的 M0(x0, y0) 点放置一个点源 (线密度 ρ = 1 的平行
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于 z 轴的无限长线电荷)，圆筒的正截面为 x− y 平面 (图 12.10)。G(r, r0) 则表示

在圆筒内任意点 M(x, y) 的电位。现在 M 点的电位不仅是由该线电荷形成的，还

包含它在圆筒内壁的感应电荷所产生的电位。但是感应电荷的分布是未知的，只知

道圆筒的电位为零。

图 12.10 处于 M0 的点源与它的像电荷 M1 在圆筒内任意点 M 形成的电位

这里 r0 = rOM0，r1 = rOM1，r = rOM，R = rOP

使圆筒电位为零的一个等效方式是，除了 M0 处的点源之外，在某处 M1 还有

一个像电荷 (线密度为 ρ的平行于 z 轴的无限长线电荷)。根据对称性分析，M1 应

在 OM0 的延长线上。设 M 点的电位为

G(M, M0) =
1
2π

ln
1

rM0M
+

ρ

2π
ln

1
rM1M

+
1
2π

ln
r0

R
(12.6.47)

其中

rM0M =
√

r2 + r2
0 − 2rr0 cos(θ − θ0) (12.6.48a)

rM1M =
√

r2 + r2
1 − 2rr1 cos(θ − θ0) (12.6.48b)

由于电位的数值是相对的，可以相差一个常数，式 (12.6.47) 右边的第三项就是一

个附加的常数 [添加这个常数是为了随后满足边界条件 (12.6.46b)]。现在我们利用

边界条件 (12.6.46b)，即 G(P, M0) = 0，来确定式 (12.6.47) 中的像电荷的线密度 ρ

和它的位置 r1。当 r → R 时，M → P，G(M, M0) → G(P, M0) = 0，我们有

G(P, M0) =
1
2π

ln
1

rM0P
+

ρ

2π
ln

1
rM1P

+
1
2π

ln
r0

R

=− 1
4π

ln
[
R2 + r2

0 − 2Rr0 cos(θ − θ0)
]

− ρ

4π
ln

[
R2 + r2

1 − 2Rr1 cos(θ − θ0)
]
+

1
2π

ln
r0

R
=0
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上式中 θ 为变量，由 ∂G(P, M0)/∂θ = 0 得到

r0

R2 + r2
0 − 2Rr0 cos(θ − θ0)

+
ρr1

R2 + r2
1 − 2Rr1 cos(θ − θ0)

= 0 (12.6.49)

即

r0

(
R2 + r2

1

)− 2r0r1R cos(θ − θ0) = −ρr1

(
R2 + r2

0

)
+ 2ρr0r1R cos(θ − θ0) (12.6.50)

式 (12.6.50) 对于任意 θ 均成立，两边比较常数项及 cos(θ − θ0) 的系数，得到

r0

(
R2 + r2

1

)
= −ρr1

(
R2 + r2

0

)
(12.6.51)

ρ = −1 (12.6.52)

将式 (12.6.52) 代入式 (12.6.51)，得到

r1 =
R2

r0
(12.6.53)

这样式 (12.6.47) 变为

G(M, M0) =
1
2π

ln
1√

r2 + r2
0 − 2rr0 cos(θ − θ0)

− 1
2π

ln
1√

r2 + r2
1 − 2rr1 cos(θ − θ0)

+
1
2π

ln
r0

R

=
1
4π

ln
[
r2 + r2

1 − 2rr1 cos(θ − θ0)
r2 + r2

0 − 2rr0 cos(θ − θ0)
r2
0

R2

]

=
1
4π

ln
r2r2

0 + R4 − 2rr0R
2 cos(θ − θ0)

R2 [r2 + r2
0 − 2rr0 cos(θ − θ0)]

(12.6.54)

式 (12.6.54) 只含有点源的坐标 r0、θ0 和观察点的坐标 r、θ，它就是所求的格林函

数。特别是，我们看到由于附加常数
1
2π

ln
r0

R
的引入，式 (12.6.54) 在 r → R 时给

出 G(P, M0) = 0，满足边界条件 (12.6.46b)。

现在计算式 (12.6.45)中的方向导数，在圆周 C 上，dl0 的外法线 n0 的方向与

径向相同，故由式 (12.6.54) 得到

∂G

∂n0

∣∣∣∣
C

=
∂G

∂r0

∣∣∣∣
r0=R

= − R2 − r2

2πR [R2 + r2 − 2rR cos(θ − θ0)]
(12.6.55)

将式 (12.6.54)和式 (12.6.55)代入式 (12.6.45)，注意到 dσ0 = r0dr0dθ0，dl0 = Rdθ0，
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得到

u (r, θ) =
1
4π

∫ R

0

∫ 2π

0

f(r0, θ0) ln
{

r2r2
0 + R4 − 2rr0R

2 cos(θ − θ0)
R2 [r2 + r2

0 − 2rr0 cos(θ − θ0)]

}
r0dr0dθ0

+
R2 − r2

2π

∫ 2π

0

g(θ0)
R2 + r2 − 2rR cos(θ − θ0)

dθ0

(12.6.56)

式 (12.6.56) 就是定解问题 (12.6.44) 的解。

对于圆域内拉普拉斯方程的边值问题，f = 0，式 (12.6.56) 约化为

u (r, θ) =
R2 − r2

2π

∫ 2π

0

g(θ0)
R2 + r2 − 2rR cos(θ − θ0)

dθ0 (12.6.57)

式 (12.6.57) 称为圆域的泊松积分公式，而

P (r, θ) =
R2 − r2

R2 + r2 − 2rR cos(θ − θ0)
(0 6 r < R, 0 6 θ 6 2π) (12.6.58)

称为圆域的泊松核。

12.7 第二、第三类边值问题的格林函数

12.6 节用电像法讨论了拉普拉斯方程与泊松方程的第一类边值问题，本节用

电像法进一步求解第二、第三类边值问题的格林函数。

12.7.1 第二类边值问题的格林函数

考虑上半平面内具有第二类边界条件的格林函数问题




∇2G = −δ(x− x0)δ(y − y0) (−∞ < x < ∞, y > 0)

∂G

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0

(12.7.1a)

(12.7.1b)

这个边值问题的物理意义是，在一根处于 y = 0 的导线上方的 M0(x0, y0) 点放置

一个点源 (线密度 ρ = 1 的垂直于 x − y 平面的无限长线电荷)。G(M, M0) 则表

示在导线上方任意点 M(x, y) 形成的电位。现在 M 点的电位不仅是由该线电荷形

成，还有它在导线上的感应电荷所产生的电位。但是感应电荷的分布是未知的，只

知道导线上的电位梯度 (即电场强度) 为零。

设想 M 点的电位是由 M0 处的点源和位于 M1(x0, y1) 的像电荷 (线密度为

ρ 的垂直于 x − y 平面的无限长线电荷) 在 M 点所形成的电位的叠加，即格林函

数为

G(M, M0) =
1
2π

ln
1

rM0M
+

ρ

2π
ln

1
rM1M
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= − 1
4π

ln
[
(x− x0)2 + (y − y0)2

]− ρ

4π
ln

[
(x− x0)2 + (y − y1)2

]
(12.7.2)

进而由式 (12.7.2) 计算出电位梯度

∂G

∂y
= − 1

2π
y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2
− ρ

2π
y − y1

(x− x0)2 + (y − y1)2
(12.7.3)

下面我们根据边界条件式 (12.7.1b) 来确定式 (12.7.2) 和式 (12.7.3) 中的像电荷的

线密度 ρ 和它的位置 y1。由式 (12.7.1b) 和式 (12.7.3) 得到
[
∂G

∂y

]

y=0

=
1
2π

y0

(x− x0)2 + y2
0

+
ρ

2π
y1

(x− x0)2 + y2
1

= 0 (12.7.4)

式 (12.7.4) 对变量 x 求导数，得到

y0

[(x− x0)2 + y2
0 ]2

+
ρy1

[(x− x0)2 + y2
1 ]2

= 0 (12.7.5)

即

y0

[
(x− x0)2 + y2

1

]2
= −ρy1

[
(x− x0)2 + y2

0

]2
(12.7.6)

式 (12.7.6) 两边比较 (x− x0) 的幂的系数，得到

y0 = −ρy1, y1 = −ρy0 (12.7.7)

联立解得

ρ = 1, y1 = −y0 (12.7.8)

这表示像电荷与点源的电荷相同，而位于点源的镜像对称点 M1(x0,−y0)。这样格

林函数式 (12.7.2) 变为

G(M, M0) = − 1
4π

ln
[
(x− x0)2 + (y − y0)2

]− 1
4π

ln
[
(x− x0)2 + (y + y0)2

]

= − 1
4π

ln
{[

(x− x0)2 + (y − y0)2
] [

(x− x0)2 + (y + y0)2
]}

=
1
4π

ln
1

[(x− x0)2 + (y − y0)2] [(x− x0)2 + (y + y0)2]
(12.7.9)

我们进一步检验它是否满足边界条件式 (12.7.1b)，事实上，从式 (12.7.9) 得到
[
∂G

∂y

]

y=0

= − 1
4π

[
2(y − y0)

(x− x0)2 + (y − y0)2
+

2(y + y0)
(x− x0)2 + (y + y0)2

]

y=0

= − 1
4π

[ −2y0

(x− x0)2 + y2
0

+
2y0

(x− x0)2 + y2
0

]
= 0

确实满足边界条件式 (12.7.1b)，可见格林函数 (12.7.9) 就是问题 (12.7.1) 的解。
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由式 (12.7.9) 得到零电位线

[
(x− x0)2 + (y − y0)2

] [
(x− x0)2 + (y + y0)2

]
= 1 (12.7.10)

对于 y0 = 0+，式 (12.7.10) 变成

(x− x0)2 + y2 = 1 (12.7.11)

它是一个以 (x0, 0+) 为圆心，以 1 为半径，位于 y > 0 的半圆。电位在该半圆内取

正值。

我们利用式 (12.7.9) 作出格林函数的图像 (图 12.11)，它显示了点源在不同 y

处的电位分布。由于上半平面的电位是由 M0(x0, y0)和 M1(x0,−y0)两个带正电的

线电荷形成的，因此 y 较 y0 越高，电位越低。

图 12.11 格林函数 (12.7.9) 曲线

点源与像电荷位置分别是 x0 = 0.1，y0 = 0.1 和 x1 = 0.1，y1 = −0.1

12.7.2 第三类边值问题的格林函数

考虑上半平面具有第三类边界条件的格林函数问题




∇2G = −δ(x− x0)δ(y − y0) (−∞ < x < ∞, y > 0)
[
G +

∂G

∂y

]

y=0

= 0

(12.7.12a)

(12.7.12b)

边值问题 (12.7.12) 的物理意义是，在一根位于 y = 0 的导线上方的 M0(x0, y0) 点

放置一个点源 (线密度 ρ = 1 的垂直于 x− y 平面的无限长线电荷)。G(M, M0) 则

表示在导线上方任意点 M(x, y) 形成的电位。现在 M 点的电位不仅由该线电荷形

成，还有它在导线上的感应电荷所产生的电位。但是感应电荷的分布是未知的，只

知道导线上的电位正比于电位梯度 [式 (12.7.12b)]。
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设想 M 点的电位是由 M0 处的点源和位于 M1(x0, y1) 的像电荷 (线密度为

ρ 的垂直于 x − y 平面的无限长线电荷) 在 M 点所形成的电位的叠加，即格林函

数为

G(M, M0) =
1
2π

ln
1

rM0M
+

ρ

2π
ln

1
rM1M

+
1
2π

ln
1
R

=− 1
4π

ln
[
(x− x0)2 + (y − y0)2

]

− ρ

4π
ln

[
(x− x0)2 + (y − y1)2

]− 1
4π

lnR2 (12.7.13)

其中，R 是一个待定的常数，添加它是为了随后满足边界条件 (12.7.12b)，添加该

常数后，式 (12.7.13) 仍满足方程 (12.7.10a)。进而由式 (12.7.13) 计算出电位梯度

∂G

∂y
= − 1

2π
y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2
− ρ

2π
y − y1

(x− x0)2 + (y − y1)2
(12.7.14)

下面我们根据边界条件 (12.7.12b)来确定式 (12.7.13)和式 (12.7.14)中像电荷的线

密度 ρ 和它的位置 y1。我们有
[
G +

∂G

∂y

]

y=0

=− 1
4π

ln
[
(x− x0)2 + y2

0

]− ρ

4π
ln

[
(x− x0)2 + y2

1

]

− 1
4π

lnR2 +
1
2π

y0

(x− x0)2 + y2
0

+
ρ

2π
y1

(x− x0)2 + y2
1

= 0

(12.7.15)

式 (12.7.15) 对变量 x 求导数得到

1
(x− x0)2 + y2

0

+
ρ

(x− x0)2 + y2
1

+
2y0

[(x− x0)2 + y2
0 ]2

+
2ρy1

[(x− x0)2 + y2
1 ]2

= 0 (12.7.16)

即

2y0

[
(x− x0)2 + y2

1

]2 + 2ρy1

[
(x− x0)2 + y2

0

]2

=− [
(x− x0)2 + y2

0

] [
(x− x0)2 + y2

1

]2 − ρ
[
(x− x0)2 + y2

1

] [
(x− x0)2 + y2

0

]2
(12.7.17)

式 (12.7.17) 两边比较 (x− x0) 的各次幂的系数，得到

ρ = −1, y1 = 2− y0 (y0 > 1) (12.7.18)

这表示像电荷是负的，其位置不是点源的镜像对称点。将式 (12.7.18)代入式 (12.7.13)

和式 (12.7.14) 得到

G(M, M0) =
1
4π

ln
(x− x0)2 + (y − 2 + y0)2

(x− x0)2 + (y − y0)2
− 1

4π
lnR2 (12.7.19)
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∂G

∂y
=

1
2π

[
y − 2 + y0

(x− x0)2 + (y − 2 + y0)2
− y − y0

(x− x0)2 + (y − y0)2

]
(12.7.20)

现在利用边界条件式 (12.7.12b) 来确定式 (12.7.19) 中的常数 R，让式 (12.7.19) 和

式 (12.7.20) 满足边界条件 (12.7.12b)，得到

1
4π

ln
(x− x0)2 + (2− y0)2

R2 [(x− x0)2 + y2
0 ]

− 1
2π

[
2− y0

(x− x0)2 + (2− y0)2
− y0

(x− x0)2 + y2
0

]
= 0

(12.7.21)

式 (12.7.21)对于变量 (x− x0)的任何值应该成立，故对于 x− x0 = 0也应该成立，

由此得到

R2 =
(

2− y0

y0

)2

exp
[
−2

(
1

2− y0
− 1

y0

)]
(12.7.22)

代入式 (12.7.19) 得

G(M, M0) =
1
4π

ln

[(
y0

2− y0

)2 (x− x0)2 + (y − 2 + y0)2

(x− x0)2 + (y − y0)2

]
+

1
2π

(
1

2− y0
− 1

y0

)

(12.7.23)

这就是满足式 (12.7.12) 的格林函数。

现在对得到的结果进行讨论。首先从式 (12.7.18) 可以看出，当点源的位置

y0 = 1 时，像电荷的位置也是 y1 = 1，即 (y0, y1) = (1, 1)，这表示点源与像电荷

的位置相同，而它们的电荷相反，这相当于空间没有电荷，所以应该有 G = 0 和

∂G/∂y = 0。实际上，式 (12.7.23) 和式 (12.7.20) 给出这一结果。利用式 (12.7.23)

和式 (12.7.20) 作出 D ≡ G +
∂G

∂y
的曲线，如图 12.12 所示。可以看出，对于任何

x，D
∣∣
y=0

= 0[满足边界条件式 (12.7.12b)]。当 y > 0 时，D 呈现关于 x0 的对称

图 12.12 D ≡ G +
∂G

∂y
的分布曲线

点源与像电荷位置分别是 x0 = 50，y0 = 10 和 x1 = 50，y1 = −8
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分布，并随着 y 的增大而升高。格林函数 (12.7.23) 作为点源引起的电位分布如图

12.13 所示，可以看出 y = 1 相应于零电位。随着 y 的增加，观察点 M(x, y) 越来

越靠近点源 y0 = 10，故电位逐渐升高；当观察点 M(x, y) 上升至高于点源后，电

位随着 y 的增加而下降。

图 12.13 格林函数 (12.7.23) 曲线

点源与像电荷位置分别是 x0 = 50，y0 = 10 和 x1 = 50，y1 = −8。

12.8 非线性问题的格林函数解法

格林函数法还可以用来处理某些非线性问题，下面介绍非线性单摆的格林函

数解法。

非线性单摆的运动方程为 [式 (1.1.20)]

d2θ

d2t
+ ω2 sin θ = 0 (12.8.1)

其中，ω 是单摆的角频率。当摆角 θ < 5◦ 时，sin θ ≈ θ，方程 (12.8.1)化为线性形式

d2θ

d2t
+ ω2θ = 0 (12.8.2)
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为解非线性方程 (12.8.1)，将 sin θ 展开成级数

sin θ = θ − 1
3!

θ3 +
1
5!

θ5 − · · · (12.8.3)

将式 (12.8.3) 代入式 (12.8.1) 得到

d2θ

d2t
+ ω2θ = ω2

(
1
3!

θ3 − 1
5!

θ5 + · · ·
)

(12.8.4)

令

f(t) ≡ ω2

[
1
3!

θ3(t)− 1
5!

θ5(t) + · · ·
]

(12.8.5)

方程 (12.8.4) 变为
d2θ

d2t
+ ω2θ = f(t) (12.8.6)

这样一来，非线性方程 (12.8.1) 从形式上化成了线性非齐次方程 (12.8.6)。该方程

的解的积分公式可以表示为

θ(t) =
∫ ∞

0

f(ξ)G(t, ξ)dξ (12.8.7)

其中，G(ξ, t) 是格林函数，它满足方程
(

d2

d2t
+ ω2

)
G(t, ξ) = δ(t− ξ) (12.8.8)

方程 (12.8.8) 可以写为
(

d
dt

+ iω
)(

d
dt
− iω

)
G(t, ξ) = δ(t− ξ) (12.8.9)

令

g =
(

d
dt
− iω

)
G(t, ξ) (12.8.10)

则方程 (12.8.9) 变为 (
d
dt

+ iω
)

g = δ(t− ξ) (12.8.11)

用积分因子 eiωt 乘以方程 (12.8.11) 两端，化简为

d
dt

(
eiω tg

)
= eiω tδ(t− ξ) (12.8.12)

积分后得到

g(t) =





e−iω (t−ξ) (t > ξ)

0 (t < ξ)
(12.8.13)
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将式 (12.8.13) 代入式 (12.8.10) 得到

(
d
dt
− iω

)
G(t, ξ) =





e−iω(t−ξ) (t > ξ)

0 (t < ξ)
(12.8.14)

方程 (12.8.14) 两边同乘以积分因子 e−iωt，变为

d
dt

(
e−iωtG

)
=





e−i2ωteiωξ (t > ξ)

0 (t < ξ)
(12.8.15)

积分后得到格林函数

G(t, ξ) =





eiω(t−ξ) − e−iω(t−ξ)

i2ω
(t > ξ)

0 (t < ξ)
(12.8.16)

或

G(t, ξ) =





sinω(t− ξ)
ω

(t > ξ)

0 (t < ξ)
(12.8.17)

将式 (12.8.17) 代入式 (12.8.7) 得到

θ(t) =
∫ t

0

ω sinω (t− ξ)
[

1
3!

θ3(t)− 1
5!

θ5(t) + · · ·
]

dξ (12.8.18)

这就是非线性单摆方程 (12.8.1) 解的积分公式，可以直接用于数值计算。
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我们知道，利用分离变量法可以把偏微分方程化成常微分方程。经过分离变量

后出现的常微分方程，有时是变系数的方程。变系数常微分方程的求解一般是困

难的，但在求解数学物理方程中出现的变系数的常微分方程往往有一些特殊性，它

们的解一般情况下不是初等函数，而是用收敛的无穷级数或是多项式来表示，这就

是所谓的 “特殊函数”。常见的特殊函数有伽马函数、贝塞尔函数、球贝塞尔函数、

勒让德多项式、连带勒让德函数、厄米多项式、拉盖尔多项式、广义拉盖尔多项式

等。我们在接下来的讨论中会涉及这些特殊函数, 而本章首先讨论贝塞尔方程与贝

塞尔函数。

贝塞尔方程源于偏微分方程的求解，特别是极坐标系和柱坐标系的拉普拉斯

方程。另外，贝塞尔方程还出现在其他许多经典问题的求解中，如我们在第 9章所

讨论的吊摆问题就是贝塞尔方程最初的形式，这一研究是在 1732 年完成的。贝塞

尔方程与贝塞尔函数在现代许多理论问题与工程技术领域扮演着重要的角色。

13.1 几个微分方程的引入

本节我们一般性地将引入几个微分方程、包括亥姆霍兹方程、欧拉方程、贝塞

尔方程、球贝塞尔方程、勒让德方程、连带勒让德方程等。首先考虑三维波动方程

∂2v

∂t2
= a2

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)
≡ a2∇2v (13.1.1a)

和三维热传导方程

∂v

∂t
= a2

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)
≡ a2∇2v (13.1.1b)

设它们有变量分离的形式解

v(r, t) = u(r)T (t) (13.1.2)

将式 (13.1.2) 分别代入式 (13.1.1a) 和式 (13.1.1b) 得到相同形式的空间函数 u(r)

的方程

∇2u(r) + k2u(r) = 0 (13.1.3)

而时间函数 T (t) 的方程分别为

T ′′(t) + k2a2T (t) = 0, T ′(t) + k2a2T (t) = 0 (13.1.4)
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图 13.1 球坐标系 (r, θ, φ)

其中，k 是分离常数。方程 (13.1.3) 称为亥姆霍

兹方程。

首先我们在球坐标系中讨论方程 (13.1.3)。

利用直角坐标系与球坐标系的关系 (图 13.1)：

x = r sin θ cos φ (13.1.5a)

y = r sin θ sinφ (13.1.5b)

z = r cos θ (13.1.5c)

方程 (13.1.3) 变为 [式 (1.2.49)]

1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
+ k2u = 0 (13.1.6)

设方程 (13.1.6) 有变量分离的形式解

u(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ) (13.1.7)

将式 (13.1.7) 代入式 (13.1.6) 得到

d
dr

(
r2 dR

dr

)
+

(
k2r2 − ω2

)
R = 0 (13.1.8a)

1
sin θ

d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
+

(
ω2 − m2

sin2 θ

)
Θ = 0 (13.1.8b)

Φ′′ + m2Φ = 0 (13.1.8c)

其中，m 与 ω 均是分离常数。方程 (13.1.8a) 称为球贝塞尔方程，当其中的 k = 0

时，约化为
d
dr

(
r2 dR

dr

)
− ω2R = 0 (13.1.9a)

这是欧拉方程。在式 (13.1.8b) 中，令 x = cos θ，y(x) = Θ(θ)，该方程变为

d
dx

[
(1− x2)

dy

dx

]
+

(
ω2 − m2

1− x2

)
y = 0 (13.1.9b)

它称为连带勒让德方程。在式 (13.1.9b) 中，当 m = 0 时，它变为

d
dx

[
(1− x2)

dy

dx

]
+ ω2y = 0 (13.1.9c)

这是勒让德方程。
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现在我们在柱坐标系中讨论方程 (13.1.3)，

利用直角坐标系与柱坐标的关系 (图 13.2)

x = ρ cos φ, y = ρ sinφ, z = z (13.1.10)

方程 (13.1.3) 变为 [式 (1.2.34)]

1
ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1
ρ2

∂2u

∂φ2
+

∂2u

∂z2
+k2u = 0 (13.1.11)

设方程 (13.1.11) 有变量分离的形式解

u(ρ, φ, z) = R(ρ)Φ(φ)Z(z) (13.1.12)
图 13.2 柱坐标系 (ρ, φ, z)

将式 (13.1.12) 代入式 (13.1.11) 得到

ρ2 d2R

dρ2
+ ρ

dR

dρ
+

[(
k2 + ω2

)
ρ2 −m2

]
R = 0 (13.1.13a)

Φ′′ + m2Φ = 0 (13.1.13b)

Z ′′ − ω2Z = 0 (13.1.13c)

其中，m 与 ω 均是分离常数。在式 (13.1.13b) 中，令 x =
√

k2 + ω2ρ，y(x) = R(ρ)，

该方程变为

x2 d2y

dx2
+ x

dy

dx
+

(
x2 −m2

)
y = 0 (13.1.14)

方程 (13.1.14) 称为贝塞尔方程。

上述这些微分方程的引入，还可以从施图姆–刘维尔型方程 [见式 (9.1.1)]出发

d
dx

[
k(x)

dy

dx

]
− q(x)y + λρ(x)y = 0 (13.1.15)

事实上，

(1) 当 k = 1, q = 0, ρ = 1 时，方程 (13.1.15) 约化为

d2y

dx2
+ λy = 0 (13.1.16)

这是亥姆霍兹方程。

(2) 当 k = x, q = m2/x, ρ = x 时，方程 (13.1.15) 约化为

d
dx

(
x

dy

dx

)
− m2

x
y + λxy = 0 (13.1.17)
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这是参数形式的贝塞尔方程，当参数 λ = 1 时变为贝塞尔方程。

(3) 当 k = x2, q = ω2, ρ = x2 时，方程 (13.1.15) 约化为

d
dx

[
x2 dy

dx

]
− ω2y + λx2y = 0 (13.1.18)

这是球贝塞尔方程。方程 (13.1.18) 中，当 λ = 0 时，化为欧拉方程 (13.1.9a)。

(4) 当 k = 1− x2, q = 0, ρ = 1 时，方程 (13.1.15) 约化为

d
dx

[
(1− x2)

dy

dx

]
+ λy = 0 (13.1.19)

这是勒让德方程。

(5) 当 k = 1− x2, q =
m2

1− x2
, ρ = 1 时，方程 (13.1.15) 约化为

d
dx

[
(1− x2)

dy

dx

]
− m2

1− x2
y + λy = 0 (13.1.20)

这是连带勒让德方程。

13.2 伽马函数的基本知识

为了随后的需要，本节介绍伽马函数 (gamma function) 的基本知识。伽马函

数定义为

Γ(x) =
∫ ∞

0

e−ttx−1dt (x > 0) (13.2.1)

它的基本性质是

Γ(x + 1) = xΓ(x) (13.2.2)

这个公式可以用分部积分法证明如下

Γ(x + 1)=
∫ ∞

0

e−ttxdt = −
∫ ∞

0

txd
(
e−t

)

= − [txe−t]∞t=0 + x

∫ ∞

0

e−ttx−1dt = xΓ(x)
(13.2.3)

另外，由式 (13.2.1) 容易求得伽马函数在 x 取正整数时的值，例如

Γ(1) =
∫ ∞

0

e−tdt = 1 (13.2.4)

进而，基本性质 (13.2.2) 给出

Γ(2) = 1 · Γ(1) = 1, Γ(3) = 2 · Γ(2) = 2!, Γ(4) = 3 · Γ(3) = 3!, · · · (13.2.5)
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继续递推可得

Γ(n + 1) = n! (n = 0, 1, 2, · · · ) (13.2.6)

需要指出，伽马函数 (13.2.1) 在自变量取零和负整数时是没有定义的，这意味着

Γ(−n) →∞ (n = 0, 1, 2, · · · ) (13.2.7)

例 1 证明伽马函数的另一个重要性质

Γ
(

1
2

)
=
√
π (13.2.8)

证明 在式 (13.2.1) 中令 x = u2，我们有

Γ
(

1
2

)
=

∫ ∞

0

e−xx−1/2dx = 2
∫ ∞

0

e−u2
du (13.2.9)

两边平方得

[
Γ

(
1
2

)]2

=
(

2
∫ ∞

0

e−u2
du

)(
2

∫ ∞

0

e−v2
dv

)
= 4

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x2+y2)dxdy

右端的积分换成极坐标 (r2 = x2 + y2，dxdy = rdrdθ)，得到

[
Γ

(
1
2

)]2

= 4
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x2+y2)dxdy = 4
∫ π/2

θ=0

∫ ∞

r=0

e−r2
rdrdθ

= 4
∫ π/2

0

[
−1

2
e−r2

]∞

0

dθ = π

故式 (13.2.8) 得证。

例 2 证明

Γ
(

n +
1
2

)
=

(2n)!
22nn!

√
π (13.2.10a)

Γ
(

n +
1
2

+ 1
)

=
(2n + 1)!
22n+1n!

√
π (13.2.10b)

证明 由式 (13.2.2) 和式 (13.2.8) 得

Γ
(

1 +
1
2

)
=

1
2
Γ

(
1
2

)
=

1
2
√
π (13.2.11a)

Γ
(

2 +
1
2

)
=

3
2
Γ

(
1 +

1
2

)
=

3
2

1
2
√
π (13.2.11b)

Γ
(

3 +
1
2

)
=

5
2
Γ

(
2 +

1
2

)
=

5
2

3
2

1
2
√
π (13.2.11c)
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继续递推可得

Γ
(

n +
1
2

)
=

2n− 1
2

· · · 5
2

3
2

1
2
√
π

=

2n− 1
2

· · · 5
2

3
2

1
2
· 2n

2
· · · 6

2
4
2

2
2

2n

2
· · · 6

2
4
2

2
2

√
π =

(2n)!
22nn!

√
π

故式 (13.2.10a) 得证。将上式中的 n 换成 n + 1 即得式 (13.2.10b)。

例 3 证明对于大的 n，下面的近似式 (斯特林公式) 成立

n! =
√

2πnnne−n (13.2.12)

证明 由式 (13.2.1) 得到

Γ(n + 1) =
∫ ∞

0

xne−xdx =
∫ ∞

0

exp (n lnx− x) dx (13.2.13)

由于函数 n lnx− x 在 x = n 处有一个极大值，这启示我们作代换 x = n + y，于是

式 (13.2.13) 变成

Γ(n + 1) = e−n

∫ ∞

−n

exp [n ln(n + y)− y] dy

= e−n

∫ ∞

−n

exp
[
n lnn + n ln

(
1 +

y

n

)
− y

]
dy

= nne−n

∫ ∞

−n

exp
[
n ln

(
1 +

y

n

)
− y

]
dy

利用展开式

ln(1 + u) = u− u2

2
+

u3

3
− · · ·

(
u =

y

n

)
(13.2.14)

然后设 y =
√

nv，得到

Γ(n + 1) = nne−n

∫ ∞

−n

exp
(
− y2

2n
+

y3

3n2
− · · ·

)
dy

= nne−n
√

n

∫ ∞

−√n

exp
(
−v2

2
+

v3

3
√

n
− · · ·

)
dv

当 n 很大时，上式中的积分主要由

∫ ∞

−∞
exp

(−v2/2
)
dv =

√
2π 确定，再注意到式

(13.2.6)，即得斯特林公式 (13.2.12)。该公式在统计物理学中有重要的应用。
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13.3 贝塞尔方程的求解

13.3.1 贝塞尔方程的广义幂级数解

本节我们求解贝塞尔方程 (13.1.14)，它可以写为

x2 d2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − ν2)y = 0 (x > 0) (13.3.1)

这个方程称为 ν 阶贝塞尔方程，ν 为给定的实数。贝塞尔方程的解称为贝塞尔函

数。方程 (13.3.1) 可以写为

y′′ +
1
x

y′ +
x2 − ν2

x2
y = 0 (13.3.2)

容易看出，方程 (13.3.2) 的解不能在 x = 0 附近展开成幂级数，因为 x = 0 是它的

正则奇点。

按照常微分方程理论，对于变系数方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (13.3.3)

如果 xp(x), x2q(x)都能在 x = 0附近展开成幂级数，则在这个邻域内方程 (13.3.3)

有广义幂级数解

y =
∞∑

k=0

CkxC+k (C0 6= 0) (13.3.4)

其中，C 是待定常数，Ck(k = 0, 1, 2, · · · ) 是展开系数。用广义幂级数 (13.3.4) 求

解变系数微分方程 (13.3.3) 的方法称为弗罗贝尼乌斯法 (Frobenius method)。考查

贝塞尔方程 (13.3.2)，我们有 xp(x) = 1，x2q(x) = x2− ν2。显然，它们都能在 x = 0

附近展开成幂级数，因此方程 (13.3.2) 能展开成如式 (13.3.4) 所示的广义幂级数。

下面来确定 C、Ck(k = 0, 1, 2, · · · )，为此对式 (13.3.4) 求导数，得到

y′ =
∞∑

k=0

Ck(C + k)xC+k−1

y′′ =
∞∑

k=0

Ck(C + k)(C + k − 1)xC+k−2

(13.3.5)

将式 (13.3.4) 和式 (13.3.5) 代入式 (13.3.1)，得到
∞∑

k=0

Ck(C + k)(C + k − 1)xC+k+
∞∑

k=0

Ck(C + k)xC+k − ν2
∞∑

k=0

CkxC+k + S = 0

(13.3.6)
现在式 (13.3.6) 中的前三个求和有相同的幂次 xC+k，而
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S =
∞∑

k=0

CkxC+k+2 =
∞∑

m=2

Cm−2x
C+m (k + 2 = m) (13.3.7)

这样我们必须将式 (13.3.6) 中前三个求和的 k = 0 项和 k = 1 单独写出，再将剩余

的部分与 S 合并，得到

C0

(
C2 − ν2

)
xC + C1

[
(C + 1)2 − ν2

]
xC+1

+
∞∑

k=2

{
Ck

[
(C + k)2 − ν2

]
+ Ck−2

}
xC+k = 0

(13.3.8)

由 x 各次幂的系数为零得到

C0

(
C2 − ν2

)
= 0 (k = 0) (13.3.9a)

C1

[
(C + 1)2 − ν2

]
= 0 (k = 1) (13.3.9b)

Ck

[
(C + k)2 − ν2

]
+ Ck−2 = 0 (k > 2) (13.3.9c)

由式 (13.3.9a)，注意到 C0 6= 0，我们有

(C + ν) (C − ν) = 0 (13.3.10)

它给出两个根 C = ±ν(设 ν > 0)。它们相应于方程 (13.3.1) 的两个线性无关的解。

13.3.2 第一类贝塞尔函数

首先考虑 C = ν，将它代入式 (13.3.9c) 给出递推关系式

Ck =
−1

k(k + 2ν)
Ck−2 (k > 2) (13.3.11)

这是一个双间隔递推关系式，偶指标项与奇指标项必须分开确定。我们首先考查奇

指标项，这时因为 C = ν，式 (13.3.9b) 变成 C1(2ν + 1) = 0，它导致 C1 = 0。从而

由式 (13.3.11) 知 C3 = C5 = · · · = 0。这样一来，我们只需要处理偶指标项，为此

令 k = 2m，将式 (13.3.11) 改写为

C2m =
−1

22m(m + ν)
C2m−2 (m > 1) (13.3.12)

它给出

m = 1 : C2 =
−1

22(1 + ν)
C0

m = 2 : C4 =
−1

222(2 + ν)
C2 =

1
242!(1 + ν)(2 + ν)

C0

m = 3 : C6 =
−1

223(3 + ν)
C4 =

−1
263!(1 + ν)(2 + ν)(3 + ν)

C0

· · ·

m = m : C2m =
(−1)m

22mm!(1 + ν)(2 + ν)(3 + ν) · · · (m + ν)
C0
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每个系数都有 C0，将这些系数代入式 (13.3.4) 给出贝塞尔方程 (13.3.1) 的一个

特解

y = C0

∞∑
m=0

(−1)m

22mm!(1 + ν)(2 + ν)(3 + ν) · · · (m + ν)
x2m+ν (13.3.13)

这里 C0 是一个任意常数，通常取为

C0 =
1

2νΓ(ν + 1)
(13.3.14)

按式 (13.3.14)选择 C0可使式 (13.3.13)中 2的次数与 x的次数相同，构成
(x

2

)2m+ν

的形式。另外，可以运用下列伽马函数的恒等式 [式 (13.2.2)]

Γ(1 + ν) [(1 + ν)(2 + ν)(3 + ν) · · · (m + ν)]

=Γ(2 + ν) [(2 + ν)(3 + ν) · · · (m + ν)]

= · · ·
=Γ(m + ν) · (m + ν)

=Γ(m + ν + 1)

使式 (13.3.13) 变成简洁的形式，记为

Jν(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!Γ(m + ν + 1)

(x

2

)2m+ν

(13.3.15)

它称为 ν 阶第一类贝塞尔函数，Jν(x) 是贝塞尔方程 (13.3.1) 的第一个特解。

考查 Jν(x) 在 x = 0 的值，显然有 Jν(0) = 0(ν > 0)；当 ν = 0 时，式 (13.3.15)

求和中 m > 0 的项均为零，而 m = 0 的项给出 [注意到式 (13.2.4)]

J0(0) =
1

Γ(1)

(x

2

)0

= 1 (13.3.16)

当 ν 取零和正整数，即 ν = n(n = 0, 1, 2, · · · ) 时，利用伽马函数的性质
(13.2.6)，式 (13.3.15) 变成

Jn(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!(m + n)!

(x

2

)2m+n

(13.3.17)

它称为整数阶贝塞尔函数。

为了对贝塞尔函数有一个直观的了解，由式 (13.3.17) 作出 J0(x)、J1(x) 和

J2(x) 的曲线，如图 13.3 所示，图中的曲线显示，确实有 J0(0) = 1，而 Jν(0) =

0(ν > 0)。
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图 13.3 第一类贝塞尔函数 J0(x)、J1(x) 和 J2(x) 的曲线

13.3.3 贝塞尔方程的通解

贝塞尔方程 (13.3.1)的第二个特解相应于 (13.3.10)的另一个根 C = −ν，这样

只需要将式 (13.3.15) 中的 ν 用 −ν 代替，即得这个特解

J−ν(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!Γ(m− ν + 1)

(x

2

)2m−ν

(13.3.18)

考查 Jν(x)和 J−ν(x)在 x = 0的取值可以看出，当 ν 不是整数时，J−ν(0) →∞而
Jν(0)是有限值，因此，比值 Jν(x)/J−ν(x)不可能是常数，这表示两个特解 Jν(x)和

J−ν(x) 是线性独立的。我们举例说明这一结论。根据伽马函数的性质 (13.2.10b)，

我们有

J1/2(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!Γ
(

m +
1
2

+ 1
)

(x

2

)2m+
1
2 =

1√
π

∞∑
m=0

(−1)m22m+1m!
m!(2m + 1)!

(x

2

)2m+
1
2

=

√
2
πx

∞∑
m=0

(−1)m

(2m + 1)!
x2m+1

最后的求和正好是 sinx 的幂级数，故

J1/2(x) =

√
2
πx

sinx (13.3.19)

另外由式 (13.2.10a)，我们有

J−1/2(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!Γ
(

m− 1
2

+ 1
)

(x

2

)2m− 1
2 =

1√
π

∞∑
m=0

(−1)m22mm!
m!(2m)!

(x

2

)2m− 1
2

=

√
2
πx

∞∑
m=0

(−1)m

(2m)!
x2m
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最后的求和正好是 cos x 的幂级数，故

J−1/2(x) =

√
2
πx

cos x (13.3.20)

我们在图 13.4 中作出 J1/2(x) 和 J−1/2(x) 的曲线。显然 J−1/2(0+) → ∞，而式
(13.3.19) 给出 J1/2(0) = 0，可见 J1/2(x) 和 J−1/2(x) 是线性独立的。

图 13.4 贝塞尔函数 J1/2(x) 和 J−1/2(x) 是线性独立的

我们进一步考查整数阶贝塞尔函数 Jn(x) 与 J−n(x) 的关系。由式 (13.3.18)

写出

J−n(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!Γ(m− n + 1)

(x

2

)2m−n

(13.3.21)

按照伽马函数的性质式 (13.2.7)，式 (13.3.21)中 m−n+1 6 0 时，Γ(m−n+1) →∞，
即 1/Γ( m− n + 1) = 0。因此，当 m− n + 1 > 0(即 m > n− 1) 时，J−n(x) 取非零

值，故式 (13.3.21) 中的求和实际上始于 m = n，即

J−n(x) =
∞∑

m=n

(−1)m

m!Γ(m− n + 1)

(x

2

)2m−n

(13.3.22)

令 m = k + n，式 (13.3.22) 变为

J−n(x) = (−1)n
∞∑

k=0

(−1)k

(k + n)!Γ(k + 1)

(x

2

)2k+n

= (−1)n
∞∑

k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(x

2

)2k+n

注意到式 (13.3.17)，我们有

J−n(x) = (−1)nJn(x) (13.3.23)
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可见 Jn(x) 和 J−n(x) 是线性相关的。

为了找到另一个与 Jn(x) 线性无关的解，通常的方法是引入诺伊曼函数

Yν(x) =
Jν(x) cos νπ− J−ν(x)

sin νπ
(ν 不是整数) (13.3.24)

Yν 也称为第二类 ν 阶贝塞尔函数。由于 Jν 与 J−ν 是贝塞尔方程的两个线性独立

的特解，因此 Yν 也是贝塞尔方程的特解，显然它与 Jν 是线性无关的。

在 ν 为整数的情况下，通常由非整数值向 ν 趋近的极限过程来构造一个函数

Yν(x) = lim
α→ν

Jα(x) cos απ− J−α(x)
sinαπ

(ν 是整数) (13.3.25)

这个极限是存在的 (图 13.5)，它定义了 ν 阶贝塞尔方程的一个特解。这个解在

x → 0+ 处不是有界的 [图 13.5 显示 Yν(0+) → −∞]，因此它与相应的第一类贝塞

尔函数 (图 13.3) 是线性独立的。

图 13.5 第二类贝塞尔函数 Y0(x)、Y1(x) 和 Y2(x)

(它们在 x → 0+ 处不是有界的)

综合上述，我们得到如下结论：ν 阶贝塞尔方程 (13.3.1) 的通解为

y(x) = AJν(x) + BYν(x) (13.3.26a)

其中，Jν(x) 由式 (13.3.15) 确定，而 Yν(x) 由式 (13.3.24) 或式 (13.3.25) 表示；如

果 ν 不是整数，其通解还可以表示为

y(x) = AJν(x) + BJ−ν(x) (13.3.26b)

其中，Jν(x) 和 J−ν(x) 分别由式 (13.3.15) 和式 (13.3.18) 表示。

最后需要补充说明，研究发现第二类贝塞尔函数 Yn(x) (n = 0, 1, 2, · · · ) 有下
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列级数展开式

Yn(x) =
2
π

(
ln

x

2
+ γ

)
Jn(x)− 1

π

n−1∑

k=0

(n− k − 1)!
k!

(x

2

)2k−n

− 1
π

n−1∑

k=0

(−1)k

k!(n + k)!
[Φ(k) + Φ(n + k)]

(x

2

)2k+n

(13.3.27)

其中，γ = lim
n→∞

(
1 +

1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
n
− lnn

)
= 0.577 · · · 是欧拉常数，而

Φ(p) = 1 +
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
p
, Φ(0) = 0 (13.3.28)

Yn(x) 还有下列积分表示

Yn(x) =
1
π

∫ π

0

sin(x sin θ − nθ)dθ − 1
π

∫ ∞

0

[
ent + (−1)ne−nt

]
e−x sinh tdt (13.3.29)

例 1 证明 y = xνJν(x)，u = xνYν(x) 是方程

x
d2y

dx2
+ (1− 2ν)

dy

dx
+ xy = 0 (x > 0) (13.3.30)

的两个线性独立的解。

证明 对 y = xνJν(x) 求导数

y′ = νxν−1Jν(x) + xνJ ′ν(x) (13.3.31)

y′′ = xνJ ′′ν (x) + 2νxν−1J ′ν(x) + ν (ν − 1) xν−2Jν(x)

代入式 (13.3.30) 得到

xν−1
[
x2J ′′ν(x) + xJ ′ν(x) +

(
x2 − ν2

)
Jν(x)

]
= 0 (13.3.32)

由于 Jν(x) 满足贝塞尔方程 (13.3.1)，即

x2J ′′ν (x) + xJ ′ν(x) +
(
x2 − ν2

)
Jν(x) = 0 (13.3.33)

故 y = xνJν(x) 是式 (13.3.30) 的解。

另一方面，u = xνYν(x) 也是式 (13.3.30) 的解，而且比值

y

u
=

Jν(x)
Yν(x)

6= 常数 (13.3.34)

故 y 和 u 是方程 (13.3.30) 的两个线性无关的解。
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13.4 贝塞尔函数的基本性质

本节我们讨论贝塞尔函数的生成函数，递推公式、积分表示和渐近公式等，这

些基本知识将被用来进一步理解贝塞尔函数的正交完备性及其广泛应用。

13.4.1 生成函数

如果一个函数的级数展开式的系数是贝塞尔函数，则称该函数为贝塞尔函数

的生成函数或母函数，即如果有

f(x, r) =
∑

n

Jn(x)rn (13.4.1)

则称 f(x, r) 为 Jn(x) 的生成函数，其中 r 为参数。生成函数有非常广泛的应用。

整数阶贝塞尔函数 Jn(x) 的生成函数为

exp
[
x

2

(
r − 1

r

)]
=

∞∑
n=−∞

Jn(x)rn (13.4.2)

现证明如下。

证明 考虑函数

exp
[
x

2

(
r − 1

r

)]
= exp

(xr

2

)
exp

(
− x

2r

)
(13.4.3)

将式 (13.4.3) 右边的两个指数因子展开，得到

exp
(xr

2

)
exp

(
− x

2r

)
=

[ ∞∑

l=0

1
l!

(xr

2

)l
][ ∞∑

k=0

1
k!

(
− x

2r

)k
]

=
∞∑

l=0

∞∑

k=0

(−1)k

l!k!

(x

2

)l+k

rl−k (13.4.4)

令 l − k = n，则 n 由 −∞ 变到 ∞，于是式 (13.4.4) 中的求和变成

∞∑
n=−∞

∞∑

k=0

(−1)k

(n + k)!k!

(x

2

)n+2k

rn =
∞∑

n=−∞

[ ∞∑

k=0

(−1)k

k!(n + k)!

(x

2

)n+2k
]
rn

=
∞∑

n=−∞
Jn(x)rn (13.4.5)

故式 (13.4.2) 得证。
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13.4.2 递推公式

阶数邻近的贝塞尔函数之间存在一定的关系式，称为递推公式。基本的递推公

式是
d
dx

[xνJν(x)] = xνJν−1(x) (13.4.6a)

d
dx

[
x−νJν(x)

]
= −x−νJν+1(x) (13.4.6b)

式 (13.4.6) 对于任何 ν 成立。

证明 利用式 (13.3.15)，我们有

d
dx

[xνJν(x)] =
d
dx

[ ∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

(
1
2

)2k+ν

x2k+2ν

]

=
∞∑

k=0

(−1)k2(k + ν)
k!Γ(k + ν + 1)

(
1
2

)2k+ν

x2k+2ν−1

= xν
∞∑

k=1

(−1)k

k!Γ(k + ν)

(x

2

)2k+ν−1

= xνJν−1(x)

这里用到了伽马函数的性质 Γ(k + ν + 1) = (k + ν)Γ (k + ν)。另外

d
dx

[
x−νJν(x)

]
=

d
dx

[ ∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

(
1
2

)2k+ν

x2k

]

=
∞∑

k=0

(−1)k2k

k!Γ(k + ν + 1)

(
1
2

)2k+ν

x2k−1

=
∞∑

k=1

(−1)k2k

k!Γ(k + ν + 1)

(
1
2

)2k+ν

x2k−1

因为求和中 k = 0 的项为零，故求和始于 k = 1。令 k = m + 1，上式变为

∞∑
m=0

(−1)m+12(m + 1)
(m + 1)!Γ(m + ν + 2)

(
1
2

)2m+ν+2

x2m+1

=− x−ν
∞∑

m=0

(−1)m

m!Γ(m + ν + 2)

(x

2

)2m+ν+1

=− x−νJν+1(x)

故式 (13.4.6b) 得证，在该公式中取 ν = 0，得到

d
dx

[J0(x)] = −J1(x) (13.4.7a)



· 410 · 第 13 章 贝塞尔函数

在式 (13.4.6a) 中取 ν = 1，得到

d
dx

[xJ1(x)] = xJ0(x) (13.4.7b)

式 (13.4.7) 是两个非常有用的递推公式。

贝塞尔函数还有如下两个常用的递推公式

J ′ν(x) =
1
2

[Jν−1(x)− Jν+1(x)] (13.4.8a)

Jν−1(x) + Jν+1(x) =
2ν

x
Jν(x) (13.4.8b)

式 (13.4.8) 对于任何 ν 成立。

证明 由式 (13.4.6a) 有

xνJ ′ν(x) + νxν−1Jν(x) = xνJν−1(x) (13.4.9a)

或

xJ ′ν(x) + νJν(x) = xJν−1(x) (13.4.9b)

由式 (13.4.6b) 有

x−νJ ′ν(x)− νx−ν−1Jν(x) = −x−νJν+1(x) (13.4.10a)

或

xJ ′ν(x)− νJν(x) = −xJν+1(x) (13.4.10b)

式 (13.4.9b) 与式 (13.4.10b) 相加，得到

Jν−1(x)− Jν+1(x) = 2J ′ν(x) (13.4.11a)

这就是式 (13.4.8a)。式 (13.4.9b) 与式 (13.4.10b) 相减，得到

2νJν(x) = xJν−1(x) + xJν+1(x) (13.4.11b)

这就是式 (13.4.8b)。

此外，式 (13.4.8) 的二式相加、相减还给出递推公式

xJν−1(x) = νJν(x) + xJ ′ν(x) (13.4.12a)

xJν+1(x) = νJν(x)− xJ ′ν(x) (13.4.12b)

我们由式 (13.4.6) 还能得到贝塞尔函数的积分递推公式
∫

xν+1Jν(x)dx = xν+1Jν+1(x) (13.4.13a)
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∫
x−ν+1Jν(x)dx = −x−ν+1Jν−1(x) (13.4.13b)

它们对于任何 ν 成立。

注意，第二类贝塞尔函数 (13.3.24) 也具有与第一类贝塞尔函数相同的递推

公式
d
dx

[xνYν(x)] = xνYν−1(x) (13.4.14a)

d
dx

[
x−νYν(x)

]
= −x−νYν+1(x) (13.4.14b)

Y ′
ν(x) =

1
2

[Yν−1(x)− Yν+1(x)] (13.4.14c)

Yν−1(x) + Yν+1(x) =
2ν

x
Yν(x) (13.4.14d)

xYν−1(x) = νYν(x) + xY ′
ν(x) (13.4.14e)

xYν+1(x) = νYν(x)− xY ′
ν(x) (13.4.14f)

它们对于任何 ν 成立。

例 1 利用生成函数证明：整数阶贝塞尔函数满足递推公式 (13.4.8a)。

证明 对生成函数 (13.4.2) 两边关于 x 求导数，我们有

exp
[
x

2

(
r − 1

r

)]
1
2

(
r − 1

r

)
=

∞∑
n=−∞

J ′n(x)rn (13.4.15)

再次利用生成函数式 (13.4.2)，得到

∞∑
n=−∞

(
r − 1

r

)
Jn(x)rn = 2

∞∑
n=−∞

J ′n(x)rn (13.4.16a)

即
∞∑

n=−∞
Jn(x)rn+1 −

∞∑
n=−∞

Jn(x)rn−1 = 2
∞∑

n=−∞
J ′n(x)rn (13.4.16b)

在左边的两个求和中分别令 n + 1 = m 和 n− 1 = k，得到

∞∑
m=−∞

Jm−1(x)rm −
∞∑

k=−∞
Jk+1(x)rk = 2

∞∑
n=−∞

J ′n(x)rn (13.4.17a)

即
∞∑

n=−∞
Jn−1(x)rn −

∞∑
n=−∞

Jn+1(x)rn = 2
∞∑

n=−∞
J ′n(x)rn (13.4.17b)
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两边比较 rn 的系数，得到

Jn−1(x)− Jn+1 = 2J ′n(x) (13.4.18)

这就是递推公式 (13.4.8a) 的整数阶形式。

例 2 利用生成函数证明：整数阶贝塞尔函数满足递推公式 (13.4.8b)。

证明 对生成函数 (13.4.2) 两边关于 r 求导数，我们有

exp
[
x

2

(
r − 1

r

)]
x

2

(
1 +

1
r2

)
=

∞∑
n=−∞

nJn(x)rn−1 (13.4.19)

再次利用生成函数 (13.4.2)，得到

∞∑
n=−∞

x

2

(
1 +

1
r2

)
Jn(x)rn =

∞∑
n=−∞

nJn(x)rn−1 (13.4.20a)

即
∞∑

n=−∞

x

2
Jn(x)rn +

∞∑
n=−∞

x

2
Jn(x)rn−2 =

∞∑
n=−∞

nJn(x)rn−1 (13.4.20b)

在式 (13.4.20b) 左边的两个积分中分别令 n = m− 1 和 n− 1 = k，得到

∞∑
m=−∞

x

2
Jm−1(x)rm−1 +

∞∑

k=−∞

x

2
Jk+1(x)rk−1 =

∞∑
n=−∞

nJn(x)rn−1 (13.4.21a)

即

∞∑
n=−∞

x

2
Jn−1(x)rn−1 +

∞∑
n=−∞

x

2
Jn+1(x)rn−1 =

∞∑
n=−∞

nJn(x)rn−1 (13.4.21b)

两边比较 rn−1 的系数，得到

x

2
Jn−1(x) +

x

2
Jn+1(x) = nJn(x) (13.4.22a)

即

Jn−1(x) + Jn+1(x) =
2n

x
Jn(x) (13.4.22b)

这就是递推公式 (13.4.8b) 的整数阶形式。

例 3 计算半奇数阶的贝塞尔函数 J±3/2(x)、J±5/2(x) 和 J±
(

n+
1
2

)(x)。

解 我们利用式 (13.3.19) 和式 (13.3.20)，即

J1/2(x) =

√
2
πx

sinx, J−1/2(x) =

√
2
πx

cos x (13.4.23)
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推导 J±3/2(x)。在递推公式 (13.4.8b) 中取 ν = ±1/2，得到

J3/2(x) =
1
x

J1/2(x)− J−1/2(x) =

√
2
πx

(
sinx

x
− cos x

)

= −
√

2
π

x1+
1
2

(
1
x

d
dx

)(
sinx

x

)

J−3/2(x) = J1/2(x)− 1
x

J−1/2(x) =

√
2
πx

(
sinx− cos x

x

)

=

√
2
π

x1+
1
2

(
1
x

d
dx

) (cos x

x

)

在式 (13.4.8b) 中取 ν = ±3/2，得到

J5/2(x) =
3
x

J3/2(x)− J1/2(x) =

√
2
πx

[(
3
x2
− 1

)
sinx− 3

x
cos x

]

=

√
2
π

x2+
1
2

(
1
x

d
dx

)2 (
sinx

x

)

J−5/2(x) = −J−1/2(x)− 3
x

J−3/2(x) =

√
2
πx

[(
3
x2
− 1

)
cos x− 3

x
sinx

]

=

√
2
π

x2+
1
2

(
1
x

d
dx

)2 (cos x

x

)

一般而言，有

J
n+

1
2
(x) = (−1)n

√
2
π

xn+
1
2

(
1
x

d
dx

)n (
sinx

x

)
(13.4.24)

J−
(

n+
1
2

)(x) =

√
2
π

xn+
1
2

(
1
x

d
dx

)n (cos x

x

)
(13.4.25)

可见半奇数阶的贝塞尔函数都是初等函数。

例 4 计算积分

∫
xJ2(x)dx。

解 下面的积分运算中省写了积分常数。由 n = 1 时的递推公式 (13.4.22b)，

即

J2(x) = −J0(x) +
2
x

J1(x) (13.4.26)

得到 ∫
xJ2(x)dx = −

∫
xJ0(x)dx + 2

∫
J1(x)dx (13.4.27)

写出式 (13.4.13a) 的整数阶贝塞尔函数形式
∫

xn+1Jn(x)dx = xn+1Jn+1(x) (n = 0, 1, 2, · · · ) (13.4.28)
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在上式中取 n = 0，得到 ∫
xJ0(x)dx = xJ1(x) (13.4.29a)

利用 J1(x) = −J ′0(x)[式 (13.4.7a)] 得到
∫

J1(x)dx = −J0(x) (13.4.29b)

由式 (13.4.29) 给出式 (13.4.27) 为
∫

xJ2(x)dx = −xJ1(x)− 2J0(x) (13.4.30)

例 5 计算积分

∫
x4J1(x)dx，并将结果用最低整数阶的贝塞尔函数的组合

来表示。

解 在下面的积分运算中略写了积分常数。

方法 1 在式 (13.4.28) 中取 n = 1 得到
∫

x2J1(x)dx = x2J2(x) =
∫

d
[
x2J2(x)

]
(13.4.31)

用分部积分法给出
∫

x4J1(x)dx =
∫

x2
[
x2J1(x)

]
dx =

∫
x2d[x2J2(x)]

= x4J2(x)− 2
∫

x3J2(x)dx

= x4J2(x)− 2x3J3(x)

方法 2 利用 J1(x) = −J ′0(x)，有
∫

x4J1(x)dx = −
∫

x4d [J0(x)] = −x4J0(x) + 4
∫

x3J0(x)dx (13.4.32)

对式 (13.4.32) 右边的积分用分部积分法，并利用式 (13.4.28)，得到
∫

x3J0(x)dx =
∫

x2 [xJ0(x)] dx =
∫

x2d [xJ1(x)]

= x3J1(x)− 2
∫

x2J1(x)dx

= x3J1(x)− 2x2J2(x) (13.4.33a)

于是 ∫
x4J1(x)dx = −x4J0(x) + 4x3J1(x)− 8x2J2(x) (13.4.33b)
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为了用最低整数阶的贝塞尔函数的组合表示式 (13.4.33b)，再利用 n = 1 时的式

(13.4.22b)，即

J2(x) =
2
x

J1(x)− J0(x) (13.4.34)

由式 (13.4.33b) 得到
∫

x4J1(x)dx = −x4J0(x) + 4x3J1(x)− 8x2

[
2
x

J1(x)− J0(x)
]

=
(−x4 + 8x2

)
J0(x) +

(
4x3 − 16x

)
J1(x)

这就是所要求的结果。

13.4.3 积分表示

考虑解析函数

exp
[
x

2

(
z − 1

z

)]
= exp

(xz

2

)
exp

(
− x

2z

)
(13.4.35)

其中，z 是复变量，x 为实变量。将式 (13.4.35) 右边的两个指数因子展开，得到

exp
(xz

2

)
=

∞∑

l=0

1
l!

(xz

2

)l

(13.4.36a)

exp
(
− x

2z

)
=

∞∑

k=0

1
k!

(
− x

2z

)k

(13.4.36b)

式 (13.4.36) 的两式相乘，由于绝对收敛级数 (13.4.36a) 与 (13.4.36b) 可以逐项相

乘，而且与项的排列次序无关，这样按照如式 (13.4.4) 和式 (13.4.5) 所示的方法，

可得

exp
[
x

2

(
z − 1

z

)]
=

∞∑
n=−∞

Jn(x)zn (13.4.37)

按照复变函数理论，将解析函数 f(z) 在 z = 0 展开成洛朗级数

f(z) =
∞∑

n=−∞
cnzn (13.4.38)

其中，展开系数为

cn =
1

2πi

∮

C

f(ξ)
ξn+1

dξ (13.4.39)

C 为 ξ 平面上围绕 ξ = 0 点的任一闭合回路。这样式 (13.4.37) 中的展开系数可以

表示为

Jn(x) =
1

2πi

∮

C

1
zn+1

exp
[
x

2

(
z − 1

z

)]
dz (13.4.40)
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如果取 C 为单位圆，则在圆周上有 z = eiθ，我们有

z − 1
z

= eiθ − e−iθ = 2i sin θ, zn+1 = eiθ(n+1), dz = ieiθdθ (13.4.41)

从而式 (13.4.40) 变为

Jn(x) =
1
2π

∫ 2π

0

1
eiθ(n+1)

eix sin θeiθdθ =
1
2π

∫ 2π

0

ei(x sin θ−nθ)dθ (13.4.42)

即

Jn(x) =
1
2π

∫ 2π

0

[cos (x sin θ − nθ) + i sin (x sin θ − nθ)] dθ (13.4.43)

其中，n = 0, ±1, ±2, · · · 式 (13.4.43) 右边的被积函数是 θ 的周期函数 (周期为

2π)，根据式 (2.1.10)，积分限可以取成 [−π,π]。而在这一区间内，sin (x sin θ − nθ)

是奇函数，cos (x sin θ − nθ) 是偶函数，因此式 (13.4.43) 变为

Jn(x) =
1
π

∫ π

0

cos (x sin θ − nθ) dθ (n = 0,±1,±2, · · · ) (13.4.44)

这就是 n 阶贝塞尔函数的积分表示。当 n = 0 时

J0(x) =
1
π

∫ π

0

cos (x sin θ) dθ (13.4.45)

这是零阶贝塞尔函数的积分表示。

上述推导积分表示式 (13.4.43)的基础是复变函数理论。如果不利用这一理论，

也可以按下面的方法进行推导。事实上，在式 (13.4.37) 中，令 z = eiθ，可得

exp (ix sin θ) =
∞∑

n=−∞
Jn(x)einθ (13.4.46)

两边比较实部与虚部，有

cos (x sin θ) =
∞∑

n=−∞
Jn(x) cos nθ (13.4.47a)

sin (x sin θ) =
∞∑

n=−∞
Jn(x) sin nθ (13.4.47b)

式 (13.4.47a) 两边同乘以 cos mθ，式 (13.4.47b) 两边同乘以 sinmθ，然后对 θ 从 0

到 π 积分，并利用三角函数的正交性
∫ π

0

cosmθ cos nθdθ =
π

2
δmn,

∫ π

0

sinmθ sinnθdθ =
π

2
δmn (13.4.48)
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得到
∫ π

0

cos (x sin θ) cos mθdθ =
∞∑

n=−∞
Jn(x)

∫ π

0

cos mθ cosnθdθ

=
π

2

∞∑
n=−∞

Jn(x)δmn =
π

2
Jm(x)

∫ π

0

sin (x sin θ) sin mθdθ =
∞∑

n=−∞
Jn(x)

∫ π

0

sinmθ sinnθdθ

=
π

2

∞∑
n=−∞

Jn(x)δmn =
π

2
Jm(x)

以上二式相加，并利用

cos α cos β + sinα sinβ = cos (α− β) (13.4.49)

得到

Jn(x) =
1
π

∫ π

0

cos (x sin θ − nθ) dθ(n = 0,±1,±2, · · · ) (13.4.50)

可以看出，贝塞尔函数的积分表示其实是用正弦和余弦函数的积分形式表示贝塞

尔函数，下面两个例题进一步显示正弦和余弦函数与贝塞尔函数的关系。

例 1 证明

cos (x sin θ) = J0(x) + 2J2(x) cos 2θ + 2J4(x) cos 4θ + · · · (13.4.51a)

sin (x sin θ) = 2J1(x) sin θ + 2J3(x) sin 3θ + 2J5(x) sin 5θ + · · · (13.4.51b)

证明 我们从式 (13.4.47) 出发，利用 J−n(x) = (−1)nJn(x) [式 (13.3.23)]，

得到

cos (x sin θ) =
∞∑

n=−∞
Jn(x) cos nθ

=J0(x) + [J1(x) cos θ + J−1(x) cos (−θ)]

+ [J2(x) cos 2θ + J−2(x) cos (−2θ)] + · · ·
=J0(x) + [J1(x) cos θ − J1(x) cos θ]

+ [J2(x) cos 2θ + J2(x) cos 2θ] + · · ·
=J0(x) + 2J2(x) cos 2θ + 2J4(x) cos 4θ + · · ·

同理

sin (x sin θ) =
∞∑

n=−∞
Jn(x) sin nθ
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= [J1(x) sin θ + J−1(x) sin (−θ)] + [J2(x) sin 2θ + J−2(x) sin (−2θ)]

+ [J3(x) sin 3θ + J−3(x) sin (−3θ)] + · · ·
= [J1(x) sin θ + J1(x) cos θ] + [J2(x) sin 2θ − J2(x) sin 2θ]

+ [J3(x) sin 3θ + J3(x) sin 3θ] · · ·
=2J1(x) sin θ + 2J3(x) sin 3θ + 2J5(x) sin 5θ + · · ·

例 2 推导下列展开式

cos x = J0(x) + 2
∞∑

n=1

(−1)nJ2n(x) (13.4.52a)

sinx = 2
∞∑

n=0

(−1)nJ2n+1(x) (13.4.52b)

解 在式 (13.4.47) 中令 θ = π/2，得到

cos x =
∞∑

n=−∞
Jn(x) cos

(nπ

2

)
(13.4.53a)

sinx =
∞∑

n=−∞
Jn(x) sin

(nπ

2

)
(13.4.53b)

进而得到

cos x = J0(x) +
∞∑

n=1

(−1)nJ2n(x) +
−∞∑

n=−1

(−1)nJ2n(x)

= J0(x) +
∞∑

n=1

(−1)n [J2n(x) + J−2n(x)]

= J0(x) + 2
∞∑

n=1

(−1)nJ2n(x)

同理可得式 (13.4.53b)。

上述推导过程还可以简化为直接在式 (13.4.51) 中取 θ = π/2，得到

cos x = J0(x)− 2J2(x) + 2J4(x)− · · · (13.4.54a)

sinx = 2J1(x)− 2J3(x) + 2J5(x)− · · · (13.4.54b)

它们分别是式 (13.4.52a) 和式 (13.4.52b)。
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13.4.4 渐近公式

观察如图 13.3 所示的贝塞尔函数的行为，如 J0(x) 的曲线。我们可以看出

两个特征：当 x 变得较大时，它们显示振荡的行为，形似余弦或正弦波；而波

的振幅发生衰减，好像一个 x 的负数幂。我们在图 13.6 中将 J0(x) 与余弦函数√
2
πx

cos
(
x− π

4

)
相比较。可以看出，在 x < 1 范围，二者有明显的差别，但在

x > 1 之后几乎是相等的。这样我们称该余弦函数是 J0(x) 的渐近公式

J0(x) ≈
√

2
πx

cos
(
x− π

4

)
(13.4.55)

图 13.6 J0(x) 和它的渐近公式

√
2

πx
cos

(
x− π

4

)
的曲线

一般情况下，n 阶贝塞尔函数 Jn(x) 有渐近公式

Jn(x) ≈
√

2
πx

cos
(
x− π

4
− nπ

2

)
(n = 0, 1, 2, · · · ) (13.4.56)

式 (13.4.56) 给出

J1(x) ≈
√

2
πx

sin
(
x− π

4

)
(13.4.57)

图 13.7 显示了 J1(x) 和它的渐近公式的曲线，在 x > 2 之后二者符合很好。这样

我们由式 (13.4.55) 和式 (13.4.57) 看到，在 x 较大时，J0(x) 和 J1(x) 几乎是以 2π

为周期的周期函数，它们分别类似于余弦和正弦函数，即

J0(x) → cos x, J1(x) → sinx (13.4.58)

这样的类似性还表现在

J ′0(x) = −J1(x) → (cos x)′ = − sinx (13.4.59)
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关于贝塞尔函数与余弦和正弦函数的区别，由式 (13.4.56)可以看出，当 x →∞时
Jn(∞) → 0，而余弦和正弦函数维持振荡。

图 13.7 J1(x) 和它的渐近公式

√
2

πx
sin

(
x− π

4

)
的曲线

最后需要说明，贝塞尔函数渐近公式的推导涉及 “稳定相方法”(method of sta-

tionary phase)，对此可参考相关的专著。

13.5 贝塞尔函数的正交完备性

本节我们进一步推导贝塞尔函数的正交性及完备性关系式，它们对于求解有

关贝塞尔方程的定解问题是很有用的。

13.5.1 正交函数集的构造

为了理解贝塞尔函数的正交性，我们从熟知的正弦函数集

Sm(x) = sin (mπx) (0 6 x 6 1,m = 1, 2, 3, · · · ) (13.5.1)

出发。我们知道它们在区间 [0, 1] 上是正交的

∫ 1

0

sin (mπx) sin (kπx)dx =
1
2
δmk (13.5.2)

同样，余弦函数集

Cm(x) = cos
[
(2m− 1)π

2
x

]
(0 6 x 6 1,m = 1, 2, 3, · · · ) (13.5.3)

在区间 [0, 1] 上也是正交的

∫ 1

0

cos
[
(2m− 1)π

2
x

]
cos

[
(2k − 1)π

2
x

]
dx =

1
2
δmk (13.5.4)
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前几个 Cm(x) 和 Sm(x) 如图 13.8 所示。

图 13.8 区间 [0, 1] 上的正交函数集：余弦函数 Cm(x) 与正弦函数 Sm(x)

注意到，正交函数集 Cm(x)中的 [(2m− 1)π]/2是余弦函数 cos x的第 m个零

点，而正交函数集 Sm(x) 中的 mπ 是正弦函数 sinx 的第 m 个零点。按照这个情

况，构造贝塞尔函数的正交函数集的第一步是考查它的零点。为此我们考虑一个典

型的贝塞尔函数 Jν(x)，为了能写出它的渐近公式，取 Jν(x) 为整数阶贝塞尔函数

Jn(x)，图 13.9 显示了 Jn(x) 和它的渐近公式的曲线。由此可以看出：对于确定的

阶数 n，Jn(x) 有无穷多个正零点，我们用 µnm(m = 1, 2, 3, · · · ) 表示它的第 m 个

正零点，则

0 < µn1 < µn2 < · · · < µnm < · · · (13.5.5)

在 m 较大时，这些正零点的位置与它的渐近公式的正零点几乎是重合的，此时

Jn(x) 几乎是以 2π 为周期的余弦函数 [式 (13.4.56)]，因此相邻两个正零点的间

隔为

lim
m→∞

(µn,m+1 − µn,m) = π (13.5.6)

图 13.9 一个典型的贝塞尔函数与它的渐近公式的零点
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我们考虑一般情况，在贝塞尔函数 Jν(x) 的正零点 µνm 的意义上，其正交

函数集可以写为 Jν(µνmx)。它的含义是，对于确定的阶数 ν，相应于不同零点

µνm(m = 1, 2, 3, · · · ) 的函数 Jν(µνmx) 是相互正交的。我们在表 13.1 中列出了

µnm(n = 0, 1, 2) 的前五个值。由这些值分别作出 J0(µ0mx) 和 J1(µ1mx) 的前三

个正交函数，如图 13.10 所示。其行为分别与余弦函数 Cm(x)、正弦函数 Sm(x)

类似。

表 13.1 J0(x)、J1(x) 和 J3(x) 的前五个正零点

m 1 2 3 4 5

µ0m 2.404 83 5.520 08 8.653 73 11.791 5 14.930 9

µ1m 3.831 71 7.015 59 10.173 5 13.323 7 16.470 6

µ2m 5.135 62 8.417 24 11.619 8 14.796 0 18.980 1

图 13.10 区间 [0, 1] 上的正交函数集：贝塞尔函数 J0(µ0mx) 与 J1(µ1mx)

13.5.2 参数形式的贝塞尔函数

一般来说，形如 Jν(λx)(λ > 0) 的贝塞尔函数称为参数形式的贝塞尔函数。在

贝塞尔方程 (13.3.1) 中，用 λx 代换 x，即得
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(λx)2
d2y

d(λx)2
+ (λx)

dy

d(λx)
+

[
(λx)2 − ν2

]
y = 0 (13.5.7)

或

x2 d2y

dx2
+ x

dy

dx
+

(
λ2x2 − ν2

)
y = 0 (13.5.8a)

方程 (13.5.8a) 称为参数形式的贝塞尔方程，它的解为 Jν(λx)。而方程 (13.5.8a) 的

通解由式 (13.3.26a) 表示为 y = AJν(λx) + BYν(λx)。方程 (13.5.8a) 的施图姆–刘

维尔形式为

d
dx

(
x

dy

dx

)
− ν2

x
y + λ2xy = 0 (13.5.8b)

在 Jν(λx)的意义上，贝塞尔函数的递推公式呈现相应的参数形式。特别是，在

基本递推公式 (13.4.6b) 中，用 λx 代换 x，得到

d
d (λx)

[
(λx)−ν

Jν(λx)
]

= − (λx)−ν
Jν+1(λx) (13.5.9)

取 ν = 0，即
d
dx

J0(λx) = −λJ1(λx) (13.5.10a)

这就是递推公式 (13.4.7a) 的参数形式。在式 (13.5.9) 中取 ν = 1 得到

d
dx

[
1
x

J1(λx)
]

= −λ

x
J2(λx) (13.5.10b)

同样，在基本递推公式 (13.4.6a) 中，用 λx 代换 x，得到

d
d (λx)

[(λx)ν
Jν(λx)] = (λx)ν

Jν−1(λx) (13.5.11)

取 ν = 1，得到
d
dx

[xJ1(λx)] = λxJ0(λx) (13.5.12a)

这就是递推公式 (13.4.7b) 的参数形式。在式 (13.5.11) 中取 ν = 2，得到

d
dx

[
x2J2(λx)

]
= λx2J1(λx) (13.5.12b)

我们将会看到，这些参数形式的递推公式能用来计算有关贝塞尔函数的正交完备

性中的许多具体问题。
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13.5.3 贝塞尔函数的正交性

现在我们可以着手从理论上建立函数集 Jν(µνmx)的正交性关系式。为此首先

取一个正数 a，考虑零点 µνm 与 a 的比值

λνm =
µνm

a
(m = 1, 2, 3, · · · ) (13.5.13)

显然 λνm 表示 ν 阶贝塞尔函数的相对于 a 的正零点。在 λνm 的意义上，参数形

式的贝塞尔函数表示为 Jν(λνmx)。这样一来，Jν(µνmx) 中的 x 从 0 到 1 变化，相

应于 Jν(λνmx) 中的 x 从 0 到 a 变化。下面我们将在区间 [0, a] 上一般性地讨论

Jν(λνmx) 的正交性。

首先将参数形式的贝塞尔方程 (13.5.8b) 与施图姆–刘维尔型方程 (9.1.1) 相比

较，我们有 ρ(x) = x，因此从式 (9.1.6)知道，贝塞尔函数的正交性关系式中带有权

重函数 x。实际上，我们将要证明
∫ a

0

xJν(λνmx) Jν(λνkx)dx = 0 (m 6= k) (13.5.14)

证明 将方程 (13.5.8b)与施图姆–刘维尔型方程 (9.1.1)相比较，有 k(x) = x，

故端点值为 k(0) = 0，k(a) = a。我们进一步计算式 (9.1.7) 的 Q 因子，有

Q = −a [Jν(µνm)J ′ν(µνk)− Jν(µνk)J ′ν(µνm)] (13.5.15)

在零点 µνm 和 µνk，有 Jν(µνm) = Jν(µνk) = 0，故 Q = 0，因此式 (13.5.14) 成立。

下面我们给出式 (13.5.14) 的详细证明过程。因为 y = Jν(λx) ≡ Jν(λνmx) 满

足方程 (13.5.8a)

x2 d2y

dx2
+ x

dy

dx
+

(
λ2x2 − ν2

)
y = 0 (13.5.16a)

所以 u = Jν(βx) ≡ Jν(λνkx) 满足方程

x2 d2u

dx2
+ x

du

dx
+

(
β2x2 − ν2

)
u = 0 (13.5.16b)

用 u 乘以方程 (13.5.16a)，用 y 乘以方程 (13.5.16b)，并相减，得到

x2

(
u

d2y

dx2
− y

d2u

dx2

)
+ x

(
u

dy

dx
− y

du

dx

)
= x2

(
β2 − λ2

)
yu (13.5.17)

式 (13.5.17) 两边同除以 x，得到

x
d
dx

(
u

dy

dx
− y

du

dx

)
+

(
u

dy

dx
− y

du

dx

)
= x

(
β2 − λ2

)
yu (13.5.18)
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或
d
dx

[
x

(
u

dy

dx
− y

du

dx

)]
= x

(
β2 − λ2

)
yu (13.5.19)

上式对 x 从 0 到 a 积分，得到
∫ a

0

xJν(λx) Jν(βx)dx =
∫ a

0

xJν(λνmx) Jν(λνkx)dx

=
1

β2 − λ2

[
x

(
u

dy

dx
− y

du

dx

)]a

0

(13.5.20)

式 (13.5.20) 右边有 y(a) = Jν(µνm) = 0，u(a) = Jν(µνk) = 0，而 β 6= λ，故式

(13.5.14) 得证。

现在我们进一步证明模值为
∫ a

0

xJ2
ν (λνmx)dx =

a2

2
J2

ν+1(µνm) (m = 1, 2, 3, · · · ) (13.5.21)

注意式 (13.5.21) 涉及零点 µνm 和相对零点 λνm。

证明

方法 1 在式 (13.5.20) 中取 β = µνk/a，视 λ 为变数，我们有

du

dx

∣∣∣∣
x=a

=
[

d
dx

Jν(λνkx)
]

x=a

=
µνk

a
J ′ν(µνk) (13.5.22)

另外 u
∣∣
x=a

= Jν(µνk) = 0，故式 (13.5.20) 变为
∫ a

0

xJν(λx)Jν

(µνk

a
x
)

dx =
−µνkJν(λa)J ′ν(µνk)(µνk

a

)2

− λ2

(13.5.23)

上式中，令 λ → µνk

a
，此时式 (13.5.23)的右边为不定式

0
0
，运用洛必达法则，可得

∫ a

0

xJ2
ν

(µνk

a
x
)

dx = lim
λ→µνk

a

−µνkJν(λa)J ′ν(µνk)(µνk

a

)2

− λ2

= lim
λ→µνk

a

−aµνkJ ′ν(λa)J ′ν(µνk)
−2λ

=
a2

2
[J ′ν(µνk)]2 (13.5.24)

下面我们对式 (13.5.24) 右边化简。在递推公式 (13.4.12)，即

xJ ′ν(x) = −νJν(x) + xJν−1(x) (13.5.25a)

xJ ′ν(x) = νJν(x)− xJν+1(x) (13.5.25b)
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中，取 x = µνk，注意到 Jν(µνk) = 0，我们有

J ′ν(µνk) = Jν−1(µνk) = −Jν+1(µνk) (13.5.26)

将式 (13.5.26) 代入式 (13.5.24) 即得式 (13.5.21)，或

∫ a

0

xJ2
ν (λνmx)dx =

a2

2
J2

ν−1(µνm) (m = 1, 2, 3, · · · ) (13.5.27)

方法 2 将贝塞尔方程 (13.3.1) 写成施图姆–刘维尔形式

d
dx

(xy′) +
(

x− ν2

x

)
y = 0 (13.5.28)

用 xy′ 乘以方程 (13.5.28) 两边, 得到

d
dx

[(xy′)2] + (x2 − ν2)
d
dx

(y2) = 0 (13.5.29)

现在将式 (13.5.29) 变成参数形式的贝塞尔方程, 为此用 λx 代换 x, 得到

d
dx

[
(λxy′)2

]
+

(
λ2x2 − ν2

) d
dx

(
y2

)
= 0 (13.5.30)

式 (13.5.30)是关于 y = Jν(λν mx)的方程。对该方程关于 x从 0到 a积分,并利用

微分关系式 d
(
x2y2

)
= 2xy2dx + x2d

(
y2

)
, 得到

[
(λxy′)2

]a

0
+ λ2

[
x2y2

]a

0
− ν2

[
y2

]a

0
= 2λ2

∫ a

0

xy2dx (13.5.31)

注意到 νy
∣∣
x=0

= νJν(0) = 0 和 y
∣∣
x=a

= [Jν(λνmx)]x=a = Jν(µνm) = 0, 式 (13.5.31)

左边后两项为零, 而第一项给出
[
(xy′)2

]a

0
=

[
(xJ ′ν(λνmx))2

]a

0
= [aJ ′ν(µνm)]2 (13.5.32)

从而式 (13.5.31) 变为

∫ a

0

xy2dx =
∫ a

0

xJ2
ν (λνmx)dx =

[aJ ′ν(µνm)]2

2
(13.5.33)

这就是式 (13.5.24),接下来的过程与方法 1相同。现在我们将式 (13.5.14)与 (13.5.21)

合写为 ∫ a

0

xJν(λνmx) Jν(λνkx)dx =
a2

2
J2

ν+1(µνm)δmk (13.5.34)
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注意式 (13.5.34)右边的 Jν+1(µνm)表示 ν+1阶贝塞尔函数在 ν 阶贝塞尔函数的零

点 µνm 的取值。由于 Jν+1(x)的零点与 Jν(x)的零点不相重合，故 Jν+1(µνm) 6= 0。

一个例子如图 13.11 所示。

图 13.11 J1(µ0m)(m = 1, 2, 3, · · · )

式 (13.5.34) 在 a = 1 时约化为
∫ 1

0

xJν(µνmx) Jν(µνkx)dx =
1
2
J2

ν+1(µνm)δmk (13.5.35)

13.5.4 贝塞尔函数的完备性

正像 (13.5.1)的正弦函数 sin (mπx)和式 (13.5.3)的余弦函数 cos
[
(2m− 1)

πx

2

]

能够用来展开一个任意函数一样，贝塞尔正交函数集 Jν(λνmx)也可以将一个定义

在区间 [0, a] 的函数 f(x) 展开为

f(x) =
∞∑

m=1

AmJν (λνmx) (13.5.36)

它称为贝塞尔级数。我们利用正交性表达式 (13.5.34) 求式 (13.5.36) 的系数 Am，

式 (13.5.36) 两边同乘以 xJν (λνkx)，并在区间 [0, a] 积分，我们有

∫ a

0

xJν (λνkx) f(x)dx =
∫ a

0

xJν (λνkx)

[ ∞∑
m=1

AmJν (λνmx)

]
dx

=
∞∑

m=1

Am

∫ a

0

xJν (λνkx) Jν (λνmx) dx

=
a2

2

∞∑
m=1

AmJ2
ν+1 (µνm) δkm

=
a2

2
AkJ2

ν+1 (µνk)
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即

Am =
2

a2J2
ν+1 (µνm)

∫ a

0

xJν (λνmx) f(x)dx (13.5.37)

如果函数 f 在区间 [0, a] 是分段光滑的，则 f 有如式 (13.5.36) 所示的贝塞尔级数

展开式，对于 x ∈ (0, a)，贝塞尔级数的收敛性由狄利克雷定理确定，即

∞∑
m=1

AmJν (λνmx) = f(x) (在 x 的连续点) (13.5.38a)

∞∑
m=1

AmJν (λνmx) =
f(x− 0) + f(x + 0)

2
(在 x 的间断点) (13.5.38b)

必须注意，贝塞尔级数展开式 (13.5.36) 不能给出区间 [0, a] 端点的行为，这从下面

的例题中可以看出。

例 1 将函数 f(x) = 1 在区间 [0, 1] 上按零阶贝塞尔正交函数集 J0 (µ0mx)

展开。

解 现在我们有

1 =
∞∑

m=1

AmJ0 (µ0mx) (13.5.39)

其中的展开系数为

Am =
2

J2
1 (µ0m)

∫ 1

0

xJ0 (µ0mx) dx (13.5.40a)

式中的积分为

∫ 1

0

xJ0 (µ0mx) dx =
1

µ0m

∫ 1

0

µ0mxJ0 (µ0mx) dx

=
1

µ0m

∫ 1

0

d [xJ1 (µ0mx)]

=
1

µ0m
[xJ1 (µ0mx)]10 =

J1 (µ0m)
µ0m

(13.5.40b)

其中的运算用到了参数形式的递推公式 (13.5.12a)。这样式 (13.5.39) 变为

1 =
∞∑

m=1

2
µ0mJ1 (µ0m)

J0 (µ0mx) (0 < x < 1) (13.5.41)

利用表 13.1 的 µ0m 值作出式 (13.5.41) 的部分和 S5(x)，如图 13.12 所示。现在我

们可以看出，贝塞尔级数 (13.5.36) 确实不能给出区间端点 [0, 1] 的行为。事实上，

本例中在 x = 1 端点，式 (13.5.41) 右边求和中每一项都有 J0 (µ0m) = 0，因为我

们在 J0 的零点计算它的取值，因此式 (13.5.41) 右边的求和为零。图 13.12 的部分
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和也清楚地显示这个情况。因此，本例的贝塞尔级数在端点 x = 1不收敛于原函数

f(x) = 1。

图 13.12 函数 f(x) = 1 的贝塞尔级数的部分和

例 2 将函数 f(x) = x 在区间 [0, 1] 上按一阶贝塞尔正交函数集 J1 (µ1mx)

展开。

解 现在我们有

x =
∞∑

m=1

AmJ1 (µ1mx) (13.5.42)

展开系数

Am =
2

J2
2 (µ1m)

∫ 1

0

x2J1 (µ1mx) dx (13.5.43)

其中的积分为
∫ 1

0

x2J1 (µ1mx) dx =
1

µ1m

∫ 1

0

µ1mx2J1 (µ1mx) dx =
1

µ1m
J2(µ1m) (13.5.44)

其中的计算用到了参数形式的递推公式 (13.5.12b)。这样

Am =
2

µ1mJ2(µ1m)
(13.5.45)

x =
∞∑

m=1

2
µ1mJ2(µ1m)

J1 (µ1mx) (13.5.46)

式 (13.5.46)的展开系数还可以用更低阶的贝塞尔函数表示。利用递推公式 (13.4.8b)，

即

J2(x) =
2
x

J1(x)− J0(x) (13.5.47)

注意到 J1 (µ1m) = 0，式 (13.5.46) 变为

x = −
∞∑

m=1

2
µ1mJ0(µ1m)

J1(µ1mx) (0 < x < 1) (13.5.48)
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与上例的情况相同，在端点 x = 1，式 (13.5.48)右边求和中每一项都有 J1 (µ1m) =

0，因此式 (13.5.48) 右边的求和为零。本例的贝塞尔级数在该端点不收敛于原函数

f(x) = x。

例 3 将函数 f(x) = xν(ν > 0) 在区间 [0, 1] 上按 ν 阶贝塞尔正交函数集

Jν (µνmx) 展开，并由此计算 f(x) =
√

x 的展开式。

解 现在我们有

xν =
∞∑

m=1

AmJν (µνmx) (13.5.49)

其中

Am =
2

J2
ν+1 (µνm)

∫ 1

0

xν+1Jν (µνmx) dx (13.5.50)

在式 (13.4.13a) 中用 µνmx 代换 x，得到

µνm

∫
xν+1Jν(µνmx)dx = xν+1Jν+1(µν mx) (13.5.51)

利用它计算式 (13.5.50) 中的积分，得到

Am =
2

µνmJ2
ν+1 (µνm)

[
xν+1Jν+1(µνmx)

]1
0

=
2

µνmJν+1(µνm)
(13.5.52)

代入式 (13.5.49) 得到

xν = 2
∞∑

m=1

1
µνmJν+1(µνm)

Jν (µνmx) (0 < x < 1) (13.5.53)

这就是 ν > 0 时的一般结果。当 ν = 1/2 时，式 (13.5.53) 给出

√
x = 2

∞∑
m=1

1
µ 1

2 ,mJ 3
2
(µ 1

2 ,m)
J 1

2

(
µ 1

2 ,mx
)

(13.5.54)

由式 (13.3.19) 知

µ 1
2 ,m = mπ (m = 1, 2, 3, · · · ) (13.5.55)

由式 (13.4.24) 知

J 3
2
(µ 1

2 ,m) = J 3
2
(mπ) =

1
π

√
2
m

(−1)m−1 (13.5.56)

由式 (13.3.19) 知

J 1
2

(
µ 1

2 ,mx
)

= J 1
2

(mπx) =
1
π

√
2
m

sin (mπx) (13.5.57)
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将式 (13.5.55) ∼ 式 (13.5.57) 代入式 (13.5.54)，得到

√
x =

2
π

∞∑
m=1

(−1)m−1

m
sin (mπx) (0 < x < 1) (13.5.58)

它正好是
√

x 的正弦函数展开式。

13.6 贝塞尔函数应用举例

贝塞尔函数在求解数学物理方法的定解问题中扮演着重要的角色，特别是通

过分离变量法，很多问题都化为极坐标系或柱坐标系中的贝塞尔方程，它们在理论

问题与工程领域都具有非常广泛的应用，其中一个有趣的例子是第 9 章所讨论的

吊摆问题。本节通过一些典型的例题进一步讨论贝塞尔方程和贝塞尔函数在求解

定解问题中的应用。

例 1 对于给定的实数 ν > 0，求解关于待定常数 λ 的本征值问题





x2 d2y

dx2
+ x

dy

dx
+

(
λx2 − ν2

)
y = 0 (0 < x < 1)

y(1) = 0

|y(0)| = 有限值

(13.6.1a)

(13.6.1b)

(13.6.1c)

解 方程 (13.6.1a) 是参数形式的贝塞尔方程 [见式 (13.1.17)]，它的通解为

y = AJν(
√

λx) + BYν(
√

λx) (13.6.2)

由于第二类贝塞尔函数 Yν 在 x = 0 不是有界的 (图 13.5)，条件 (13.6.1c) 要求

B = 0，因此式 (13.6.2) 变为

y = AJν(
√

λx) (13.6.3)

由边界条件 (13.6.1b) 得到

Jν(
√

λ) = 0 (13.6.4)

可见
√

λ 是 ν 阶贝塞尔函数的零点，即
√

λ = µνm(m = 1, 2, 3, · · · )。这样本征值
问题 (13.6.1) 的解为

λ = µ2
ν m, y = AJν(µνmx) (m = 1, 2, 3, · · · ) (13.6.5)

其中，µνm 是 ν 阶贝塞尔函数 Jν(x) 的第 m 个零点。
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例 2 设有半径为 1 的薄均匀圆盘，边缘温度保持为零度，初始时刻圆盘内

温度分布为 1 − r2。其中，r 是圆盘内任一点到盘中心的距离，求圆内任意时刻的

温度分布。

解 圆盘内任意时刻的温度分布服从二维热传导方程

∂u

∂t
= a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
(13.6.6)

由于是圆域的定解问题，故采用极坐标系，取圆盘中心为坐标原点。考虑到初始

温度分布 1− r2 是中心对称的 (只与 r 有关)，因此任意时刻的温度分布可以写为

u(r, t)(与变量 θ 无关)，利用二维极坐标系的拉普拉斯方程 (1.2.30)，系统的温度分

布归结为下列定解问题




∂u

∂t
= a2

(
∂2u

∂r2
+

1
r

∂u

∂r

)
(0 < r < 1, t > 0)

u(1, t) = 0 (t > 0)

u(r, 0) = 1− r2 (0 6 r 6 1)

(13.6.7a)

(13.6.7b)

(13.6.7c)

设式 (13.6.7a) 有变量分离的形式解

u(r, t) = R(r)T (t) (13.6.8)

将式 (13.6.8) 代入式 (13.6.7a)，得到

RT ′ = a2

(
R′′T +

1
r
R′T

)
(13.6.9)

或

T ′

a2T
=

R′′ +
1
r
R′

R
= −β (13.6.10)

其中，β 是分离常数。由此得

T ′ + βa2T = 0 (13.6.11a)

r2R′′ + rR′ + βr2R = 0 (13.6.11b)

方程 (13.6.11a) 的解为

T (t) = e−a2βt (13.6.12)

由于 t →∞ 时，u = 有限值，所以 β 只能为正值，令
√

β = µ，则

T (t) = e−a2µ2t (13.6.13)
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方程 (13.6.11b) 是零阶贝塞尔方程，它的通解为

R(r) = AJ0(µr) + BY0(µr) (13.6.14)

由于第二类贝塞尔函数 Y0 在 r = 0 不是有界的 (图 13.5)，故必须取 B = 0，因此

式 (13.6.14) 变为

R(r) = AJ0(µr) (13.6.15)

由边界条件 (13.6.7b) 得到

J0(µ) = 0 (13.6.16)

可见 µ 是零阶贝塞尔函数的正零点，即 µ = µ0m(m = 1, 2, 3, · · · )。综合以上结果
可得

Rm(r) = AmJ0(µ0mr) (13.6.17a)

Tm(t) = e−a2µ2
0mt (13.6.17b)

从而本征解为

um(r, t) = AmJ0(µ0mr)e−a2µ2
0mt (13.6.18)

利用叠加原理，得到定解问题 (13.6.7) 的一般解

u(r, t) =
∞∑

m=1

AmJ0(µ0mr)e−a2µ2
0mt (13.6.19)

现在利用初始条件 (13.6.7c) 确定系数 Am，我们有

1− r2 =
∞∑

m=1

AmJ0(µ0mr) (13.6.20)

由式 (13.5.37) 得到

Am =
2

J2
1 (µ0m)

∫ 1

0

xJ0 (µ0mx)
(
1− x2

)
dx

=
2

J2
1 (µ0m)

∫ 1

0

xJ0 (µ0mx) dx− 2
J2

1 (µ0m)

∫ 1

0

x3J0 (µ0mx) dx (13.6.21)

由式 (13.5.40b) 得到 ∫ 1

0

xJ0 (µ0mx) dx =
J1 (µ0m)

µ0m
(13.6.22)

在式 (13.4.33a) 中用 µ0mx 代换 x，积分后得到

∫ 1

0

x3J0(µ0mx)dx =
J1(µ0m)

µ0m
− 2

J2(µ0m)
µ2

0m

(13.6.23)
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将式 (13.6.22) 和式 (13.6.23) 代入式 (13.6.21)，得到

Am =
4J2(µ0m)

µ2
0mJ2

1 (µ0m)
(13.6.24)

将式 (13.6.24) 代入式 (13.6.19)，得到

u(r, t) =
∞∑

m=1

4J2(µ0m)
µ2

0mJ2
1 (µ0m)

J0(µ0mr)e−a2µ2
0mt (13.6.25)

这就是所求定解问题的解。其中，µ0m(m = 1, 2, 3, · · · ) 是 J0(x) 的第 m 个正

零点。

利用表 13.1 的数据可以写出式 (13.6.25) 的部分和 S5(r, t)，并作出不同时刻

t 的温度分布，如图 13.13 所示。可以看出，t = 0 时，部分和 S5(r, 0) 与初始分布

u(r, 0) = 1− r2 拟合极好。随着时间的增加，S5(r, t)不断下降。由式 (13.6.25)可以

看出，当 t →∞ 时，系统温度为零。

图 13.13 温度分布式 (13.6.25) 的部分和 S5(r, t)(a = 1)

例 3 设有高度为 h、半径为 a 的均匀圆柱体，圆柱体侧面的温度保持为零

度，上、下底的温度分别为 0 和 H，求圆柱体内的稳态温度分布。

解 圆柱体内的稳态温度分布服从拉普拉斯方程

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0 (13.6.26)
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由于是圆柱区域的问题，故采用柱坐标系 (图 13.14)，取下底中心为坐标原点，圆

柱轴为 z 轴。考虑到边界温度分布与变量 φ 无关，因此稳态温度分布可以写为

u(ρ, z)，利用三维柱坐标系的拉普拉斯方程 (1.2.34)，系统的温度分布归结为下列

边值问题




∂2u

∂ρ2
+

1
ρ

∂u

∂ρ
+

∂2u

∂z2
= 0 (ρ < a, 0 < z < h)

u
∣∣
ρ=a

= 0 (0 6 z 6 h)

u
∣∣
z=0

= 0 (ρ 6 a)

u
∣∣
z=h

= H (ρ 6 a)

(13.6.27a)

(13.6.27b)

(13.6.27c)

(13.6.27d)

图 13.14 柱坐标系中的圆柱体

设式 (13.6.27a) 有变量分离的形式解

u(ρ, z) = R(ρ)Z(z) (13.6.28)

将式 (13.6.28) 代入式 (13.6.27a)，得到

− 1
Z

Z ′′ =
R′′ +

1
ρ
R′

R
= −λ2 (13.6.29)

其中，λ 是分离常数。由式 (13.6.29) 得到

Z ′′ − λ2Z = 0 (13.6.30a)

R′′ +
1
ρ
R′ + λ2R = 0 (13.6.30b)
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方程 (13.6.30a) 的解为

Z(z) = sinh(λz) (13.6.31)

它满足 u 在下底的条件式 (13.6.27c)。方程 (13.6.30b) 是零阶贝塞尔方程，它的通

解为

R(ρ) = AJ0(λρ) + BY0(λρ) (13.6.32)

由于第二类贝塞尔函数 Y0 在 ρ = 0 不是有界的 (图 13.5)，故必须取 B = 0，因此

式 (13.6.32) 变为

R(ρ) = AJ0(λρ) (13.6.33)

由边界条件 (13.6.27b) 得到

J0(λa) = 0 (13.6.34)

可见 λa = µ0m(m = 1, 2, 3, · · · ) 是零阶贝塞尔函数的正零点。综合以上结果可得
本征解为

um(ρ, z) = Am sinh
(
µ0m

z

a

)
J0

(
µ0m

ρ

a

)
(13.6.35)

利用叠加原理，得到定解问题 (13.6.27) 的一般解

u(r, t) =
∞∑

m=1

Am sinh
(
µ0m

z

a

)
J0

(
µ0m

ρ

a

)
(13.6.36)

现在利用 u 在上底的条件 (13.6.27d) 确定系数 Am，我们有

H =
∞∑

m=1

Am sinh
(

µ0m
h

a

)
J0

(
µ0m

ρ

a

)
(13.6.37)

式 (13.6.37) 表明，Am sinh
(

µ0m
h

a

)
是函数 f(ρ) = H 按 J0

(
µ0m

ρ

a

)
在区间 [0, a]

上展开的系数，由式 (13.5.37) 得到

Am sinh
(

µ0m
h

a

)
=

2H

a2J2
1 (µ0m)

∫ a

0

xJ0

(µ0m

a
x
)

dx (13.6.38)

由式 (13.5.40b) 得到

∫ a

0

xJ0

(µ0m

a
x
)

dx =
a

µ0m

[
xJ1

(µ0m

a
x
)]a

0
=

a2

µ0m
J1 (µ0m) (13.6.39)
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于是式 (13.6.38) 给出

Am =
2H

µ0mJ1 (µ0m)
csch

(
µ0m

h

a

)
(13.6.40)

从而式 (13.6.35) 变为

u(ρ, z) = 2H
∞∑

m=1

1
µ0mJ1 (µ0m)

csch
(

µ0m
h

a

)
sinh

(
µ0m

z

a

)
J0

(
µ0m

ρ

a

)
(13.6.41)

这就是所求定解问题的解。其中，µ0m(m = 1, 2, 3, · · · ) 是 J0(x) 的第 m 个正

零点。

13.7 球贝塞尔函数

球贝塞尔方程 (13.1.8a) 可以写为

x2y′′ + 2xy′ +
[
kx2 − n(n + 1)

]
y = 0 (0 < x < a) (13.7.1)

其中，k 是一个非负的实数，n = 0, 1, 2, · · · 为了得到方程 (13.7.1)在区间 [0, a]上

的有界解，引入代换

y(x) = x−1/2w(x) (13.7.2)

方程 (13.7.1) 变成

x2w′′ + xw′ +

[
kx2 −

(
n +

1
2

)2
]

w = 0 (13.7.3)

这是

(
n +

1
2

)
阶参数形式的贝塞尔方程 [式 (13.5.8a)]。方程 (13.7.3) 存在有界解

的条件是

k = λ2 (13.7.4)

而

λ = λnm =
µ

n+
1
2 ,m

a
(13.7.5)

这里 µ
n+

1
2 ,m

表示

(
n +

1
2

)
阶贝塞尔函数的第 m 个正零点。这样式 (13.7.3) 的

解为

wnm(x) = J
n+

1
2
(λnmx) (n = 0, 1, 2, · · · , m = 1, 2, 3, · · · ) (13.7.6)
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于是式 (13.7.2) 变为

x−1/2J
n+

1
2
(λnmx) (n = 01, 2, · · · , m = 1, 2, 3, · · · ) (13.7.7)

球贝塞尔函数定义为

jn(x) =
√

π

2x
J

n+
1
2
(x) (n = 0, 1, 2, · · · ) (13.7.8)

在 jn(x) 的意义上，方程 (13.7.1) 的解表示为

ynm(x) = jn(λnmx) (n = 0, 1, 2, · · · , m = 1, 2, 3, · · · ) (13.7.9)

这就是球贝塞尔方程 (13.7.1) 的解。n 阶球贝塞尔函数 jn(x) 由式 (13.7.8) 定义，

它与

(
n +

1
2

)
阶贝塞尔函数相差一个因子

√
π

2x
。因此，由式 (13.4.24)可知，球贝

塞尔函数都是初等函数。利用式 (13.4.24) 计算出前几个球贝塞尔函数

j0(x) =
sinx

x
(13.7.10a)

j1(x) =
sinx

x2
− cos x

x
(13.7.10b)

j2(x) =
(

3
x3
− 1

x

)
sinx− 3

x2
cos x (13.7.10c)

它们的曲线如图 13.15 所示。

图 13.15 前几个球贝塞尔函数 jn(x) 曲线
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球贝塞尔函数 jn(x) 的性质与半整数阶的贝塞尔函数 J
n+

1
2
(x) 类似，球贝塞

尔函数的基本递推公式为

d
dx

[
xn+1jn(x)

]
= xn+1jn−1(x) (13.7.11a)

d
dx

[
x−nJn(x)

]
= −x−njn+1(x) (13.7.11b)

它们相应于贝塞尔函数的递推公式 (13.4.6)。而正交性关系为
∫ a

0

x2jn(λnmx) jn(λnkx)dx =
a3

2
j2
n+1(µn+

1
2 ,m

)δmk (13.7.12)

可见球贝塞尔函数 jn(x) 正交性的权重函数是 x2。
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本章介绍另一种变系数的常微分方程 —— 勒让德方程。我们在讨论它的级数

解法的基础上，由其在区间 [−1, 1]的有界解构成另一类正交完备函数集——勒让

德多项式。我们还将对勒让德多项式的性质进行全面的讨论。最后介绍勒让德多项

式在求解数学物理方法定解问题中的应用。

14.1 勒让德方程的引入

第 13章我们通过三维波动方程、三维热传导方程，以及施图姆–刘维尔方程引

入了勒让德方程。这里我们从拉普拉斯方程直接引入勒让德方程。拉普拉斯方程在

球坐标系中表示为 [式 (1.2.49)]

1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
= 0 (14.1.1)

设方程 (14.1.1) 有变量分离的形式解

u(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ) (14.1.2)

将式 (14.1.2) 代入式 (14.1.1) 得到

ΘΦ
r2

∂

dr

(
r2 dR

dr

)
+

ΦR

r2 sin θ

d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
+

ΘR

r2 sin2 θ

d2Φ
dφ2

= 0 (14.1.3)

两边同乘以
r2

ΘΦR
，并移项，得到

1
R

∂

dr

(
r2 dR

dr

)
= − 1

Θ sin θ

d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
− 1

Φ sin2 θ

d2Φ
dφ2

(14.1.4)

于是
1
R

∂

dr

(
r2 dR

dr

)
= l(l + 1) (14.1.5a)

1
Θ sin θ

d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
+

1
Φ sin2 θ

d2Φ
dφ2

= −l(l + 1) (14.1.5b)

其中, l 是分离常数，一般为实数。方程 (14.1.5a) 为欧拉方程，它的通解为

R(r) = Alr
l + Bl

1
rl+1

(14.1.6)
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其中, Al 和 Bl 是任意常数。给方程 (14.1.5b) 两边同乘以 sin2 θ，并移项，得到

1
Θ

sin θ
d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
− l(l + 1) sin2 θ = − 1

Φ
d2Φ
dφ2

(14.1.7)

于是

− 1
Φ

d2Φ
dφ2

= m2 (14.1.8a)

1
Θ

sin θ
d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
− l(l + 1) sin2 θ = m2 (14.1.8b)

其中, m 是另一个分离常数。方程 (14.1.8a) 的通解为

Φ(φ) = B1 cos mφ + B2 sinmφ (14.1.9)

方程 (14.1.8b) 是连带勒让德方程。令 x = cos θ，y(x) = Θ(θ)，则

dΘ
dθ

= − sin θ
dΘ
dx

,
d2Θ
dθ2

= − cos θ
dΘ
dx

+ sin2 θ
d2Θ
dx2

(14.1.10)

于是方程 (14.1.8b) 变为

(1− x2)y′′ − 2xy′ +
[
l(l + 1)− m2

sin2 θ

]
y = 0 (14.1.11a)

即

(1− x2)y′′ − 2xy′ +
[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
y = 0 (14.1.11b)

当 m = 0 时，式 (14.1.8b) 和式 (14.1.11b) 分别约化为

1
sin θ

d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
= l(l + 1)Θ (14.1.12)

和

(1− x2)y′′ − 2xy′ + l(l + 1)y = 0 (14.1.13)

方程式 (14.1.12) 或式 (14.1.13) 就是勒让德方程。

14.2 勒让德多项式

现在我们求解勒让德方程 (14.1.13)，由式 (13.1.9c)写出它的施图姆–刘维尔形

式
d
dx

[
(1− x2)

dy

dx

]
+ l(l + 1)y = 0 (14.2.1)

可以看出，方程 (14.2.1)是算符 − d
dx

[
(1− x2)

dy

dx

]
的本征方程，本征值为 l(l +1)。
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设方程 (14.1.13) 在 x = 0 处有幂级数解

y =
∞∑

k=0

Ckxk = C0 + C1x + C2x
2 + · · · (14.2.2)

其中, Ck(k = 0, 1, 2, · · · ) 是系数。对式 (14.2.2) 求导数，得到

y′ =
∞∑

k=1

kCkxk−1 (14.2.3a)

y′′ =
∞∑

k=2

k(k − 1)Ckxk−2 (14.2.3b)

在式 (14.2.3a) 中，因为求和的第一项 (k = 0) 为零，故求和实际从 k = 1 开始。同

理，在式 (14.2.3b) 中, 因为求和的前两项 (k = 0, 1) 均为零，故求和实际从 k = 2

开始。将式 (14.2.2) 和式 (14.2.3) 代入式 (14.1.13)，得到

∞∑

k=2

k(k − 1)Ckxk−2 −
∞∑

k=2

k(k − 1)Ckxk−
∞∑

k=1

2kCkxk + l(l + 1)
∞∑

k=0

Ckxk

=
∞∑

k=2

k(k − 1)Ckxk−2 −
∞∑

k=0

[k(k + 1)− l(l + 1)]Ckxk

(k − 2 = m)

=
∞∑

m=0

(m + 2)(m + 1)Cm+2x
m −

∞∑

k=0

(k − l)(k + l + 1)Ckxk

=
∞∑

k=0

[(k + 2)(k + 1)Ck+2 − (k − l)(k + l + 1)Ck]xk = 0

上式中参与求和的各项是相互独立的，因此求和为零的必要充分条件是任意项 xk

的系数为零，即

(k + 2)(k + 1)Ck+2 − (k − l)(k + l + 1)Ck = 0 (14.2.4)

这是系数所满足的关系式，可以写成

Ck+2 =
(k − l)(k + l + 1)

(k + 2)(k + 1)
Ck (k = 0, 1, 2, · · · ) (14.2.5)

这是一个双间隔系数递推公式，我们由 C0 开始递推，得到

k = 0 : C2 =
(0− l)(0 + l + 1)

2 · 1 C0 = − l(l + 1)
2!

C0

k = 2 : C4 =
(2− l)(l + 3)

4 · 3 C2 =
(l − 2)l(l + 1)(l + 3)

4!
C0
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k = 4 : C6 = − (l − 4)(l − 2)l(l + 1)(l + 3)(l + 5)
6!

C0

· · · · · ·

可以看出，每个系数都含有 C0，将 C0, C2, C4, C6, · · · 代入式 (14.2.2)，得到偶数

幂的集合 C0y0(x)，其中

y0(x) =1− l(l + 1)
2!

x2 +
(l − 2)l(l + 1)(l + 3)

4!
x4

− (l − 4)(l − 2)l(l + 1)(l + 3)(l + 5)
6!

x6

+
(l − 6)(l − 4)(l − 2)l(l + 1)(l + 3)(l + 5)(l + 7)

8!
x8 − · · ·

(14.2.6a)

进而我们利用式 (14.2.5) 由 C1 开始递推，得到

k = 1 : C3 =
(1− l)(l + 2)

3 · 2 C1 = − (l − 1)(l + 2)
3!

C1

k = 3 : C5 =
(3− l)(l + 4)

5 · 4 C3 =
(l − 3)(l − 1)(l + 2)(l + 4)

5!
C1

k = 5 : C7 = − (l − 5)(l − 3)(l − 1)(l + 2)(l + 4)(l + 6)
7!

C1

· · · · · ·

可以看出，每个系数都含有 C1，将 C1, C3, C5, · · · 代入式 (14.2.2)，得到奇数幂的

集合 C1y1(x)，其中

y1(x) =x− (l − 1)(l + 2)
3!

x3 +
(l − 3)(l − 1)(l + 2)(l + 4)

5!
x5

− (l − 5)(l − 3)(l − 1)(l + 2)(l + 4)(l + 6)
7!

x7 + · · ·
(14.2.6b)

显然, y0(x) 和 y1(x) 线性独立的。这样我们得到式 (14.1.13) 的通解

y(x) = C0y0(x) + C1y1(x) (14.2.7)

我们的结论是，勒让德方程 (14.1.13) 作为二阶常微分方程有两个线性独立的解

y0(x) 和 y1(x)，称为勒让德函数，而 C0 和 C1 是两个线性无关的常数。

我们进一步讨论勒让德函数 y0(x) 和 y1(x) 的收敛性。按照达朗贝尔判别

法，y0(x) 和 y1(x) 的收敛半径均为

R = lim
k→∞

∣∣∣∣
Ck

Ck+2

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣
(k + 2)(k + 1)

(k − l)(k + l + 1)

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣

(
1 +

2
k

)(
1 +

1
k

)

(
1− l

k

)(
1 +

l + 1
k

)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

(14.2.8)
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这表示勒让德函数在 |x| < 1 内收敛。

图 14.1 勒让德函数在 l(l + 1) = 3/4

时的行为

可以一般地证明：勒让德函数在边界 x =

±1上是无界的。图 14.1作为一个例子显示了

勒让德函数 y0(x)和 y1(x)在 l(l+1) = 3/4时

的行为，可以看出它们分别在 x = ±1 是无界

的。在实际应用中，需要勒让德函数在 x = ±1

是有界的，为此我们考虑将无穷级数 (14.2.6a)

和 (14.2.6b)截断，使它们变成多项式，而多项

式一定是有界的。

观察式 (14.2.6a) 中的系数可以发现，一

旦一个因子在系数中出现，则这个因子会出

现在后面的每一个系数中。例如，因子 l − 2

在 x4 的系数中出现后，在 x6，x8, · · · 系数中
均会出现。这样如果取 l = 2，则式 (14.2.6a) 被截断变成二项式 y0(x) = 1 − 3x2。

显然，如果取 l = 0, 2, 4, · · · , l(l 是偶数)，则 y0(x) 变成 l 次多项式

y0(x) = C0 + C2x
2 + C4x

4 + · · ·+ Clx
l (l 为偶数) (14.2.9a)

同理，在式 (14.2.6b) 中，如果取 l = 1, 3, 5, · · · , l(l 是奇数)，则 y1(x) 变成 l 次多

项式

y1(x) = C1x + C3x
3 + C5x

5 + · · ·+ Clx
l (l 为奇数) (14.2.9b)

当 l 取负整数也可以截断无穷级数 (14.2.6a) 和 (14.2.6b)。例如，在式 (14.2.6a) 中

取 l = −3，同样得到 y0(x) = 1− 3x2，这意味着 l 取负整数截断无穷级数后没有给

出新的结果。这样我们得到结论：当勒让德方程 (14.1.13) 中的实数 l 限于

l = 0, 1, 2, · · · (14.2.10)

时，它的解是多项式 (14.2.9)。

现在我们进一步确定式 (14.2.9) 中的系数。如果最高次幂的系数 Cl 被确定，

按照递推公式 (14.2.5) 可以推出系数 Cl−2，Cl−4，· · · 这意味着所有系数都能依次
确定。原则上 Cl 是一个任意常数，不过如果取

Cl =
(2l)!

2l(l!)2
(14.2.11)

勒让德多项式 (14.2.9) 将呈现最简洁的形式。现在我们由式 (14.2.11) 推出较低次

幂的系数，为此将式 (14.2.5) 写为

Ck = − (k + 2)(k + 1)
(l − k)(k + l + 1)

Ck+2 (k = 0, 1, 2, · · · , l − 2) (14.2.12)
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则有

Cl−2 = − l(l − 1)
2(2l − 1)

Cl = − l(l − 1)
2(2l − 1)

(2l)!
2l(l!)2

= − (2l − 2)!
2l(l − 1)!(l − 2)!

(14.2.13)

类似地

Cl−4 = − (l − 2)(l − 3)
4(2l − 3)

Cl−2 =
(2l − 4)!

2l2!(l − 2)!(l − 4)!
(14.2.14)

一般项为

Cl−2m = (−1)m (2l − 2m)!
2lm!(l −m)!(l − 2m)!

(
m = 0, 1, 2 · · · l

2

)
(14.2.15)

特别是常数项为

C0 = (−1)
l
2

l!

2l

[(
l

2

)
!
]2

(
m =

l

2

)
(14.2.16)

利用通项公式 (14.2.15)，多项式解 (14.2.9) 被写为

Pl(x) =
1
2l

M∑
m=0

(−1)m (2l − 2m)!
m!(l −m)!(l − 2m)!

xl−2m (14.2.17)

它称为 l 阶勒让德多项式，其中，M 是求和指标 m 的最大值 (M = l/2)。由于 M

必须是自然数，所以将它写成

M =





l

2
(l = 0, 2, 4, · · · )

l − 1
2

(l = 1, 3, 5, · · · )
(14.2.18)

这样在任何情况下，M 的取值为M = 0, 1, 2, 3, · · · 注意在勒让德多项式 (14.2.17)

中，求和指标 m 的最小值 m = 0 相应于最高次幂 xl [它的系数由式 (14.2.11) 确

定]，而它的最大值 m = M 相应于常数项 [由式 (14.2.16) 确定]。

前几阶勒让德多项式 (图 14.2) 是

P0(x) = 1

P2(x) =
1
2

(
3x2 − 1

)

P4(x) =
1
8

(
35x4 − 30x2 + 3

)

P1(x) = x

P3(x) =
1
2

(
5x3 − 3x

)

P5(x) =
1
8

(
63x5 − 70x3 + 15x

)

可以看出，当 l 为偶数时，Pl(x)为偶函数；当 l 为奇数时，Pl(x)为奇函数。对

于任意阶勒让德多项式，恒有 Pl(1) = 1，这样的简洁性来自式 (14.2.11) 的规定。
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图 14.2 前几阶勒让德多项式

至此我们得到了勒让德方程 (14.1.13) 在 x = ±1 收敛的解，即 l 阶勒让德多

项式 (14.2.17)。但通解 (14.2.7) 包含两个线性无关的解，另一个解呢？事实上，在

截断无穷级数 (14.2.6) 的过程中，当 l 为偶数时，式 (14.2.6a) 的无穷级数 y0(x) 被

截断成为多项式 (14.2.9a)，但 y1(x) 仍是无穷级数 [记为 Y1(x)]；同样，当 l 为奇

数时，式 (14.2.6b)的无穷级数 y1(x)被截断成为多项式 (14.2.9b)，但 y0(x)仍是无

穷级数 [记为 Y0(x)]。多项式 (14.2.9a) 和 (14.2.9b) 组合起来构成 l 阶勒让德多项

式 Pl(x)，而 Y0(x) 与 Y1(x) 的组合表示为 Ql(x)，Ql(x) 在 |x| < 1 是收敛的，在

x = ±1 是发散的，它称为第二类勒让德函数。因此勒让德方程 (14.1.13) 的通解为

y(x)= A [y0(x) + y1(x)] + B [Y0(x) + Y1(x)]

= APl(x) + BQl(x)
(14.2.19)

例 1 求下列微分方程的通解

(1− x2)y′′ − 2xy′ + 12y = 0 (14.2.20)

解 与勒让德方程 (14.1.13) 相比较，可以看出，方程 (14.1.20) 是 l = 3 的勒

让德方程。它的通解由式 (14.2.19) 表示为

y(x) = AP3(x) + BQ3(x) (14.2.21)

由于 l 是奇数，无穷级数解 Q3(x) 由式 (14.2.6a) 给出为
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Q3(x) = 1− 6x2 + 3x4 +
4
5
x6 − · · · (14.2.22)

于是通解 (14.2.21) 变为

y(x) = A

[
1
2

(
5x3 − 3x

)]
+ B

(
1− 6x2 + 3x4 +

4
5
x6 − · · ·

)
(14.2.23)

例 2 证明：l 阶勒让德多项式 Pl(x) 可以写成下列形式

Pl(x) =
(2l − 1)(2l − 3) · · · 3 · 1

l!

·
[
xl − 1

2
l(l − 1)
(2l − 1)

xl−2 +
1

2 · 4
l(l − 1)(l − 2)(l − 3)

(2l − 1)(2l − 3)
xl−4 − · · ·

] (14.2.24)

证明 从递推公式 (14.2.5) 出发，即

Ck+2 =
(k − l)(k + l + 1)

(k + 2)(k + 1)
Ck (k = 0, 1, 2, · · · ) (14.2.25)

在式 (14.2.25) 中取 l = k = 0, 1, 2, · · · 则由 Cl 6= 0 得到 Cl+2 = 0，由此得到

Cl+4 = Cl+6 = · · · = 0。这样幂级数解 (14.2.2) 变为多项式

y(x) = Clx
l + Cl−2x

l−2 + · · · (14.2.26)

将递推公式 (14.2.5) 写成

Ck−2 = − k(k − 1)
(l − k + 2)(k + l − 1)

Ck (14.2.27)

由式 (14.2.27) 推出

Cl−2 = −1
2

l(l − 1)
(2l − 1)

Cl

Cl−4 = −1
4

(l − 2)(l − 3)
(2l − 3)

Cl−2 =
1

2 · 4
l(l − 1)(l − 2)(l − 3)

(2l − 1)(2l − 3)
Cl

· · · · · ·

这些系数有公因子 Cl，为了使 P (1) = 1 取

Cl =
(2l − 1)(2l − 3) · · · 3 · 1

l!
(14.2.28)

将 Cl ，Cl−2 ，Cl−4, · · · 代入式 (14.2.26)，得到

y(x) =
(2l − 1)(2l − 3) · · · 3 · 1

l!

·
[
xl − 1

2
l(l − 1)
(2l − 1)

xl−2 +
1

2 · 4
l(l − 1)(l − 2)(l − 3)

(2l − 1)(2l − 3)
xl−4 − · · ·

] (14.2.29)
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这就是勒让德方程 (14.1.13) 的多项式解，它与 l 阶勒让德多项式 Pl(x) 是相同的

[式 (14.2.29) 的前几阶给出如图 14.2 所示的曲线]，因此式 (14.2.17) 可以写成式

(14.2.24) 的形式。

例 3 求解轴对称系统 (如位于 z 轴上的点电荷) 在空间的电位分布。

解 自由空间的电位分布由拉普拉斯方程 (14.1.1)描述。对于轴对称问题，电

位分布与 φ 无关，可表示为 u(r, θ)，它满足方程

1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
= 0 (14.2.30)

设方程 (14.2.30) 有变量分离的形式解

u(r, θ) = R(r)Θ(θ) (14.2.31)

将式 (14.2.31) 代入式 (14.2.30)，得到

1
R

∂

dr

(
r2 dR

dr

)
= − 1

Θ sin θ

d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
= l(l + 1) (14.2.32)

其中, l 是分离常数。由式 (14.2.32) 得到

1
R

∂

dr

(
r2 dR

dr

)
= l(l + 1) (14.2.33a)

1
Θ sin θ

d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
= −l(l + 1) (14.2.33b)

其中, (14.2.33a) 是欧拉方程，它的通解为

R(r) = Alr
l + Bl

1
rl+1

(14.2.34)

而式 (14.2.33b) 为勒让德方程 [式 (14.1.12)]，它的多项式解为 Θ(θ) = Pl(cos θ)。故

本征解 (14.2.31) 为

ul(r, θ) =
(

Alr
l + Bl

1
rl+1

)
Pl(cos θ) (14.2.35)

而一般解为

u(r, θ) =
∞∑

l=0

(
Alr

l + Bl
1

rl+1

)
Pl(cos θ) (14.2.36)

这就是轴对称系统在空间的电位分布。
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14.3 勒让德多项式的基本性质

14.3.1 微分表示

本节我们首先推导出 l阶勒让德多项式 Pl(x)的微分表示，即罗德里格斯 (Ro-

drigues) 公式

Pl(x) =
1

2ll!
dl

dxl
(x2 − 1)l (14.3.1)

方法 1 用二项式定理

(a + b)l =
l∑

m=0

(
l

m

)
al−mbm =

l∑
m=0

l!
(l −m)!m!

al−mbm (14.3.2)

将 (x2 − 1)l 展开

1
2ll!

(x2 − 1)l =
1

2ll!

l∑
m=0

(−1)ml!
(l −m)!m!

(x2)l−m

=
l∑

m=0

(−1)m

2lm!(l −m)!
x2l−2m

⇒ x2l + x2l−2 + · · ·+ xl + xl−1 + · · ·+ x + 1

接下来将对上式求 l 次导数，xl−1 及其后面的项将为零，只需考虑 2l − 2m > l 的

项，即 m 6 l/2。这样上式的求和只需考虑到 m = l/2 项，再利用式 (14.2.18) 的表

示，我们有

1
2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l =

dl

dxl

[
M∑

m=0

(−1)m

2lm!(l −m)!
x2l−2m

]

=
M∑

m=0

(−1)m (2l − 2m)(2l − 2m− 1) · · · (l − 2m + 1)
2lm!(l −m)!

xl−2m

=
M∑

m=0

(−1)m (2l − 2m)(2l − 2m− 1) · · · (l − 2m + 1)(l − 2m)!
2lm!(l −m)!(l − 2m)!

xl−2m

=
M∑

m=0

(−1)m (2l − 2m)!
2lm!(l −m)!(l − 2m)!

xl−2m = Pl(x)

方法 2 对勒让德多项式 (14.2.24) 从 0 到 x 积分 l 次，得到
∫ x

0

· · · · · ·
∫ x

0︸ ︷︷ ︸
l 次

Pl(x)dx =
(2l − 1)(2l − 3) · · · 3 · 1

(2l)!

[
x2l − lx2l−2 +

l(l − 1)
2!

x2l−4 − · · ·
]
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=
(2l − 1)(2l − 3) · · · 3 · 1

(2l)(2l − 1)(2l − 2) · · · 2 · 1(x2 − 1)l

=
1

2ll!
(x2 − 1)l

对它微分 l 次，便得到式 (14.3.1)。

14.3.2 积分表示

根据复变函数论中的柯西积分公式

f (l)(z) =
l!

2πi

∮

C

f(ξ)
(ξ − z)l+1

dξ (14.3.3)

Pl(x) 的微分表示又可以变为积分表示

Pl(x) =
1

2ll!
dl

dxl
(x2 − 1)l =

1
2l2πi

∮

C

(ξ2 − 1)l

(ξ − x)l+1
dξ (14.3.4)

其中, C 是 ξ 平面上围绕 ξ = x 点的任一闭合回路，积分 (14.3.4) 称为施列夫利

(Schläfli) 积分。

施列夫利积分也可以表示为定积分的形式。为此，在式 (14.3.4)中将积分回路

C 选成以 ξ = x 为圆心，以
√

x2 − 1 为半径的圆周，其中 |x| > 1。如图 14.3 所示。

这样，在 C 上有

图 14.3 积分回路 C

ξ − x =
√

x2 − 1eiφ (0 6 φ 6 2π) (14.3.5a)

于是

dξ = i
√

x2 − 1eiφdφ = i(ξ − x)dφ (14.3.5b)

另外

ξ2 − 1 = (x +
√

x2 − 1eiφ)2 − 1
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= (x2 − 1)(1 + ei2φ) + 2x
√

x2 − 1eiφ

= 2
√

x2 − 1eiφ(x +
√

x2 − 1 cos φ)

= 2(ξ − x)(x +
√

x2 − 1 cos φ) (14.3.5c)

将式 (14.3.5) 代入式 (14.3.4) 得到

Pl(x) =
1
2π

∫ 2π

0

(x +
√

x2 − 1 cos φ)ldφ

=
1
2π

∫ π

−π
(x +

√
x2 − 1 cos φ)ldφ

=
1
π

∫ π

0

(x +
√

x2 − 1 cos φ)ldφ (14.3.6)

这就是勒让德多项式 Pl(x) 的积分表示。

14.3.3 生成函数

下面我们计算勒让德多项式的生成函数。

方法 1 由二项式定理

(1 + v)p =
∞∑

k=0

p!
(p− k)!k!

vk

= 1 + pv +
p(p− 1)

2!
v2 +

p(p− 1)(p− 2)
3!

v3 + · · · ( |v| < 1) (14.3.7)

它的收敛半径为

R = lim
k→∞

∣∣∣∣
Ck

Ck+1

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣
k + 1
p− k

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣∣∣∣

1 +
1
k

p

k
− 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 1 (14.3.8)

取 p = −1
2
，我们得到

1√
1 + v

=
∞∑

k=0

(−1)k (2k)!
22k(k!)2

vk (|v| < 1) (14.3.9)

令 v = −2rx + r2，我们有

1√
1− 2rx + r2

= [1− r(2x− r)]−1/2

= 1 +
1
2
r(2x− r) +

1 · 3
2 · 4r2(2x− r)2 +

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6r3(2x− r)3 + · · ·

在展开式中, rl 的系数是
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1 · 3 · 5 · · · (2l − 1)
2 · 4 · 6 · · · 2l

(2x)l − 1 · 3 · 5 · · · (2l − 3)
2 · 4 · 6 · · · (2l − 2)

· (l − 1)
1!

(2x)l−2

+
1 · 3 · 5 · · · (2l − 5)
2 · 4 · 6 · · · (2l − 4)

· (l − 2)(l − 3)
2!

(2x)l−4

− · · · (14.3.10)

它也可以写成

1 · 3 · 5 · · · (2l − 1)
l!

[
xl − l(l − 1)

2(2l − 1)
xl−2 +

l(l − 1)(l − 2)(l − 3)
2 · 4(2l − 1)(2l − 3)

xl−4 − · · ·
]

(|x| 6 1)

(14.3.11)

这就是如式 (14.2.24) 所示的 l 阶勒让德多项式，因此勒让德多项式的生成函数为

1√
1− 2rx + r2

=
∞∑

l=0

Pl(x)rl (|x| 6 1, |r| < 1) (14.3.12)

注意，对于 |x| 6 1，有 |Pl(x)| 6 1，所以这个级数对于 x和 r 的所有给定的值是收

敛的。

方法 2 考虑复变函数

w(x, z) =
1√

1− 2zx + z2
(14.3.13)

其中, z 是复变量，x(x = cos θ) 为绝对值不大于 1 的参数，这样 w(x, z) 在单位圆

|z| < 1 内是解析函数。于是由复变函数论可知，当 |z| < 1 时，w(x, z) 可以展开为

w(x, z) =
(
1− 2zx + z2

)−1/2
=

∞∑

l=0

Cl(x)zl (14.3.14)

其中, 展开系数为

Cl(x) =
1

2πi

∮

C

(
1− 2zx + z2

)−1/2

zl+1
dz (14.3.15)

这里 C 是单位圆内包围原点 z = 0 的任一封闭曲线。现在我们证明式 (14.3.14) 中

的展开系数 Cl(x) 就是 l 阶勒让德多项式 Pl(x)。为此，引入变换

(
1− 2zx + z2

)1/2
= 1− zξ (14.3.16)

其中, ξ 是复变量。这样

z =
2(ξ − x)
ξ2 − 1

(14.3.17a)

dz = 2
2ξx− 1− ξ2

(ξ2 − 1)2
dξ (14.3.17b)
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1
1− zξ

=
ξ2 − 1

2ξx− 1− ξ2
(14.3.17c)

显然，z 平面的坐标原点 z = 0 对应 ξ 平面的 ξ = x。这样 z 沿着包围原点 z = 0

的封闭曲线 C 走一圈，就相应于 ξ 在包围 ξ = x 的封闭曲线 C ′ 走一圈。将式

(14.3.17) 代入式 (14.3.15) 得到

Cl(x) =
1

2l2πi

∮

C′

(ξ2 − 1)l

(ξ − x)l+1
dξ (14.3.18)

这正是如式 (14.3.4) 所示的 l 阶勒让德多项式 Pl(x) 的积分表示，于是式 (14.3.14)

变成
1√

1− 2zx + z2
=

∞∑

l=0

Pl(x)zl (14.3.19)

它与方法 1 的结果式 (14.3.12) 是相同的。

方法 3 利用牛顿力学模型讨论三质点间的引力作用。考查水平面上的三个

质点：m1、m 和 m2，它们分别处于固定点 O(0, 0) 和 P (1, 0) 以及任意点 Q(r, θ)，

如图 14.4 所示。按照牛顿万有引力，两个质点间的引力与它们质量的乘积成正比，

与它们距离的平方成反比。我们考查质点 m，它与 m1、m2 之间的引力分别为

F1 =
Gm1m

R2
, F2 =

Gm2m

d2
(14.3.20)

其中, G 是万有引力常数。质点 m 处在 m1 的引力场中具有的势能为

V1 = F1R =
Gm1m

R
(14.3.21a)

同理，质点 m 处在 m2 的引力场中具有的势能为

V2 = F2d =
Gm2m

d
=

Gm2m√
1− 2r cos θ + r2

(14.3.21b)

故质点 m 的势函数为

V (r, θ) = V1 + V2 =
Gm1m

R
+

Gm2m√
1− 2r cos θ + r2

(14.3.22)

选势能零点
Gm1m

R
= 0，设 Gm2m = 1，则势函数变为

V (r, θ) =
1√

1− 2r cos θ + r2
(14.3.23)

取 cos θ = x，则势函数 (14.3.23) 就是勒让德多项式的生成函数 (14.3.12)。
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图 14.4 三质点间的万有引力作用

上述的牛顿力学模型不能给出生成函数按勒让德多项式的级数展开，即式

(14.3.12)，但能够反映生成函数的极限行为。事实上，当 θ = 0 时，三个质点在

一条直线上，质点 m 的势函数与 m2 的位置有关，我们有

V (r, 0) =
1√

(1− r)2
=





1
1− r

(r < 1)

1
r − 1

(r > 1)
(14.3.24)

这是生成函数的一个重要特征。

方法 4 利用静电学方法考查点电荷的电位分布 [式 (12.1.2)]。设电量 q = 4πε

的点电荷位于 z 轴的 z = 1 处，如图 14.5 所示。由于点电荷的电位分布是关于 z

轴对称的 (与 φ 没有关系)，因此空间任意点的电位分布为

u(r, θ) =
1√

1− 2r cos θ + r2
(14.3.25)

在 z 轴上 (θ = 0)，式 (14.3.25) 给出

u(r, 0) =
1√

(1− r)2
=





1
1− r

(r < 1)

1
r − 1

(r > 1)
(14.3.26)

这与生成函数的牛顿力学模型的结果式 (14.3.24) 是相同的。考虑到轴对称系统的

电位分布式 (14.2.36)，式 (14.3.13) 可以写成

u(r, θ) =





∞∑

l=0

Alr
l Pl(cos θ) (r < 1)

∞∑

l=0

Bl
1

rl+1
Pl(cos θ) (r > 1)

(14.3.27)

在 θ = 0[Pl(1) = 1] 时，式 (14.3.27) 应约化为式 (14.3.26)，即
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u(r, 0) =





∞∑

l=0

Alr
l (r < 1)

∞∑

l=0

Bl
1

rl+1
(r > 1)

=





1
1− r

(r < 1)

1
r − 1

(r > 1)
(14.3.28)

我们知道

∞∑

l=0

rl =
1

1− r
(r < 1),

∞∑

l=0

1
rl+1

=
1

r − 1
(r > 1) (14.3.29)

故式 (14.3.28) 要求 Al = 1，Bl = 1，这样，由式 (14.3.25) 和式 (14.3.27) 得到

1√
1−2r cos θ+r2

=





∞∑

l=0

rl Pl(cos θ) (r < 1)

∞∑

l=0

1
rl+1

Pl(cos θ) (r > 1)

(14.3.30a)

或

1√
1− 2rx + r2

=





∞∑

l=0

rl Pl(x) (r < 1)

∞∑

l=0

1
rl+1

Pl(x) (r > 1)

(14.3.30b)

式 (14.3.30) 就是一般情况下勒让德多项式的生成函数。

图 14.5 位于 z = 1 的点电荷在空间形成的电位 u(r, θ)

14.3.4 递推公式

常见的勒让德多项式递推公式如下
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n = 1, 2, 3, · · ·
(1) (n + 1)Pn+1(x) = (2n + 1)xPn(x)− nPn−1(x)

(2) Pn(x) = P ′n+1(x)− 2xP ′n(x) + P ′n−1(x)

(3) xP ′n(x)− P ′n−1(x) = nPn(x)

(4) P ′n+1(x)− P ′n−1(x) = (2n + 1)Pn(x)

(5) nP ′n+1(x) + (n + 1)P ′n−1(x) = (2n + 1)xP ′n(x)

· · · · · ·
n = 0, 1, 2, · · ·
(6) P ′n+1(x) = (n + 1)Pn(x) + xP ′n(x)

· · · · · ·
证明 公式 (1)：对生成函数 (14.3.12) 两边关于 r 求导数，得到

−1
2

(
1− 2rx + r2

)−3/2
(−2x+2r) =

x− r

( 1− 2rx + r2)3/2
=

∞∑

l=1

lrl−1 Pl(x) (14.3.31)

两边同乘以 (1− 2rx + r2)，得到

x− r√
1− 2rx + r2

=
(

1− 2rx + r2
) ∞∑

l=1

lrl−1 Pl(x) (14.3.32)

利用式 (14.3.12)，式 (14.3.32) 写为

(x− r)
∞∑

l=0

rl Pl(x) =
(

1− 2rx + r2
) ∞∑

l=1

lrl−1 Pl(x) (14.3.33)

整理后得
∞∑

l=0

(2l + 1)xrl Pl(x) =
∞∑

l=1

lrl−1 Pl(x) +
∞∑

l=0

(l + 1)rl+1 Pl(x) (14.3.34)

在式 (14.3.34) 右边的两个求和中，分别令 n = l − 1 和 n = l + 1，得到
∞∑

n=0

(2n + 1)xrn Pn(x) =
∞∑

n=0

(n + 1)rn Pn+1(x) +
∞∑

n=0

nrn Pn−1(x) (14.3.35)

两边比较 rn 的系数得到

(2n + 1)xPn(x) = (n + 1)Pn+1(x) + nPn−1(x) (14.3.36)

这就是递推公式 (1)。

证明 公式 (2)：对生成函数 (14.3.12) 两边关于 x 求导数，得到

−1
2

(
1− 2rx + r2

)−3/2
(−2r) =

r

( 1− 2rx + r2)3/2
=

∞∑

l=0

rl P ′l (x) (14.3.37)
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两边同乘以 (1− 2rx + r2)，得到

r√
1− 2rx + r2

=
(

1− 2rx + r2
) ∞∑

l=0

rlP ′l (x) (14.3.38)

利用式 (14.3.12)，式 (14.3.38) 写为

r
∞∑

l=0

Pl(x)rl =
(

1− 2rx + r2
) ∞∑

l=0

rlP ′l (x) (14.3.39)

整理后得
∞∑

n=1

Pn(x)rn+1 + 2x

∞∑
n=1

rn+1P ′n(x) =
∞∑

n=1

rn+1P ′n+1(x) +
∞∑

n=1

rn+1P ′n−1(x) (14.3.40)

两边比较 rn+1 的系数得

Pn(x) + 2xP ′n(x) = P ′n+1(x) + P ′n−1(x) (14.3.41)

这就是递推公式 (2)。

证明 公式 (3)：式 (14.3.31) 两边同乘以 r，得到

r(x− r)

( 1− 2rx + r2)3/2
=

∞∑

l=1

lrl Pl(x) (14.3.42a)

式 (14.3.37) 两边同乘以 (x− r)，得到

r(x− r)

( 1− 2rx + r2)3/2
= (x− r)

∞∑

l=0

rl P ′l (x) (14.3.42b)

式 (14.3.42) 的两式比较得到
∞∑

l=1

lrl Pl(x) = (x− r)
∞∑

l=0

rl P ′l (x) (14.3.43)

整理后得
∞∑

n=1

nrnPn(x) = x
∞∑

n=1

rn P ′n(x) −
∞∑

n=1

rn P ′n−1(x) (14.3.44)

两边比较 rn 的系数得到

nPn(x) = xP ′n(x)− P ′n−1(x) (14.3.45)

这就是递推公式 (3)。

证明 公式 (4)：对式 (14.3.36) 两边关于 x 求导数，得到

(2n + 1)Pn(x) + (2n + 1)xP ′n(x) = (n + 1)P ′n+1(x) + nP ′n−1(x) (14.3.46)

由式 (14.3.45) 与式 (14.3.46) 消去 xP ′n(x)，得到
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(2n + 1)Pn(x) = P ′n+1(x)− P ′n−1(x) (14.3.47)

这就是这就是递推公式 (4)。

证明 公式 (5)：由式 (14.3.41) 与式 (14.3.46) 消去 Pn(x)，得到

nP ′n+1(x) + (n + 1)P ′n−1(x) = (2n + 1)xP ′n(x) (14.3.48)

这就是递推公式 (5)。

证明 公式 (6)：由式 (14.3.45) 与式 (14.3.46) 消去 P ′n−1(x)，得到

(n + 1)Pn(x) = P ′n+1(x)− xP ′n(x) (14.3.49)

这就是递推公式 (6)。

以上的证明方法都是利用生成函数，下面我们介绍另一种方法，用之证明递推

公式 (1), (4), (6)。

证明 令 u = x2 − 1，并采用符号 Dn ≡ dn

dxn
，我们有

Dun+1 = 2(n + 1)xun

D2un+1 = D [2(n + 1)xun] = 2(n + 1)
[
un + 2x2nun−1

]

= 2(n + 1)
[
un + 2(u + 1)nun−1

]

= 2(n + 1)
[
2nun−1 + (2n + 1)un

]

这样

Dn+1
(
un+1

)
= Dn−1D2

(
un+1

)

= 4n(n + 1)Dn−1
(
un−1

)
+ 2(n + 1)(2n + 1)Dn−1un (14.3.50)

将罗德里格斯公式 (14.3.1) 写为

Pn(x) =
1

2nn!
Dnun (14.3.51)

由式 (14.3.50) 得到

Pn+1(x) =
1

2n+1(n + 1)!
Dn+1

(
un+1

)

=
1

2n+1(n + 1)!
[
4n(n + 1)Dn−1

(
un−1

)
+ 2(n + 1)(2n + 1)Dn−1un

]

=
Dn−1

(
un−1

)

2n−1(n− 1)!
+

(2n + 1)Dn−1un

2nn!

= Pn−1(x) +
(2n + 1)Dn−1un

2nn!
(14.3.52)

现在利用莱布尼茨的乘积微分法则

dn

dxn
(f · g) =

n∑

k=0

n!
(n− k)!k!

dkf

dxk

dn−kg

dxn−k
(14.3.53)
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计算 Dn (xun)，求和中只有前两项是非零的，即

Dn (xun) = xDnun + nDn−1un (14.3.54)

写 Dn+1 = DnD，利用式 (14.3.51)，得到

Pn+1(x) =
1

2n+1(n + 1)!
DnD

(
un+1

)

=
1

2n+1(n + 1)!
Dn [2(n + 1)xun]

=
1

2nn!
Dn [xun] =

1
2nn!

[
xDnun + nDn−1un

]

= xPn(x) +
n

2nn!
Dn−1un (14.3.55)

从式 (14.3.52) 和式 (14.3.55) 中消去
1

2nn!
Dn−1un，即得递推公式 (1)。

进一步对式 (14.3.52) 两边求导数，得到

P ′n+1(x) = P ′n−1(x) +
(2n + 1)Dnun

2nn!
(14.3.56)

将式 (14.3.51) 代入式 (14.3.56)，得到

P ′n+1(x) = P ′n−1(x) + (2n + 1)Pn(x) (14.3.57)

这就是递推公式 (4)。

另外对式 (14.3.55) 两边求导数，得到

P ′n+1(x) = Pn(x) + xP ′n(x) +
n

2nn!
Dnun (14.3.58)

将式 (14.3.51) 代入式 (14.3.58)，得到

P ′n+1(x) = (n + 1)Pn(x) + xP ′n(x) (14.3.59)

这就是递推公式 (6)。

14.3.5 例题

例 1 计算：Pl(1)，P ′l (1)，Pl(−1) 和 P ′l (−1)。

解

方法 1 利用勒让德多项式的微分表示式 (14.3.1)。用二项式定理写出

(x2 − 1)l = (x− 1)l [(x− 1) + 2]l

= (x− 1)l
l∑

n=0

l!
n!(l − n)!

2l−n(x− 1)n

=
l∑

n=0

l!
n!(l − n)!

2l−n(x− 1)l+n

代入式 (14.3.1) 得到
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Pl(x) =
1

2ll!
dl

dxl

[
l∑

n=0

l!
n!(l − n)!

2l−n(x− 1)l+n

]

=
dl

dxl

[
l∑

n=0

1
2nn!(l − n)!

(x− 1)l+n

]

=
l∑

n=0

1
2nn!(l − n)!

(l + n)(l + n− 1) · · · (n + 1) · (x− 1)n

=
l∑

n=0

1
n!(l − n)!

(l + n)(l + n− 1) · · · (n + 1) ·
(

x− 1
2

)n

=
l∑

n=0

1
n!(l − n)!

(l + n)!
n!

·
(

x− 1
2

)n

上式除 n = 0 项外，其余各项都含有因子 (x− 1)，而 n = 0 项给出

Pl(1) = 1 (14.3.60a)

进而

P ′l (x) =
l∑

n=0

1
n!(l − n)!

(l + n)!
n!

· n

2

(
x− 1

2

)n−1

=
l∑

n=1

1
n!(l − n)!

(l + n)!
n!

· n

2

(
x− 1

2

)n−1

上式除 n = 1 项外，其余各项都含有因子 (x− 1)，而 n = 1 项给出

P ′l (1) =
l(l + 1)

2
(14.3.60b)

另一方面，用二项式定理写出

(x2 − 1)l = (x + 1)l [(x + 1)− 2]l

= (x + 1)l
l∑

n=0

l!
n!(l − n)!

(−2)l−n(x + 1)n

=
l∑

n=0

l!
n!(l − n)!

(−2)l−n(x + 1)l+n

代入式 (14.3.47) 得到

Pl(x) =
1

2ll!
dl

dxl

[
l∑

n=0

l!
n!(l − n)!

(−2)l−n(x + 1)l+n

]

=
dl

dxl

[
l∑

n=0

(−1)l−n

2nn!(l − n)!
(x + 1)l+n

]



14.3 勒让德多项式的基本性质 · 461 ·

=
l∑

n=0

(−1)l−n

n!(l − n)!
(l + n)!

n!
·
(

x + 1
2

)n

上式除 n = 0 项外，其余各项都含有因子 (x + 1)，而 n = 0 项给出

Pl(−1) = (−1)l (14.3.61a)

进而

P ′l (x) =
l∑

n=0

(−1)l−n

n!(l − n)!
(l + n)!

n!
· n

2

(
x + 1

2

)n−1

=
l∑

n=1

(−1)l−n

n!(l − n)!
(l + n)!

n!
· n

2

(
x + 1

2

)n−1

上式除 n = 1 项外，其余各项都含有因子 (x + 1)，而 n = 1 项给出

P ′l (−1) = (−1)l−1 l(l + 1)
2

(14.3.61b)

方法 2 利用莱布尼茨的乘积微分法则 [与式 (14.3.53) 等价的另一种形式]

dl

dxl
(f · g) =

l∑
n=0

l!
(l − n)!n!

dl−nf

dxl−n

dng

dxn
(14.3.62)

我们有

dl

dxl

[
(x2 − 1)l

]
=

dl

dxl

[
(x + 1)l(x− 1)l

]

=
dl

dxl
(x + 1)l · (x− 1)l +

(
l

1

)
dl−1

dxl−1
(x + 1)l · d

dx
(x− 1)l + · · ·

+

(
l

n

)
dl−n

dxl−n
(x + 1)l · dn

dxn
(x− 1)l + · · ·+ (x + 1)l · dl

dxl
(x− 1)l

在上式中除最后一项外，其余各项都含有 (x− 1) 因子，而最后一项给出

Pl(1) =
1

2ll!
(1 + 1)ll! = 1 (14.3.63a)

另一方面，除第一项外，其余各项都含有 (x + 1) 因子，而第一项给出

Pl(−1) =
1

2ll!
(−2)ll! = (−1)l (14.3.63b)

方法 3 在勒让德多项式的生成函数 (14.3.12) 中取 x = 1，得到

1
1− r

=
∞∑

l=0

Pl(1)rl =
∞∑

l=0

rl (14.3.64)

这里利用了式 (14.3.29)的第一式。两边比较 rl 的系数得到 Pl(1) = 1。另外将生成

函数写成
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1√
1− 2rx + r2

=
1√

1− 2(−r)(−x) + (−r)2
(14.3.65)

与式 (14.3.12) 比较，有

∞∑

l=0

rlPl(x) =
∞∑

l=0

(−r)l Pl(−x) =
∞∑

l=0

rl(−1)l Pl(−x) (14.3.66)

两边比较 rl 的系数，有 Pl(−x) = (−1)lPl(x)，取 x = 1 得到 Pl(−1) = (−1)l。

方法 4 利用勒让德多项式的积分表示式 (14.3.6)，即

Pl(x) =
1
π

∫ π

0

(x +
√

x2 − 1 cos φ)ldφ (14.3.67)

在式 (14.3.67) 中分别取 x = ±1，得到

Pl(1) =
1
π

∫ π

0

dθ = 1 (14.3.68a)

Pl(−1) =
1
π

∫ π

0

(−1)ldθ = (−1)l (14.3.68b)

例 2 计算 P2n(0)，P2n+1(0) 和 P2n(0)− P2n+2(0)。

解 利用勒让德多项式的定义 (14.2.17)，即

Pl(x) =
1
2l

M∑
m=0

(−1)m (2l − 2m)!
m!(l −m)!(l − 2m)!

xl−2m (14.3.69)

当 l 为奇数时，Pl(x) ⇒ xl + xl−2 + · · ·+ x(无常数项)，故

P2n+1(0) = 0 (14.3.70)

当 l 为偶数时，Pl(x) ⇒ xl + xl−2 + · · · + x+ 常数项 Pl(0)。由式 (14.3.69) 看

出，常数项相应于 l = 2m，故

Pl(0) =
(−1)k(2l − 2m)!

2lm!(l −m)!(l − 2m)!
= (−1)

l
2

l!

2l

(
l

2

)
!
(

l

2

)
!

(14.3.71a)

该常数项还可以直接由式 (14.2.16) 给出

C0 = (−1)
l
2

l!

2l

[(
l

2

)
!
]2 (14.3.71b)
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对于偶数 l = 2n，式 (14.3.71) 写为

P2n(0) = (−1)n (2n)!
22n (n!)2

(14.3.72)

得到该结果的另一个方法是在生成函数 (14.3.12) 的两边取 x = 0，并利用式

(14.3.9)，得到

1√
1 + r2

=
∞∑

l=0

Pl(0)rl =
∞∑

n=0

(−1)n (2n)!
22n(n!)2

r2n (14.3.73)

两边比较 rl 的系数 (l = 2n)，立即得到式 (14.3.72)。

得到式 (14.3.72) 最直接的方法是从式 (14.2.24) 写出

P2n(x) =
(4n− 1)(4n− 3) · · · 3 · 1

(2n)!

·




x2n − 1
2

2n(2n− 1)
(4n− 1)

x2n−2+

1
2 · 4

2n(2n− 1)(2n− 2)(2n− 3)
(4n− 1)(4n− 3)

x2n−4 − · · ·




(14.3.74)

它的常数项 P2n(0) 即为式 (14.3.72)。

进而由式 (14.3.72) 得到

P2n+2(0) = (−1)
2n+2

2
(2n + 2)!

22n+2

[(
2n + 2

2

)
!
]2 = −(−1)n (2n + 2)!

22n+2 [(n + 1)!]2
(14.3.75)

于是

P2n(0)− P2n+2(0) = (−1)n

(
4n + 3
n + 1

)
(2n)!

22n+1 (n!)2
(n = 0, 1, 2, · · · ) (14.3.76)

这是一个很有用的公式。

例 3 计算 P ′2n(0) 和 P ′2n+1(0)。

解 当 l 为偶数时，P ′l (x) ⇒ xl + xl−2 + · · ·+ x (无常数项)，故

P ′2n(0) = 0 (14.3.77)

当 l 为奇数时，P ′l (x) ⇒ xl + xl−2 + · · ·+ x2+ 常数项 P ′l (0)。而 P ′l (x) 的常数

项等于 Pl(x) 的一次项 x 的系数 (相应于 l − 2m = 1)，故

P ′l (0) = (−1)m (2l − 2m)!
2lm!(l −m)!(l − 2m)!
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= (−1)
l−1
2

(l + 1)!

2l

(
l − 1

2

)
!
(

l + 1
2

)
!

或

P ′2n+1(0) = (−1)n (2n + 2)!
22n+1n!(n + 1)!

= (2n + 1)P2n(0) (14.3.78)

例 4 计算积分

Il =
∫ 1

0

Pl(x)dx (14.3.79)

解 当 l = 0 时

I0 =
∫ 1

0

P0(x)dx =
∫ 1

0

dx = 1 (14.3.80)

利用式 (14.2.1)，即

d
dx

[
(1− x2)

dPl(x)
dx

]
= −l(l + 1)Pl(x) (14.3.81)

将式 (14.3.79) 写为

Il =
∫ 1

0

Pl(x)dx = − 1
l(l + 1)

∫ 1

0

d
[
(1− x2)

dPl(x)
dx

]

= − 1
l(l + 1)

[
(1− x2)

dPl(x)
dx

]1

0

=
1

l(l + 1)
P ′l (0)

利用式 (14.3.77) 和式 (14.3.78)，得到

I2n = 0 (n = 1, 2, 3 · · · ) (14.3.82a)

I2n+1 = (−1)n (2n)!
22n+1n!(n + 1)!

(n = 0, 1, 2 · · · ) (14.3.82b)

式 (14.3.80) 和式 (14.3.82) 就是积分式 (14.3.79) 的结果。式 (14.3.82a) 表明，偶数

阶勒让德多项式 P2n(x) 在区间 [−1, 1] 上的正、负面积相等 [P0(x) = 1 除外]。

得出式 (14.3.82b) 的另一个方法是利用递推公式 (4)，即

P ′2n+2(x)− P ′2n(x) = (4n + 3)P2n+1(x) (14.3.83)

从而积分式 (14.3.79) 为

I2n+1 =
∫ 1

0

P2n+1(x)dx
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=
1

(4n + 3)

∫ 1

0

[
P ′2n+2(x)− P ′2n(x)

]
dx

=
1

(4n + 3)
[P2n+2(1)− P2n+2(0)− P2n(1) + P2n(0)]

=
1

(4n + 3)
[P2n(0)− P2n+2(0)]

= (−1)n (2n)!
22n+1 (n + 1) (n!)2

这里用到了式 (14.3.76)。

例 5 设 f(x) 是一个 k 次多项式，试证明当 0 < k < l 时，f(x) 与 l 阶勒让

德多项式 Pl(x) 在 [−1, 1] 上正交，即
∫ 1

−1

f(x)Pl(x)dx = 0 (14.3.84)

证明 利用勒让德多项式的微分表示式 (14.3.1)，即

Pl(x) =
1

2ll!
dl

dxl
(x2 − 1)l (14.3.85)

我们有
∫ 1

−1

f(x)Pl(x)dx =
1

2ll!

∫ 1

−1

f(x)
dl

dxl
(x2 − 1)ldx

=
1

2ll!

∫ 1

−1

f(x)d
[

dl−1

dxl−1
(x2 − 1)l

]

=
1

2ll!

[
f(x)

dl−1

dxl−1
(x2 − 1)l

]1

−1

− 1
2ll!

∫ 1

−1

f ′(x)
dl−1

dxl−1
(x2 − 1)ldx

上式右端第一项为零 [因为含有因子 (x2 − 1)]。对第二项用分部积分法积分 (k− 1)

次，注意到 f(x) 是一个 k 次多项式，微分 k 次后变成常数 f (k)。而由于 k < l，微

分 k 次后 Pl(x) 仍然是 x 的函数。于是上式变为
∫ 1

−1

f(x)Pl(x)dx = (−1)k 1
2ll!

∫ 1

−1

f (k) dl−k

dxl−k
(x2 − 1)ldx

= (−1)k f (k)

2ll!

∫ 1

−1

dl−k

dxl−k
(x2 − 1)ldx

= (−1)k f (k)

2ll!

∫ 1

−1

d
[

dl−k−1

dxl−k−1
(x2 − 1)l

]

= (−1)k f (k)

2ll!

[
f(x)

dl−k−1

dxl−k−1
(x2 − 1)l

]1

−1

= 0

这表示 f(x) 与 l 阶勒让德多项式 Pl(x) 在 [−1, 1] 上是正交的。
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14.4 勒让德多项式的正交完备性

14.4.1 正交性

由式 (14.2.1) 写出勒让德方程的施图姆–刘维尔形式

d
dx

[
(1− x2)

dPl(x)
dx

]
= −l(l + 1)Pl(x) (14.4.1)

方程 (14.4.1) 具有边界条件 [式 (14.3.48)]

Pl(1) = 1, P ′l (1) =
l(l + 1)

2
(14.4.2a)

Pl(−1) = (−1)l, P ′l (−1) = (−1)l−1 l(l + 1)
2

(14.4.2b)

为了讨论 Pl(x) 的正交性，将式 (14.4.2) 代入式 (9.1.7) 的 Q 因子，得到

Q = k(1) [Pl(1)P ′m(1)− Pm(1)P ′l (1)]− k(−1) [Pl(−1)P ′m(−1)− Pm(−1)P ′l (−1)]

= k(1)
[
m(m + 1)

2
− l(l + 1)

2

]
− k(−1)(−1)l+m−1

[
m(m + 1)

2
− l(l + 1)

2

]

其中, k(x) = 1− x2，故 k(1) = 0，k(−1) = 0，这导致 Q = 0。因此勒让德多项式满

足正交性 ∫ 1

−1

Pl(x)Pm(x)dx = 0 (l 6= m) (14.4.3)

关系式(14.4.3)从 14.3.5节例 5的结果是容易证明的。事实上，
∫ 1

−1

Pl(x)Pm(x)dx

中的 Pl(x) 和 Pm(x) 分别是 l 阶和 m 阶多项式。如果 l < m，Pl(x) 相应于式

(14.3.84)中的 f(x)，积分结果为零；反之如果 m < l，Pm(x) 相应于式 (14.3.84)中

的 f(x)，积分结果也为零。因此，只要 l 6= m，就有

∫ 1

−1

Pl(x)Pm(x)dx = 0。

其实，勒让德多项式的正交性从方程 (14.4.1) 可以直接看出来，式 (14.4.1) 表

示 Pl(x) 是算符

F = − d
dx

[
(1− x2)

d
dx

]
= (x2 − 1)

d2

dx2
+ 2x

d
dx

(14.4.4)

的本征函数，而该算符显然满足 F+ = F，是厄米算符，本征值 l(l + 1) 是实数。因

此按照 9.3 节的论述，本征函数 Pl(x) 是正交的。

下面我们推导勒让德多项式的一个重要积分公式。设 Pl(x) 和 Pm(x) 是两个

不同阶的勒让德多项式，则它们满足方程 (14.1.13)
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(1− x2)P ′′l − 2xP ′l = −l(l + 1)Pl (14.4.5a)

(1− x2)P ′′m − 2xP ′m = −m(m + 1)Pm (14.4.5b)

以 Pm(x) 乘以式 (14.4.5a)，以 Pl(x) 乘以式 (14.4.5b)，再将结果相减，得到

[m(m + 1)− l(l + 1)]PlPm = (1− x2) (PmP ′′l − PlP
′′
m)− 2x (PmP ′l − PlP

′
m)

= (1− x2)
d
dx

(PmP ′l − PlP
′
m)− 2x (PmP ′l − PlP

′
m)

=
d
dx

[
(1− x2) (PmP ′l − PlP

′
m)

]

两边对 x 在区间 [x, 1] 积分，得到

[m(m + 1)− l(l + 1)]
∫ 1

x

Pl(x)Pm(x)dx =
[
(1− x2) (PmP ′l − PlP

′
m)

]1
x

= (x2 − 1) [Pm(x)P ′l (x)− Pl(x)P ′m(x)]

所以

∫ 1

x

Pl(x)Pm(x)dx =
(1− x2) [Pl(x)P ′m(x)− Pm(x)P ′l (x)]

m(m + 1)− l(l + 1)
(l 6= m) (14.4.6a)

这是勒让德多项式的一般性结果。当积分下限为 x = −1 时，给出勒让德多项式的

正交性关系式

∫ 1

−1

P (x)Pm(x)dx = 0。显然还有

∫ x

−1

Pl(x)Pm(x)dx = − (1− x2) [Pl(x)P ′m(x)− Pm(x)P ′l (x)]
m(m + 1)− l(l + 1)

(l 6= m) (14.4.6b)

式 (14.4.6) 是重要的积分公式。

14.4.2 模值

现在我们证明

Il ≡
∫ 1

−1

P 2
l (x)dx =

2
2l + 1

(14.4.7)

证明

方法 1 对生成函数 (14.3.12) 的两边平方

1
1− 2rx + r2

=

[ ∞∑

l=0

rl Pl(x)

]
·
[ ∞∑

m=0

rm Pm(x)

]
=

∞∑

l=0

∞∑
m=0

rl+mPl(x)Pm(x)

(14.4.8)
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两边对 x 在区间 [−1, 1] 积分，并利用式 (14.4.3)，得到
∫ 1

−1

1
1− 2rx + r2

dx =
∞∑

l=0

∞∑
m=0

rl+m

∫ 1

−1

Pl(x)Pm(x)dx

=
∞∑

l=0

∞∑
m=0

Ilr
l+mδlm

=
∞∑

l=0

Ilr
2l (14.4.9)

式 (14.4.9) 左边的积分为
∫ 1

−1

1
1− 2rx + r2

dx = − 1
2r

∫ 1

−1

d(1− 2rx + r2)
1− 2rx + r2

=
[
− 1

2r
ln(1− 2rx + r2)

]1

−1

=
1
r

ln
1 + r

1− r
(|r| < 1)

=
∞∑

l=0

2
2l + 1

r2l (14.4.10)

式 (14.4.9) 与式 (14.4.10) 比较 r2l 的系数，即得式 (14.4.7)。

方法 2 利用递推公式 (1)

(n + 1)Pn+1 + nPn−1 = (2n + 1)xPn (14.4.11a)

及它的 n− 1 形式

nPn + (n− 1)Pn−2 = (2n− 1)xPn−1 (14.4.11b)

以 Pn−1 乘以式 (14.4.11a)，以 Pn 乘以式 (14.4.11b)，将结果对 x 在区间 [−1, 1] 积

分，并利用式 (14.4.3)，得到

n

∫ 1

−1

P 2
n−1(x)dx = (2n + 1)

∫ 1

−1

xPn−1(x)Pn(x)dx (14.4.12a)

和

n

∫ 1

−1

P 2
n(x)dx = (2n− 1)

∫ 1

−1

xPn−1(x)Pn(x)dx (14.4.12b)

比较式 (14.4.12a) 与式 (14.4.12b) 的右边，得到

1
2n− 1

∫ 1

−1

P 2
n(x)dx =

1
2n + 1

∫ 1

−1

P 2
n−1(x)dx (14.4.13)

即 ∫ 1

−1

P 2
n(x)dx =

2n− 1
2n + 1

∫ 1

−1

P 2
n−1(x)dx (14.4.14)
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这是一个积分形式的递推公式。当 n = 1时，我们有 P0(x) = 1及
∫ 1

−1

P 2
0 (x)dx = 2，

于是式 (14.4.14) 给出

∫ 1

−1

P 2
1 (x)dx =

2 · 1− 1
2 · 1 + 1

∫ 1

−1

P 2
0 (x)dx =

2
3

=
2

2 · 1 + 1
(14.4.15a)

进而，当 n = 2 时，我们有
∫ 1

−1

P 2
2 (x)dx =

2 · 2− 1
2 · 2 + 1

∫ 1

−1

P 2
1 (x)dx =

2
5

=
2

2 · 2 + 1
(14.4.15b)

显然可以归纳出 ∫ 1

−1

P 2
l (x)dx =

2
2l + 1

(14.4.16)

这个积分的平方根 √∫ 1

−1

P 2
l (x)dx =

√
2

2l + 1
(14.4.17)

通常称为勒让德多项式的模值。

14.4.3 完备性

利用式 (14.4.3) 和式 (14.4.16) 可以写出勒让德多项式的正交性关系式

∫ 1

−1

Pl(x)Pm(x)dx =
2

2l + 1
δlm (14.4.18)

设 f(x)在闭区间 [−1, 1]是分段光滑的，则 f(x)可以按勒让德多项式级数展开，即

f(x) =
∞∑

l=0

ClPl(x) (14.4.19)

这称为勒让德多项式的完备性。现在我们利用式 (14.4.18) 计算展开系数 Cl，为此

给式 (14.4.19) 两边同乘以 Pm(x)，并对 x 在区间 [−1, 1] 积分，得到

∫ 1

−1

Pm(x)f(x)dx =
∫ 1

−1

Pm(x)
∞∑

l=0

ClPl(x)dx

=
∞∑

l=0

Cl

∫ 1

−1

Pm(x)Pl(x)dx

=
∞∑

l=0

2
2l + 1

Clδm l =
2

2m + 1
Cm
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由此得到展开系数

Cl =
2l + 1

2

∫ 1

−1

Pl(x)f(x)dx (14.4.20)

如果函数 f 在区间 [−1, 1] 是分段光滑的，则 f 有如式 (14.4.19) 所示的勒让德级

数展开式，对于 x ∈ (−1, 1)，勒让德级数的收敛性由狄利克雷定理确定，即

∞∑

l=0

ClPl(x) = f(x) (在 x 的连续点) (14.4.21a)

∞∑

l=0

ClPl(x) =
f(x− 0) + f(x + 0)

2
(在 x 的间断点) (14.4.21b)

14.4.4 例题

例 1 证明

∫ 1

x

Pm(x)dx =
1

2m + 1
[Pm−1(x)− Pm+1(x)] (14.4.22a)

∫ x

−1

Pm(x)dx =
1

2m + 1
[Pm+1(x)− Pm−1(x)] (14.4.22b)

证明

方法 1 根据式 (14.4.6a)，并利用 14.3.4 节的递推公式 (3)，公式 (6) 和公式

(1)，即
xP ′m(x) = mPm(x) + P ′m−1(x)

xP ′m−1(x) = P ′m(x)−mPm−1(x)

xPm(x) =
m + 1

(2m + 1)
Pm+1(x) +

m

(2m + 1)
Pm−1(x)

我们有

∫ 1

x

Pm(x)dx =
∫ 1

x

P0(x)Pm(x)dx

=
(1− x2) [P0(x)P ′m(x)− Pm(x)P ′0 (x)]

m(m + 1)
=

(1− x2)P ′m(x)
m(m + 1)

=
(1− x)P ′m(x)

m(m + 1)
(1 + x) =

1 + x

m(m + 1)
[
P ′m(x)−mPm(x)− P ′m−1(x)

]

=
1

m(m + 1)
[
P ′m(x)−mxPm(x)− xP ′m−1(x)

]

=
1

m + 1
[−xPm(x) + Pm−1(x)]
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=
1

(m + 1)

[
− m + 1

(2m + 1)
Pm+1(x) +

m + 1
(2m + 1)

Pm−1(x)
]

=
1

2m + 1
[Pm−1(x)− Pm+1(x)]

进而利用式 (14.4.6b) 得到式 (14.4.22b)。

方法 2 利用 14.3.4 节递推公式 (4)，即

Pm(x) =
1

2m + 1
[
P ′m+1(x)− P ′m−1(x)

]
(14.4.23)

得到
∫ 1

x

Pm(x)dx =
1

2m + 1

∫ 1

x

[
P ′m+1(x)− P ′m−1(x)

]
dx

=
1

2m + 1

∫ 1

x

d [Pm+1(x)− Pm−1(x)]

=
1

2m + 1
[Pm+1(x)− Pm−1(x)]1x

=
1

2m + 1
[Pm−1(x)− Pm+1(x)]

同理可得式 (14.4.22b)。

例 2 计算积分：(1)
∫ 1

0

xP1(x)dx； (2)
∫ 1

0

xP2n(x)dx。

解 (1) 由式 (14.4.12a) 得到
∫ 1

−1

xPn−1(x)Pn(x)dx =
n

2n + 1

∫ 1

−1

P 2
n−1(x)dx (14.4.24a)

在式 (14.4.24a) 中取 n = 1，有
∫ 1

−1

xP0(x)P1(x)dx =
1
3

∫ 1

−1

P 2
0 (x)dx (14.4.24b)

利用 P0(x) = 1 有 ∫ 1

−1

xP1(x)dx =
2
3

(14.4.25a)

因 xP1(x) 是区间 [−1, 1] 上的偶函数，故
∫ 1

0

xP1(x)dx =
1
3

(14.4.25b)

(2) 由 14.3.4 节递推公式 (1) 有

xP2n(x) =
2n + 1
4n + 1

P2n+1(x) +
2n

4n + 1
P2n−1(x) (14.4.26)
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从式 (14.3.82b) 得到
∫ 1

0

P2n+1(x)dx = (−1)n (2n)!
22n+1n!(n + 1)!

(n = 0, 1, 2 · · · ) (14.4.27a)

又有
∫ 1

0

P2n−1(x)dx = (−1)n−1 (2n− 2)!
22n−1(n− 1)!n!

(n = 1, 2, 3 · · · ) (14.4.27b)

故
∫ 1

0

xP2n(x)dx =
2n + 1
4n + 1

∫ 1

0

P2n+1(x)dx +
2n

4n + 1

∫ 1

0

P2n−1(x)dx

=
2n + 1
4n + 1

(−1)n (2n)!
22n+1n!(n + 1)!

+
2n

4n + 1
(−1)n−1 (2n− 2)!

22n−1(n− 1)!n!

= (−1)n+1 (2n− 2)!
22n(n + 1)!(n− 1)!

(n = 1, 2, 3, · · · ) (14.4.28)

例 3 计算积分

∫ 1

−1

Pn(x)dx。

解

方法 1 利用 14.3.4 节递推公式 (4)，即

Pn(x) =
1

2n + 1
[
P ′n+1(x)− P ′n−1(x)

]
(14.4.29)

我们有
∫ 1

−1

Pn(x)dx =
1

2n + 1

∫ 1

−1

[
P ′n+1(x)− P ′n−1(x)

]
dx

=
1

2n + 1
{[Pn+1(1)− Pn+1(−1)]− [Pn−1(1)− Pn−1(−1)]}

=
1

2n + 1
[−(−1)n+1 + (−1)n−1

]

= 0 (n = 1, 2, 3, · · · )

这个结果不包含 n = 0情况，对此另行计算，有
∫ 1

−1

P0(x)dx = 2。故问题的结果为

∫ 1

−1

Pn(x)dx =

{
0 (n = 1, 2, 3, · · · )
2 (n = 0)

(14.4.30a)

方法 2 将 P0(x) = 1 插入被积函数，并利用式 (14.4.18)，有

∫ 1

−1

Pn(x)dx =
∫ 1

−1

P0(x)Pn(x)dx =
2

2n + 1
δ0n =

{
0 (n 6= 0)

2 (n = 0)
(14.4.30b)
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例 4 计算积分

∫ π

0

Pn(cos θ) sin(2θ)dθ。

解 利用 sin(2θ) = 2 sin θ cos θ，得到

∫ π

0

Pn(cos θ) sin(2θ)dθ = 2
∫ π

0

Pn(cos θ) sin θ cos θdθ

= −2
∫ π

0

Pn(cos θ) cos θd(cos θ)

令 x = cos θ，利用 P1(x) = x 以及式 (14.4.18)，上式变为
∫ π

0

Pn(cos θ) sin(2θ)dθ = −2
∫ −1

1

Pn(x)xdx

= 2
∫ 1

−1

Pn(x)P1(x)dx

=





4
3

(n = 1)

0 (n 6= 1)

例 5 将下列函数在区间 [−1, 1] 内展开成勒让德多项式级数

f(x) = 2x3 + 3x + 4, f(x) = x3 (14.4.31)

解 因为 f(x) 是三次式，将它展开成勒让德多项式级数时，只需要前三阶勒

让德多项式，利用它们的表示式有

2x3 + 3x + 4 = a0P0(x) + a1P1(x) + a2P2(x) + a3P3(x)

= a0 · 1 + a1x + a2
1
2
(3x2 − 1) + a3

1
2
(5x3 − 3x)

=
(

a0 − 1
2
a2

)
+

(
a1 − 3

2
a3

)
x +

3
2
a2x

2 +
5
2
a3x

3 (14.4.32)

两边比较 x 各次幂的系数，得到

a0 − 1
2
a2 = 4, a1 − 3

2
a3 = 3,

3
2
a2 = 0,

5
2
a3 = 2 (14.4.33)

解之得

a0 = 4, a1 =
21
5

, a2 = 0, a3 =
4
5

(14.4.34)

代入式 (14.4.32) 得到

2x3 + 3x + 4 = 4P0(x) +
21
5

P1(x) +
4
5
P3(x) (14.4.35)

这就是函数 f(x) 的勒让德多项式级数。
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同理

x3 = b0P0(x) + b1P1(x) + b2P2(x) + b3P3(x)

=
(

b0 − 1
2
b2

)
+

(
b1 − 3

2
b3

)
x +

3
2
b2x

2 +
5
2
b3x

3

比较系数

b0 − 1
2
b2 = 0, b1 − 3

2
b3 = 0,

3
2
b2 = 0,

5
2
b3 = 1 (14.4.36)

故

b0 = 0, b1 =
3
5
, b2 = 0, b3 =

2
5

(14.4.37)

展开式为

x3 =
3
5
P1(x) +

2
5
P3(x) (14.4.38)

例 6 计算积分

∫ 1

−1

x2Pn(x)dx。

解 首先将函数 x2 在区间 [−1, 1] 内展开成勒让德多项式级数，我们有

x2 = aP0(x) + bP1(x) + cP2(x)

= a + bx + c
1
2

(
3x2 − 1

)

=
(
a− c

2

)
+ bx +

3
2
cx2

两边比较 x 各次幂的系数，得到

c =
2
3
, a =

1
3
, b = 0 (14.4.39)

故

x2 =
1
3
P0(x) +

2
3
P2(x) (14.4.40)

将式 (14.4.40) 代入被积函数，并利用式 (14.4.18)，得到
∫ 1

−1

x2Pn(x)dx =
∫ 1

−1

[
1
3
P0(x) +

2
3
P2(x)

]
Pn(x)dx

=
1
3

∫ 1

−1

P0(x)Pn(x)dx+
2
3

∫ 1

−1

P2(x)Pn(x)dx

=





2
3

(n = 0)

0 (n 6= 0, 2)
4
15

(n = 2)
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例 7 计算积分：(1)
∫ 1

−1

x2P3(x)dx； (2)
∫ 1

−1

(
2x3 + 3x + 4

)
P3(x)dx。

解

(1) 根据式 (14.3.84)，有
∫ 1

−1

x2P3(x)dx = 0 (14.4.41)

(2) 利用式 (14.4.35)，得到
∫ 1

−1

(
2x3 + 3x + 4

)
P3(x)dx =

∫ 1

−1

[
4P0(x) +

21
5

P1(x) +
4
5
P3(x)

]
P3(x)dx

=
4
5

∫ 1

−1

P 2
3 (x)dx =

4
5

2
2 · 3 + 1

=
8
35

得到该结果的另一个方法是利用式 (14.3.84)，并注意式 (14.4.38)，有
∫ 1

−1

(
2x3 + 3x + 4

)
P3(x)dx = 2

∫ 1

−1

x3P3(x)dx

= 2
∫ 1

−1

[
3
5
P1(x) +

2
5
P3(x)

]
P3(x)dx

=
4
5

∫ 1

−1

P 2
3 dx =

8
35

例 8 计算积分

∫ 1

−1

xPm(x)Pn(x)dx (m,n = 0, 1, 2, · · · )。

解 利用 14.3.4 节的递推公式 (1)，即

xPm(x) =
m + 1
2m + 1

Pm+1(x) +
m

2m + 1
Pm−1(x) (14.4.42)

得到
∫ 1

−1

xPm(x)Pn(x)dx

=
m + 1
2m + 1

∫ 1

−1

Pm+1(x)Pn(x)dx +
m

2m + 1

∫ 1

−1

Pm−1(x)Pn(x)dx

=
m + 1
2m + 1

δm+1,n +
m

2m + 1
δm−1,n

=





2n

4n2 − 1
(m− n = −1)

2(n + 1)
(2n + 3)(2n + 1)

(m− n = 1)

0 (m− n 6= ±1)
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图 14.6 函数 f(x) = |x| (−1 < x < 1)

例 9 将 f(x) = |x|(图 14.6) 在区间

(−1,1) 内展开成勒让德多项式级数

解 设展开式为

f(x) =
∞∑

l=0

ClPl(x) (14.4.43)

其中, 展开系数为

Cl =
2l + 1

2

∫ 1

−1

Pl(x)f(x)dx =
2l + 1

2

∫ 1

−1

Pl(x) |x|dx (14.4.44a)

因 f(x) = |x| 在 (−1, 1) 内是偶函数，而 P2n+1(x) 是奇函数，故 C2n+1 = 0(n = 0,

1, 2, · · · )。下面来计算 C2n(n = 0, 1, 2, · · · )。首先

C0 =
1
2

∫ 1

−1

P0(x)f(x)dx =
1
2

∫ 1

−1

f(x)dx =
∫ 1

0

xdx =
1
2

(14.4.44b)

另外利用 14.3.4 节递推公式 (1)，即

xP2n(x) =
2n + 1
4n + 1

P2n+1(x) +
2n

4n + 1
P2n−1(x) (14.4.45)

以及式 (14.4.27)，我们有

C2n =
4n + 1

2

∫ 1

−1

P2n(x)f(x)dx = (4n + 1)
∫ 1

0

xP2n(x)dx

= (4n + 1)
∫ 1

0

[
2n + 1
4n + 1

P2n+1(x) +
2n

4n + 1
P2n−1(x)

]
dx

= (2n + 1)
∫ 1

0

P2n+1(x)dx + 2n

∫ 1

0

P2n−1(x)dx

= (−1)n (2n)!(2n + 1)
22n+1n!(n + 1)!

+ (−1)n−1 2n(2n− 2)!
22n−1n!(n− 1)!

= (−1)n+1

(
4n + 1
n + 1

)
n(2n− 2)!
22n (n!)2

(n = 1, 2, 3 · · · )

从而式 (14.4.43) 变为

|x| = 1
2

+
∞∑

n=1

(−1)n+1

(
4n + 1
n + 1

)
n(2n− 2)!
22n (n!)2

P2n(x) (−1 < x < 1) (14.4.46)

这就是函数 |x| 的勒让德多项式级数。
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例 10 将符号函数 (图 14.7)

f(x) =

{
−1 (−1 < x < 0)

1 (0 < x < 1)
(14.4.47)

在区间 (−1,1)内展开成勒让德多项式的级数。

解 设展开式为

f(x) =
∞∑

l=0

ClPl(x) (14.4.48) 图 14.7 如式 (14.4.47) 所示的

符号函数

其中

Cl =
2l + 1

2

∫ 1

−1

Pl(x)f(x)dx = −2l + 1
2

∫ 0

−1

Pl(x)dx +
2l + 1

2

∫ 1

0

Pl(x)dx (14.4.49)

当 l 为偶数时，Pl(x) 是偶函数，式 (14.4.49) 给出 Cl = 0；当 l 为奇数时，Pl(x) 是

奇函数，式 (14.4.49) 给出

Cl = (2l + 1)
∫ 1

0

Pl(x)dx (14.4.50)

即

C2n−1 = (4n− 1)
∫ 1

0

P2n−1(x)dx (n = 1, 2, 3, · · · ) (14.4.51)

于是

C1 = 3
∫ 1

0

P1(x)dx =3
∫ 1

0

xdx =
3
2

(14.4.52a)

C3 = 7
∫ 1

0

P3(x)dx =
7
2

∫ 1

0

(5x3 − 3x)dx =− 7
8

(14.4.52b)

C5 = 11
∫ 1

0

P5(x)dx =
11
8

∫ 1

0

(63x5 − 70x3 + 15x)dx =
11
16

(14.4.52c)

· · · · · ·
所以

f(x) =
3
2
P1(x)− 7

8
P3(x) +

11
16

P5(x)dx + · · · (−1 < x < 0, 0 < x < 1) (14.4.53)

这就是符号函数 (14.4.47) 的勒让德多项式级数，它在原函数的间断点 x = 0 收敛

于零 (P2n−1(0) = 0)，符合狄利克雷定理：[f(x− 0) + f(x + 0)] /2 = 0。

例 11 将单位阶跃函数 (图 14.8)

f(x) =

{
−1 (−1 < x < 0)

1 (0 < x < 1)
(14.4.54)
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图 14.8 如式 (14.4.54) 所示的

单位阶跃函数

在区间 (−1,1) 内展开成勒让德多项式级数。

解 设展开式为

f(x) =
∞∑

l=0

ClPl(x) (14.4.55)

其中

Cl =
2l + 1

2

∫ 1

−1

Pl(x)f(x)dx

=
2l + 1

2

∫ 1

0

Pl(x)dx (14.4.56)

利用勒让德方程
d
dx

[
(1− x2)

dPl(x)
dx

]
= −l(l + 1)Pl(x) (14.4.57)

作出式 (14.4.56) 中的积分
∫ 1

0

Pl(x)dx = − 1
l(l + 1)

∫ 1

0

d
[
(1− x2)

dPl(x)
dx

]

= − 1
l(l + 1)

[
(1− x2)

dPl(x)
dx

]1

0

=
1

l(l + 1)
P ′l (0)

系数式 (14.4.56) 变为

Cl =
1
2

(2l + 1)
l(l + 1)

P ′l (0) (l = 1, 2, 3, · · · ) (14.4.58)

利用 14.3.5 节例 3 的结果

P ′2n(0) = 0 (14.4.59a)

P ′2n+1(0) = (−1)n (2n + 2)!
22n+1n!(n + 1)!

= (2n + 1)P2n(0) (14.4.59b)

得到

C2n = 0 (14.4.60a)

C2n+1 =
1
2

(4n + 3)
(2n + 1)(2n + 2)

P ′2n+1(0) = (−1)n

(
4n + 3
n + 1

)
(2n)!

22n+2 (n!)2
(14.4.60b)

对于 l = 0 情况，需要另行计算，给出

C0 =
1
2

∫ 1

0

P0(x)dx =
1
2

(14.4.61)
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将式 (14.4.60) 和式 (14.4.61) 代入式 (14.4.55)，得到

f(x) =
1
2

+
∞∑

n=0

(−1)n

(
4n + 3
n + 1

)
(2n)!

22n+2 (n!)2
P2n+1(x) (14.4.62)

这就是单位阶跃函数 (14.4.54)的勒让德多项式级数，它在原函数的间断点 x = 0收

敛于 1/2[因为 P2n+1(0) = 0]。这符合狄利克雷定理：[f(x− 0) + f(x + 0)] /2 = 1/2。

为了检验级数 (14.4.62) 的收敛性，我们进一步讨论式 (14.4.55) 的部分和

Sm(x) =
m∑

l=0

ClPl(x) (14.4.63)

为此首先利用式 (14.4.56) 计算出前几个系数

C0 =
1
2

∫ 1

0

P0(x)dx =
1
2

∫ 1

0

dx =
1
2

(14.4.64a)

C1 =
3
2

∫ 1

0

P1(x)dx =
3
2

∫ 1

0

xdx =
3
4

(14.4.64b)

C2 =
5
2

∫ 1

0

P2(x)dx =
5
2

∫ 1

0

3x2 − 1
2

dx = 0 (14.4.64c)

C3 =
7
2

∫ 1

0

P3(x)dx =
7
2

∫ 1

0

5x3 − 3x

2
dx = − 7

16
(14.4.64d)

类似地

C4 = 0, C5 =
11
32

, C6 = 0, C7 = − 75
256

(14.4.64e)

利用这些系数和前几阶勒让德多项式的表达式，写出式 (14.4.63) 的部分和

S0(x) =
1
2
, S1(x) =

1
2

+
3
4
x, S2(x) = S1(x) (14.4.65a)

S3(x) =
−35x3 + 45x + 16

32
, S4(x) = S3(x) (14.4.65b)

S5(x) =
693x5 − 1050x3 + 525x + 128

256
, S6(x) = S5(x) (14.4.65c)

S7(x) =
−32175x7 + 63063x5 − 40425x3 + 11025x + 2048

4095
(14.4.65d)

图 14.9显示了如式 (14.4.65)所示的部分和及单位阶跃函数 f。可以看出，当求和项

数增加时，曲线更加接近函数 f。注意所有部分和的曲线在原函数的间断点 x = 0

的值均为 1/2，这符合狄利克雷定理：[f(x− 0) + f(x + 0)] /2 = 1/2。
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图 14.9 单位阶跃函数 f 和它的勒让德多项式级数的部分和 Sm(x)

14.5 勒让德多项式应用举例

本节通过几个例题讨论勒让德多项式在求解定解问题中的应用。

例 1 有一个球心在原点，半径为 1的球，球内无电荷，球面上的电位分布为

已知函数 cos2 θ，求球内的电位分布。

解 由于球内无电荷，电位满足拉普拉斯方程，它在球坐标系中表示为

1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
= 0 (14.5.1)

由于球面上的电位分布为 cos2 θ，问题具有轴对称性 (与变量 φ无关)，故电位分布

可以写为 u(r, θ)，它构成定解问题




1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
=0 (0<r<1, 06θ6π)

u(1, θ) = cos2 θ (0 6 θ 6 π)

(14.5.2a)

(14.5.2b)

设方程 (14.5.2a) 的变量分离的形式解为

u(r, θ) = R(r)Θ(θ) (14.5.3)
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代入式 (14.5.2a)，得到 [式 (14.2.33)]

1
R

∂

dr

(
r2 dR

dr

)
= l(l + 1) (14.5.4a)

1
Θ sin θ

d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
= −l(l + 1) (14.5.4b)

其中, l 是分离常数。式 (14.5.4a) 为欧拉方程，它的通解为

R(r) = Alr
l + Bl

1
rl+1

(14.5.5)

其中, Al 和 Bl 是任意常数。电位在原点 r = 0 要满足自然边界条件 u|r=0 = 有限

值，这要求 Bl = 0，故式 (14.5.5) 变为

R(r) = Alr
l (14.5.6)

方程 (14.5.4b)为勒让德方程，它的多项式解为 Θ(θ)=Pl(cos θ)(l = 0, 1, 2, 3, · · · )。
故式 (14.5.2a) 的一般解为

u(r, θ) =
∞∑

l=0

Alr
lPl(cos θ) (14.5.7)

利用边界条件 (14.5.2b)，由式 (14.5.7) 得到
∞∑

l=0

AlPl(cos θ) = cos2 θ (14.5.8)

令 x = cos θ，则
∞∑

l=0

AlPl(x) = x2 (14.5.9)

函数 x2 在区间 [−1, 1] 内可以展开成勒让德多项式的级数 [式 (14.4.40)]

x2 =
1
3
P0(x) +

2
3
P2(x) (14.5.10)

故式 (14.5.7) 给出

u(r, θ) =
1
3
P0(cos θ) +

2
3
r2P2(cos θ)

=
1
3

+
1
3
r2(3 cos2 θ − 1)

这就是所求定解问题的解。

例 2 一个半径为 R 的导体球壳，在 θ = θ0 处被绝缘材料分隔成两部分，两

部分球面上的电位分别为 U 和 0，如图 14.10 所示。已知球壳内无电荷，求球内的

电位分布，并讨论 θ0 = π/2 的情况。
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图 14.10 一个半径为 R 的导体球壳在 θ = θ0 处被绝缘材料分隔成两部分

解

方法 1 由于球壳内无电荷，电位满足拉普拉斯方程，而系统具有轴对称性，

故电位 u(r, θ) 在球坐标系中构成定解问题




1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
=0 (0<r<R, 06θ6π)

u(R, θ) = f(θ) =

{
U (0 6 θ 6 θ0)

0 (θ0 < θ 6 π)

(14.5.11a)

(14.5.11b)

与上例的情况相同，考虑到电位在原点 r = 0 要满足自然边界条件：u|r=0 = 有限

值，故定解问题 (14.5.11) 的一般解为

u(r, θ) =
∞∑

l=0

Alr
lPl(cos θ) (14.5.12)

利用边界条件 (14.5.11b)，由式 (14.5.12) 得到

f(θ) =
∞∑

l=0

AlR
lPl(cos θ) (14.5.13)

令 x = cos θ，则式 (14.5.13) 变为

f(x) =
∞∑

l=0

AlR
lPl(x) (14.5.14)

则

AlR
l =

2l + 1
2

∫ 1

−1

f(x)Pl(x)dx

=
2l + 1

2

∫ 0

θ=π

f(θ)Pl(cos θ)d(cos θ)
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= −2l + 1
2

∫ π

θ=0

f(θ)Pl(cos θ)d(cos θ)

= − (2l + 1)U
2

∫ θ0

θ=0

Pl(cos θ)d(cos θ) (14.5.15)

利用 14.3.4 节递推公式 (4)，即

Pl(x) =
1

2l + 1
[
P ′l+1(x)− P ′l−1(x)

]
(14.5.16)

得到展开系数

Al = − U

2Rl
[Pl+1(cos θ)− Pl−1(cos θ)]θ0

0

=
U

2Rl
[Pl−1(cos θ0)− Pl+1(cos θ0)] (l = 1, 2, 3, · · · )

对于 l = 0 情况

A0 = −U

2

∫
P0(x)dx = −U

2

∫
dx = −U

2
x

= −U

2
cos θ|θ0

0 =
U

2
(1− cos θ0) (14.5.17)

将 Al(l = 0, 1, 2, · · · ) 代入式 (14.5.12)，得到

u(r, θ) =
U

2
(1−cos θ0)+

U

2

∞∑

l=1

( r

R

)l

[Pl−1(cos θ0)− Pl+1(cos θ0)]Pl(cos θ) (14.5.18)

这就是所求定解问题的解。

对于 θ0 = π/2 的情况 (球壳一半电位为 U，而另一半为零)，式 (14.5.18) 约化

为

u(r, θ) =
U

2
+

U

2

∞∑

l=1

( r

R

)l

[Pl−1(0)− Pl+1(0)]Pl(cos θ) (14.5.19)

当 l = 2n 时，根据 P2n+1(0) = 0[式 (14.3.70)]，式 (14.5.19) 求和中各项为零；当

l = 2n + 1 时，利用式 (14.3.76) 得到

Pl−1(0)− Pl+1(0) = P2n(0)− P2n+2(0) = (−1)n

(
4n + 3
n + 1

)
(2n)!

22n+1 (n!)2
(14.5.20)

故式 (14.5.19) 变为

u(r, θ) =
U

2
+ U

∞∑
n=0

(−1)n
( r

R

)2n+1
(

4n + 3
n + 1

)
(2n)!

22n+2 (n!)2
P2n+1(cos θ) (14.5.21)

这与单位阶跃函数的勒让德多项式级数 (14.4.62) 是类似的。
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方法 2 利用勒让德方程

d
dx

[
(1− x2)

dPl(x)
dx

]
= −l(l + 1)Pl(x) (14.5.22)

将式 (14.5.15) 写成

Al = − (2l + 1)U
2Rl

∫ θ0

θ=0

Pl(cos θ)d(cos θ) = − (2l + 1)U
2Rl

∫
Pl(x)dx

=
(2l + 1)U
2Rll(l + 1)

∫
d

[
(1− x2)

dPl(x)
dx

]
=

(2l + 1)U
2Rll(l + 1)

[
(1− cos2 θ)P ′l (cos θ)

]θ0

θ=0

=
(2l + 1)U
2Rll(l + 1)

(1− cos2 θ0)P ′l (cos θ0) =
(2l + 1)U
2Rll(l + 1)

sin2 θ0P
′
l (cos θ0)

再注意到式 (14.5.17)，结果为

u(r, θ) =
U

2
(1− cos θ0) +

U

2
sin2 θ0

∞∑

l=1

( r

R

)l (2l + 1)
l(l + 1)

P ′l (cos θ0)Pl(cos θ) (14.5.23)

当 θ0 = π/2 时，式 (14.5.23) 约化为

u(r, θ) =
U

2
+

U

2

∞∑

l=1

( r

R

)l (2l + 1)
l(l + 1)

P ′l (0)Pl(cos θ) (14.5.24)

将式 (14.4.59)，即

P ′2n(0) = 0 (14.5.25a)

P ′2n+1(0) = (−1)n (2n + 2)!
22n+1n!(n + 1)!

(14.5.25b)

代入式 (14.5.24) 化简后即得

u(r, θ) =
U

2
+

U

2

∞∑
n=0

(−1)n
( r

R

)2n+1
(

4n + 3
n + 1

)
(2n)!

22n+1 (n!)2
P2n+1(cos θ) (14.5.26)

这就是式 (14.5.21)。
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勒让德多项式不但在稳定场问题中有广泛的应用，在量子力学中更是扮演着

重要的角色。本章通过求解量子力学薛定谔方程，进一步讨论勒让德多项式在量子

力学中的应用。另外我们的求解还将涉及连带勒让德函数 (球谐函数)、广义拉盖

尔多项式，以及厄米多项式等。这些内容不但涉及多种特殊函数的应用，而且为理

解微观系统的量子力学性质提供了数学基础。

15.1 薛定谔方程的一般解

在量子力学中，微观粒子在势场 V (r) 中的运动由薛定谔方程

i~
∂Ψ
∂t

= − ~
2

2µ
∇2Ψ + V (r)Ψ (15.1.1)

描述。其中，µ 是粒子的质量；~ =
h

2π
(h 是普朗克常数)；Ψ(r, t) 是粒子的波函数；

而 |Ψ(r, t)|2 是任意 t 时刻在空间 r 处的单位体积内发现粒子的几率。设粒子初始

时刻的波函数为

Ψ(r, 0) = f(r) (15.1.2)

现在我们来求任意 t 时刻的波函数 Ψ(r, t)。

设 Ψ(r, t) 具有变量分离的形式解

Ψ(r, t) = ψ(r)T (t) (15.1.3)

其中，ψ(r) 和 T (t) 为波函数的空间与时间部分。将式 (15.1.3) 代入式 (15.1.1)，并

利用粒子的哈密顿算符

Ĥ = − ~
2

2µ
∇2 + V (r) (15.1.4)

得到

i~ψ(r)T ′(t) = Ĥ[ψ(r)T (t)] (15.1.5)

由于算符 Ĥ 不含时间 t，两边同除以 ψ(r)T (t) 得到

i~
1

T (t)
dT

dt
=

Ĥψ(r)
ψ(r)

(15.1.6)
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式 (15.1.6) 两边对时间 t 求导数，注意到右边不含 t，
d
dt

[
Ĥψ(r)
ψ(r)

]
= 0，故

i~
1

T (t)
dT

dt
=

Ĥψ(r)
ψ(r)

= E (15.1.7)

其中，E 是分离常数。由此得到空间函数 ψ(r) 和时间函数 T (t) 的方程

Ĥψ(r) = Eψ(r) (15.1.8a)

dT

T
= − i

~
Edt (15.1.8b)

式 (15.1.8a) 表示，ψ(r) 是哈密顿算符 Ĥ 的本征函数。而方程 (15.1.8b) 的解为

T (t) = c exp
(
− i
~
Et

)
(15.1.9)

其中，c 是任意常数。这样我们得到 Ψ(r, t) 的形式解

cψ(r) exp
(
− i
~
Et

)
(15.1.10)

在量子力学系统中，哈密顿算符的本征方程常伴有相应的量子化条件，故本征值是

一系列分立的值，而相应的本征函数是一系列分立的函数，即

Ĥψn(r) = Enψn(r) (n = 1, 2, 3, · · · ) (15.1.11)

这样本征解 (15.1.10) 可以写为

Ψn(r, t) = cnψn(r) exp
(
− i
~
Ent

)
(15.1.12)

薛定谔方程 (15.1.1)是线性的，服从叠加原理。为了满足初始条件式 (15.1.2)，将本

征解 (15.1.2) 叠加起来构成一般解

Ψ(r, t) =
∑

n

cnψn(r) exp
(
− i
~
Ent

)
(15.1.13)

在 t = 0 时，由式 (15.1.2) 和式 (15.1.13) 得到

f(r) =
∑

n

cnψn(r) (15.1.14)

下面我们求展开系数 Cn。由于哈密顿算符 (15.1.4) 是厄米算符，它的本征函数满

足正交性 (9.3.7)，即 ∫
ψ∗m(r)ψn(r)dr = δmn (15.1.15)

以 ψ∗m(r)乘以式 (15.1.14)两端，并对 r 变化的整个区域积分，利用式 (15.1.15)得

到
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∫
ψ∗m(r)f(r)dr =

∫
ψ∗m(r)

[∑
n

cnψn(r)

]
dr

=
∑

n

cn

∫
ψ∗m(r)ψn(r) dr

=
∑

n

cnδmn = cm

即

cn =
∫

ψ∗n(r)f(r)dr (15.1.16)

这就是式 (15.1.14) 中的展开系数，它由哈密顿算符的本征函数 ψn(r) 与初始波函

数 f(r) 确定。一旦知道 cn，就可以写出薛定谔方程的一般解 (15.1.13)。可见，薛

定谔方程 (15.1.1) 的求解归结为哈密顿算符的本征值问题 (15.1.11)。

例 1 设一个粒子的哈密顿算符的本征方程为 Ĥψn(x) = Enψn(x)，该粒子的

初始波函数为 f(x) = c1ψ1(x) + c2ψ2(x)，求任意 t 时刻的波函数以及粒子的概率

密度。

解 任意 t 时刻粒子的波函数为

Ψ(x, t) =
∑

n

cnψn(x) exp
(
− i
~
Ent

)
(15.1.17)

其中的展开系数为

cn =
∫

ψ∗n(x)f(x) d x (15.1.18)

将初始波函数 f(x) = c1ψ1(x) + c2ψ2(x) 代入式 (15.1.18)，利用式 (15.1.15) 得到

cn =
∫

ψ∗n(x) [c1ψ1(x) + c2ψ2(x)] dx =





c1 (n = 1)

c2 (n = 2)

0 (n 6= 1, 2)

(15.1.19)

这样式 (15.1.17) 变为

Ψ(x, t) = c1ψ1(x) exp
(
− i
~
E1t

)
+ c2ψ2(x) exp

(
− i
~
E2t

)
(15.1.20)

粒子的概率密度为

|Ψ(x, t)|2 =
[
c∗1ψ

∗
1(x) exp

(
i
~
E1t

)
+ c∗2ψ

∗
2(x) exp

(
i
~
E2t

)]

·
[
c1ψ1(x) exp

(
− i
~
E1t

)
+ c2ψ2(x) exp

(
− i
~
E2t

)]
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= |c1|2 |ψ1(x)|2 + |c2|2 |ψ2(x)|2

+ c∗1c2ψ
∗
1(x)ψ2(x) exp

[
− i
~
(E2 − E1)t

]

+ c∗2c1ψ
∗
2(x)ψ1(x) exp

[
i

~
(E2 − E1)t

]
(15.1.21)

设

c∗1c2ψ
∗
1(x)ψ2(x) = |c1c2| |ψ1(x)ψ2(x)| e−iδ (15.1.22)

令

ω =
E2 − E1

~
(15.1.23)

式 (15.1.21) 变为

|Ψ(x, t)|2 = |c1|2 |ψ1(x)|2+|c2|2 |ψ2(x)|2+2 |c1c2| |ψ1(x)ψ2(x)| cos (ω t + δ) (15.1.24)

这表示粒子的概率密度以 ω 为频率作周期振荡。

15.2 角向解：球谐函数

15.2.1 中心力场

在量子系统中，微观粒子所处的势场往往是中心力场，即势函数是球对称的

(只是 r 的函数)，可以写为 V (r)。这时粒子的哈密顿算符为

Ĥ = − ~
2

2µ
∇2 + V (r) (15.2.1)

现在我们求解 Ĥ 的本征方程

Ĥψ(r) = Eψ(r) (15.2.2)

其中，E 是能量本征值；ψ(r) 是相应的本征函数。由于势函数 V (r) 的球对称性，

我们选择球坐标系，利用式 (1.2.49)，将方程 (15.2.2) 写为

− ~
2

2µ

[
1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂ψ

∂r

)
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂2ψ

∂φ2

]
+ V (r)ψ = Eψ

(15.2.3)
设方程 (15.2.3) 具有变量分离的形式解

ψ(r) = R(r)Y (θ, φ) (15.2.4)

其中，R(r) 和 Y (θ, φ) 分别是径向函数和角向函数。将式 (15.2.4) 代入式 (15.2.3)，

分离变量后得到

− 1
Y

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2Y

∂φ2

]
= l(l + 1) (15.2.5)
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1
R

d
dr

(
r2 dR

dr

)
+

{
2µ r2

~2
[E − V (r)]

}
= l(l + 1) (15.2.6)

其中，l 是分离常数 (一般为实数)。方程式 (15.2.5) 和式 (15.2.6) 分别称为角向方

程和径向方程。我们看到，能量本征值 E 与势函数 V (r) 都含在径向方程中。角

向方程的解 Y (θ, φ) 称为球谐函数。显然，球坐标系中的薛定谔方程，不管中心势

V (r) 的形式如何，其角向解都是球谐函数 Y (θ, φ)。

现在我们求解角向方程 (15.2.5)。首先我们看出，球谐函数 Y (θ, φ) 是算符

L2 = −
[

1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂φ2

]
(15.2.7)

的本征函数，即

L2Y (θ, φ) = l(l + 1)Y (θ, φ) (15.2.8)

本征值为 l(l + 1)。设角向方程式 (15.2.5) 具有变量分离的形式解

Y (θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ) (15.2.9)

代入式 (15.2.5)，得到
Φ

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ
∂θ

)
+

Θ
sin2 θ

∂2Φ
∂φ2

+ l(l + 1)ΘΦ = 0 (15.2.10)

式 (15.2.10) 两边同乘以
sin2 θ

ΘΦ
，分离变量后给出

d2Φ
dφ2

+ λΦ = 0 (15.2.11)

sin θ
d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
+

[
l(l + 1) sin2 θ − λ

]
Θ = 0 (15.2.12)

其中，λ 是分离常数。方程式 (15.2.11) 和式 (15.2.12) 分别称为经度角方程和纬度

角方程。经度角方程显然伴有周期性边界条件

Φ(φ + 2π) = Φ(φ) (15.2.13)

考虑由式 (15.2.11) 和式 (15.2.13) 组成的定解问题，当 λ < 0 时，方程式 (15.2.11)

的解为 ± exp(
√−λφ)，它显然不具有周期性。当 λ > 0，方程式 (15.2.11) 的通解为

Φ(φ) = cei
√

λφ + de−i
√

λφ (15.2.14)

由式 (15.2.13) 和式 (15.2.14) 得到

cei2π
√

λ + de−i2π
√

λ = c + d (15.2.15)

它成立的条件为 √
λ = m (m = 0, 1, 2, · · · ) (15.2.16)

这样经度角方程式 (15.2.11) 的满足周期性边界条件式 (15.2.13) 的解为

Φ(φ) = ceimφ + de−imφ (m = 0, 1, 2 · · · ) (15.2.17)
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15.2.2 连带勒让德函数

现在考查纬度角方程 (15.2.12)，当其中的 λ 由式 (15.2.16) 确定后，它变为

1
sin θ

d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
+

(
l(l + 1)− m2

sin2 θ

)
Θ = 0 (m = 0, 1, 2, · · · ) (15.2.18)

这是连带勒让德方程式 (13.1.28b)。至此方程式 (15.2.18) 中的 l 为任意实数。下面

我们利用勒让德多项式的方程

(1− x2)
d2Pl(x)

dx2
− 2x

dPl(x)
dx

+ l(l + 1)Pl(x) = 0 (l = 0, 1, 2, · · · ) (15.2.19)

来求解方程式 (15.2.18)。为此令 x = cos θ，y(x) = Θ(θ)，方程式 (15.2.18) 变为

(1− x2)
d2y

dx2
− 2x

dy

dx
+

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
y = 0 (l = 0, 1, 2, · · · ) (15.2.20)

对方程式 (15.2.19) 两边求导数，得到

(1− x2)P (1+2)
l (x)− 2(1 + 1)xP

(1+1)
l (x) + [l(l + 1)− 1 · (1 + 1)]P ′l (x) = 0 (15.2.21)

对式 (15.2.21) 求导数，即对式 (15.2.19) 求二阶导数

(1− x2)P (2+2)
l (x)− 2(2 + 1)xP

(2+1)
l (x) + [l(l + 1)− 2 · (2 + 1)]P ′′l (x) = 0 (15.2.22)

· · · · · ·
对式 (15.2.19) 求 m 阶导数，得到

(1− x2)P (m+2)
l (x)− 2(m + 1)xP

(m+1)
l (x) + [l(l + 1)−m(m + 1)]P (m)

l (x) = 0

(15.2.23)

因为方程式 (15.2.19) 中的 x2 d2Pl(x)
dx2

，x
dPl(x)

dx
，Pl(x) 都是 l 阶多项式，所以对方

程的求导数不能超过 l 次 (否则方程变成 0 = 0)。因此，m 的取值为

m = 0, 1, 2, · · · , l (15.2.24)

方程式 (15.2.23) 可以写成

(1− x2)
d2P

(m)
l (x)
dx2

− 2(m + 1)x
dP

(m)
l (x)
dx

+ [l(l + 1)−m(m + 1)]P (m)
l (x) = 0

(15.2.25)

这是 l 阶勒让德多项式的 m 阶导数 P
(m)
l 所满足的二阶常微分方程。为解方程式

(15.2.25)，引入变换

w(x) = (−1)m(1− x2)m/2P
(m)
l (x) (15.2.26)

将式 (15.2.26) 代入式 (15.2.25)，得到 w(x) 的方程

(1− x2)
d2w

dx2
− 2x

dw

dx
+

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
w = 0 (15.2.27)
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这正是连带勒让德方程 (15.2.20)。这表示式 (15.2.27) 的解是式 (15.2.26) 所示的

w(x)，因此式 (15.2.20) 的解 y(x) 由式 (15.2.26) 表示，记为

Pm
l (x) = (−1)m(1− x2)m/2P

(m)
l (x) (15.2.28)

Pm
l (x) 称为 m 阶连带勒让德函数。显然，当 m > l 时，Pm

l (x) = 0。这样我们得到

了纬度角方程 (15.2.18) 的解

Θ(θ) = Pm
l (cos θ) (m = 0, 1, 2, · · · , l) (15.2.29)

现在我们根据如式 (15.2.24) 所示的 m 的取值范围，进一步考查纬度角式

(15.2.17) 的表达式，它现在写为

Φ(φ) = ceimφ + de−imφ (m = 0, 1, 2, · · · , l) (15.2.30)

式 (15.2.30) 表示，Φ(φ) 有 2l + 1 个独立解

1个常数解 : c + d,相应于m = 0; (15.2.31a)

2l个函数解 : ceimφ 和 de−imφ,相应于 m = 1, 2, · · · , l (15.2.31b)

这样式 (15.2.30) 有等价的表示式

Φ(φ) = Aeimφ (m = 0, ±1, ±2, · · · ,±l) (15.2.32)

它的独立解也是 2l + 1 个。

现在，m的取值范围已经扩大，我们必须将式 (15.2.28)中 m的取值范围也作

相应的扩大。实施这一扩大的依据是连带勒让德方程 (15.2.20) 中出现的 m2 使得

m 换成 −m 时，方程保持不变。我们利用罗德里格斯公式 (14.3.1) 将式 (15.2.28)

写成

Pm
l (x) =

(−1)m

2ll!
(1− x2)m/2 dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l

将 m 换成 −m，给出

P−m
l (x) =

(−1)m

2ll!
(1− x2)−m/2 dl−m

dxl−m
(x2 − 1)l

Pm
l (x) 与 P−m

l (x) 只相差一个常数，即

常数 =
Pm

l (x)
P−m

l (x)
=

(1− x2)m dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l

dl−m

dxl−m
(x2 − 1)l

其中，右边的分子与分母是幂次相同的多项式，它们的同幂项之比就等于左边的常

数。我们计算分子与分母最高幂项之比，利用 14.3.1 节的方法，得到
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(−1)mx2m (2l)!
2ll!(l −m)!

xl−m

(2l)!
2ll!(l + m)!

xl+m

= (−1)m (l + m)!
(l −m)!

故
Pm

l (x) = (−1)m (l + m)!
(l −m)!

P−m
l (x) (15.2.33)

这样一来，对于连带勒让德函数 Pm
l (x)，当 m = 0 时，Pm

l (x) = P−m
l (x) = Pl(x)；

当 m = 1, 2, 3, · · · , l 时，(15.2.28)给出 l 个值；当 m = −1, −2, −3, · · · ,−l 时，式

(15.2.33) 给出另外 l 个值，因此，当 m = 0, ±1, ±2, · · · ,±l 时，连带勒让德函数

Pm
l (x) 有 2l + 1 个值。

下面列出 l = 0, 1, 2 情况下的连带勒让德函数

l = 0 : m = 0 : P 0
0 (x) = 1

l = 1 : m = 0 : P 0
1 (x) = x

m = 1 : P 1
1 (x) = −

√
1− x2, m = −1 : P−1

1 (x) =
1
2

√
1− x2

l = 2 : m = 0 : P 0
2 (x) =

1
2
(3x2 − 1)

m = 1 : P 1
2 (x) = −3x

√
1− x2, m = −1 : P−1

2 (x) =
1
2
x
√

1− x2

m = 2 : P 2
2 (x) = 3(1− x2), m = −2 : P−2

2 (x) =
1
8
(1− x2)

可以看出，如果 m 是正、负奇数，则 Pm
l (x) 不是多项式，因为因子

√
1− x2 的存

在，所以我们称 Pm
l (x) 为连带勒让德函数。另外，如果 (l + m) 是偶数，则 Pm

l (x)

是偶函数；反之，如果 (l + m) 是奇数，则 Pm
l (x) 是奇函数。

m 取值扩大之后，纬度方程解 (15.2.29) 变为

Θ(θ) = Pm
l (cos θ)(m = 0, ±1, ±2, · · · ,±l) (15.2.34)

15.2.3 连带勒让德函数的性质

连带勒让德函数与勒让德多项式类似，也具有在区间 [−1, 1] 上的正交性，其

证明方法与勒让德多项式情况也完全相同。事实上，在连带勒让德函数 Pm
l (x) 的

意义上，方程 (15.2.20) 能写成施图姆–刘维尔形式

d
dx

[
(1− x2)

dPm
l

dx

]
+

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
Pm

l (x) = 0 (15.2.35)

这里 k(x) = 1 − x2，故 k(1) = 0，k(−1) = 0，这导致式 (9.1.7) 中的 Q = 0。因此，

连带勒让德函数满足正交性∫ 1

−1

Pm
l (x)Pm

k (x)dx = 0 (l 6= k) (15.2.36)
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现在我们证明 ∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2dx =

2
2l + 1

(l + m)!
(l −m)!

(m 6 l) (15.2.37)

证明 对式 (15.2.28) 两边关于 x 求导数，得到

dPm
l

dx
= (−1)m

[
−xm(1− x2)

m
2 −1P

(m)
l (x) + (1− x2)

m
2 P

(m+1)
l (x)

]
(15.2.38)

由式 (15.2.28) 直接得到

Pm+1
l (x) = (−1)m+1(1− x2)

m+1
2 P

(m+1)
l (x) (15.2.39)

由式 (15.2.38) 和式 (15.2.39) 消去 P
(m+1)
l (x) 得到

Pm+1
l (x) = − (

1− x2
)1/2 dPm

l

dx
−mx

(
1− x2

)−1/2
Pm

l (x) (15.2.40)

在式 (15.2.40) 两边取平方并积分，得到

∫ 1

−1

[
Pm+1

l (x)
]2

dx =
∫ 1

−1

(
1− x2

) [
dPm

l

dx

]2

dx + 2m

∫ 1

−1

xPm
l (x)

dPm
l

dx
dx

+ m2

∫ 1

−1

x2

1− x2
[Pm

l (x)]2 dx (15.2.41a)

为了化简式 (15.2.41a) 右边的积分，首先注意到
∫ 1

−1

Pm
l (x)

d
dx

[(
1− x2

) dPm
l

dx

]
dx =

∫ 1

−1

Pm
l (x)d

[(
1− x2

) dPm
l

dx

]

=
[
Pm

l (x)
(
1− x2

) dPm
l

dx

]1

−1

−
∫ 1

−1

(
1− x2

) dPm
l

dx
d [Pm

l (x)]

= −
∫ 1

−1

(
1− x2

) [
dPm

l

dx

]2

dx

再利用 d{x[Pm
l (x)]2} = [Pm

l (x)]2dx + 2xPm
l (x)

dPm
l

dx
dx，得到

2m

∫ 1

−1

xPm
l (x)

dPm
l

dx
dx =

[
mx [Pm

l (x)]2
]1

−1︸ ︷︷ ︸
=0

−m

∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2dx

= −m

∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2dx

另外
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m2

∫ 1

−1

x2

1− x2
[Pm

l (x)]2 dx = −m2

∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2dx +

∫ 1

−1

m2

1− x2
[Pm

l (x)]2 dx

这样式 (15.2.41a) 变成
∫ 1

−1

[
Pm+1

l (x)
]2

dx =−
∫ 1

−1

Pm
l (x)

d
dx

[(
1− x2

) dPm
l

dx

]
dx−m

∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2dx

−m2

∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2dx +

∫ 1

−1

m2

1− x2
[Pm

l (x)]2 dx

进而利用式 (15.2.35)，我们有∫ 1

−1

[
Pm+1

l (x)
]2

dx =
∫ 1

−1

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
[Pm

l (x)]2 dx−m

∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2dx

−m2

∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2dx +

∫ 1

−1

m2

1− x2
[Pm

l (x)]2 dx

= [l(l + 1)−m(m + 1)]
∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2dx

即 ∫ 1

−1

[
Pm+1

l (x)
]2

dx = (l −m)(l + m + 1)
∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2dx (15.2.41b)

这是一个积分递推公式，有∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2dx = (l −m + 1) · (l + m)

∫ 1

−1

[
Pm−1

l (x)
]2

dx (15.2.42a)

∫ 1

−1

[
Pm−1

l (x)
]2

dx = (l −m + 2) · (l + m− 1)
∫ 1

−1

[
Pm−2

l (x)
]2

dx (15.2.42b)

· · · · · ·∫ 1

−1

[
P 1

l (x)
]2

dx = l(l + 1)
∫ 1

−1

[Pl(x)]2dx (15.2.42c)

这样
∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2dx

= (l −m + 1)(l −m + 2) · · · l · (l + m)(l + m− 1) · · · (l + 1)
∫ 1

−1

[Pl(x)]2dx

(15.2.43)
其中

(l −m + 1)(l −m + 2) · · · l · (l + m)(l + m− 1) · · · (l + 1)

=
(l −m)!(l −m + 1)(l −m + 2) · · · l

(l −m)!
(l + m)(l + m− 1) · · · (l + 1)!

l!

=
l!

(l −m)!
(l + m)!

l!
=

(l + m)!
(l −m)!
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再利用式 (14.4.7)，则式 (15.2.43) 变成式 (15.2.37)。

关于连带勒让德函数的完备性，可以证明：对于一个非负的整数 m，假定函数

f(x) 在区间 [−1, 1] 上是分段光滑的，则 f(x) 可以展开成连带勒让德函数的级数

f(x) =
∞∑

l=m

ClP
m
l (x) (15.2.44)

其中, 连带勒让德系数为

Cl =
2l + 1

2
(l + m)!
(l −m)!

∫ 1

−1

f(x)Pm
l (x)dx (l = m, m + 1, m + 2, · · · ) (15.2.45)

在开区间 (−1, 1) 的连续点 x，级数 (15.2.44) 收敛于 f(x)，而在其他点收敛于

[f(x− 0) + f(x + 0)] /2。容易验证，当 m = 0 时，式 (15.2.44) 和式 (15.2.45) 约化

为勒让德多项式的结果，即式 (14.4.19) 和式 (14.4.20)。

15.2.4 球谐函数

我们回到角向解的讨论，利用式 (15.2.32) 和式 (15.2.34)，角向解现在可以表

示 (注出下标 l、m) 为

Yl m(θ, φ) = AlmPm
l (cos θ)eimφ

{
l = 0, 1, 2, · · ·
m = 0, ±1, ±2, · · · ,±l

(15.2.46)

这就是球谐函数的表示式。式 (15.2.7) 显示，球谐函数是算符

L2 = −
[

1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂φ2

]
(15.2.47)

的本征函数，即

L2Yl m(θ, φ) = l(l + 1)Yl m(θ, φ) (15.2.48)

本征值为 l(l + 1)。显然，Yl m(θ, φ) 还是算符

Lz = −i
∂

∂φ
(15.2.49)

的本征函数。事实上

LzYl m(θ, φ) = −i
∂

∂φ

[
AlmPm

l (cos θ)eimφ
]

= m
[
AlmPm

l (cos θ)eimφ
]

= mYl m(θ, φ) (15.2.50)

本征值正是 m。

我们的结论是：球谐函数 Ylm(θ, φ) 是算符 L2 和 Lz 共同的本征函数，相应的

本征值分别为 l(l + 1)和 m。其中，l 的取值为 l = 0, 1, 2, · · ·；而对于一个 l 值，m

的取值为 m = 0, ±1, ±2, ±3, · · · ,±l。
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在讨论球谐函数的性质之前，我们首先考查 L2 和 Lz 的物理意义。我们知道，

量子力学的角动量算符表示为

L̂ = r̂ × p̂ = −i~r̂ ×∇ (15.2.51)

其中，̂p = −i~∇ 是动量算符。利用矢量叉乘的定义

r̂ × p̂ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

x y z

p̂x p̂y p̂z

∣∣∣∣∣∣∣∣
(15.2.52)

可以写出角动量分量 L̂x, L̂y, L̂z 在直角坐标系中的表达式

L̂x = yp̂z − zp̂y = −i~
(

y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
(15.2.53a)

L̂y = zp̂x − xp̂z = −i~
(

z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)
(15.2.53b)

L̂z = xp̂y − yp̂x = −i~
(

x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
(15.2.53c)

角动量平方算符是

L̂2 = −~2

[(
y

∂

∂z
− z

∂

∂y

)2

+
(

z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)2

+
(

x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)2
]

(15.2.54)

利用直角坐标与球坐标的关系

x = r cos φ sin θ, y = r sinφ sin θ, z = r cos θ (15.2.55a)

r2 = x2 + y2 + z2 (15.2.55b)

我们用球坐标变量表示 L̂x, L̂y, L̂z 和 L̂2

L̂x = i~
(

sinφ
∂

∂θ
+ cot θ cos φ

∂

∂φ

)
(15.2.56a)

L̂y = i~
(
− cos φ

∂

∂θ
+ cot θ sinφ

∂

∂φ

)
(15.2.56b)

L̂z = −i~
∂

∂φ
(15.2.56c)

L̂2 = −~2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂φ2

]
(15.2.57)

式 (15.2.56c)、式 (15.2.57) 与式 (15.2.49)、式 (15.2.47) 相比，有

L̂z = ~Lz, L̂2 = ~2L2 (15.2.58)

可见 L2 就是无量纲的角动量平方算符，而 Lz 则是无量纲的角动量 z 分量算符。

在角动量平方算符 L̂2 和角动量 z 分量算符 L̂z 的意义上，我们有本征方程
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L̂2Yl m(θ, φ) = l(l + 1)~2Yl m(θ, φ) (15.2.59a)

L̂zYl m(θ, φ) = m~Yl m(θ, φ) (15.2.59b)

所以球谐函数 Yl m(θ, φ)是算符 L̂2 和 L̂z 共同的本征函数,本征值分别为 l(l+

1)~2 和 m~。因为 l 表征角动量的大小，所以称为角量子数，m称为磁量子数。l 的

取值为 l = 0, 1, 2, · · · 而对于一个 l的值，m的取值为 m = 0, ±1, ±2, · · · ,±l，可

以取 (2l+1)个值。因而对应于 L̂2 的一个本征值 l(l+1)~2，因 m的不同有 (2l+1)

个不同的本征函数 Yl m(θ, φ)。我们把这种一个本征值对应一个以上本征函数的情

况称为 “简并”，把所对应的本征函数的数目称为简并度，L̂2 的本征值是 (2l + 1)

度简并的。按照光谱学的记法，l = 0 的态称为 s 态，l = 1, 2, 3, · · · 的态依次称为
p, d, f, · · · 态。处于这些态的粒子，依次简称为 p, d, f, · · · 粒子。
作为一个独立的问题，我们可以讨论角动量 z 分量算符 L̂z 的本征值问题。设

L̂z 的本征方程为

−i~
∂

∂φ
Φ = lzΦ (15.2.60)

其中，lz 是本征值；Φ 是相应的本征波函数。方程 (15.2.60) 的通解为

Φ = c exp
(

i
~
lzφ

)
(15.2.61)

其中，c 是任意常数。由波函数的归一化条件
∫ 2π

0

|Φ|2 dφ = 2π |c|2 = 1 (15.2.62)

以及周期性边界条件：Φ(0) = Φ(2π)，得到本征值

lz = m~ (m = 0, ±1, ±2, · · · ) (15.2.63)

及归一化的本征函数

Φm(φ) =
1√
2π

exp(imφ) (15.2.64)

它正是式 (15.2.32)。在这个独立的问题中，不存在 l 对 m 的限制，因此 m 的取值

为无限多个。

另外作为一个独立的问题，本征函数 Φm(φ) 具有正交归一性
∫ 2π

0

Φ∗m(φ)Φn(φ)dφ =
1
2π

∫ 2π

0

e−imφeinφdφ = δmn (15.2.65)

15.2.5 球谐函数的性质

在解释了球谐函数的物理意义之后，我们现在讨论它的性质。首先考查球谐函

数 (15.2.46) 的正交性。为此需要在整个角向 Ω ∈ [0, 4π] 范围内作积分
∫ 4π

0

Y ∗
l m(θ, φ)Yl′ m′(θ, φ)dΩ =

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

Y ∗
l m(θ, φ)Yl′ m′(θ, φ) sin θdθdφ
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∝
∫ π

0

∫ 2π

0

Pm
l (cos θ)e−imφPm′

l′ (cos θ)eim′φ sin θdθdφ ≡ I

利用变换关系 x = cos θ，dx = − sin θdθ，以及函数 eimφ 的正交性表达式 (15.2.65)，

容易得到

I =
∫ π

0

Pm
l (cos θ)Pm′

l′ (cos θ) sin θ dθ

∫ 2π

0

e−imφeim′φdφ

= 2π
[∫ 1

−1

Pm
l (x)Pm′

l′ (x)dx

] [
1
2π

∫ 2π

0

e−imφeim′φdφ

]

= 2π
[∫ 1

−1

Pm
l (x)Pm′

l′ (x)dx

]
δmm′

这表示，如果 m 6= m′ 则 I = 0；如果 m = m′，则由连带勒让德函数的正交性表达

式 (15.2.36)，得到

I = 2π
∫ 1

−1

Pm
l (x)Pm

l′ (x)dx ∝ δll′ (15.2.66)

如果 l 6= l′，仍有 I = 0。结论是，只有当 m = m′ 且同时 l = l′，才有 I 6= 0。

现在我们根据归一化条件
∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

|Yl m(θ, φ)|2 sin θ dθ dφ = 1 (15.2.67)

来确定式 (15.2.46) 中的归一化常数 Alm。利用式 (15.2.37) 和式 (15.2.65)，式

(15.2.67) 左边变为

A2
lm

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

[Pm
l (cos θ)]2 sin θ dθ dφ

=A2
lm

∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2dx

∫ 2π

0

dφ =
4π

2l + 1
(l + m)!
(l −m)!

故

Alm =

√
2l + 1

4π
(l −m)!
(l + m)!

(15.2.68)

这样一来，归一化的球谐函数为

Yl m(θ, φ) =

√
2l + 1

4π
(l −m)!
(l + m)!

Pm
l (cos θ)eimφ

{
l = 0, 1, 2, · · ·
m = 0, ±1, ±2, · · · ,±l

(15.2.69)

相对于第 15.2.2 节所列出的连带勒让德函数，这里列出相应的球谐函数如下

l = 0 : m = 0 : Y0,0(θ, φ) =
1√
4π

l = 1 : m = 0 : Y1,0(θ, φ) =

√
3
4π

cos θ
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m = ±1 : Y1,±1(θ, φ) = ∓
√

3
8π

sin θe±iφ

l = 2 : m = 0 : Y2,0(θ, φ) =

√
5

16π
(
3 cos2 θ − 1

)

m = ±1 : Y2,±1(θ, φ) = ∓
√

15
8π

cos θ sin θe±iφ

m = ±2 : Y2,±2(θ, φ) =

√
15
32π

sin2 θe±2iφ

关于球谐函数的完备性，可以证明：如果函数 f(θ, φ) 定义在 0 < φ < 2π，0 <

θ < π，假定它是 φ 的周期函数 (周期为 2π)，这样 f(x) 能展开成球谐函数的级数

f(θ, φ) =
∞∑

l=0

l∑

m=−l

Cl mYl m(θ, φ) (15.2.70)

其中，球谐系数为

Clm =
∫ 2π

0

∫ π

0

Y ∗
l m(θ, φ)f(θ, φ) sin θ dθ dφ (15.2.71)

15.3 径向解：广义拉盖尔多项式

15.3.1 库仑场中的束缚态

至此我们已经对于中心力场问题得到了如式 (15.2.1) 所示的哈密顿算符 Ĥ 的

本征函数 ψ(r) = R(r)Y (θ, φ) 的角向部分 Y (θ, φ)，下面我们继续求解径向函数

R(r) 的方程，即方程 (15.2.6)。由于角向问题的求解中已经确定了 l 的取值范围，

因此径向方程现在写为

1
R

d
dr

(
r2 dR

dr

)
+

{
2µ r2

~2
[E − V (r)]

}
= l(l + 1) (l = 0, 1, 2 · · · ) (15.3.1)

注意到，当 E > 0 时，对于 E 的任何值，径向方程 (15.3.1) 都有解 R(r)，即体系

的能量具有连续谱 (图 15.1)。这在物理上意味着电子不受核的约束而自由运动 (电

离)。但是我们知道电子受原子核约束时，在核外做轨道运动。电子被束缚时的运

动状态称为 “束缚态”。在方程 (15.3.1) 中，束缚态相应于 E < 0，体系的能量呈现

分立谱。在下面的讨论中，我们只考虑 E < 0 的情况。

引入函数代换

R(r) =
u(r)

r
(15.3.2)

方程 (15.3.1) 变为

d2u

dr2
+

{
2µ

~2
[E − V (r)]− l (l + 1)

r2

}
u = 0 (15.3.3)
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图 15.1 自由态与束缚态

为了求解方程 (15.3.3)，我们讨论最简单的中心力场，即库仑场。考虑一个电子

在原子核所产生的电场中的运动，电子质量为 µ，其电荷为 −e，核的电荷为 Z；Z =

1 时，这个体系就是氢原子；Z > 1 则为类氢离子，如 He+(Z = 2)，Li++(Z = 3)。

取核为坐标原点，则电子受核吸引的势能为

V (r) = −Ze2

r
(15.3.4)

将它代入式 (15.3.3) 得

d2u

dr2
+

[
2µ

~2

(
E +

Ze2

r

)
− l (l + 1)

r2

]
u = 0 (15.3.5)

引入参数

α =

√
8µ|E|
~2

, β =
2µZe2

α~2
=

Ze2

~

√
µ

2|E| (15.3.6)

及变量

ρ = αr (15.3.7)

方程 (15.3.5) 变为
d2u

dρ2
+

[
β

ρ
− 1

4
− l(l + 1)

ρ2

]
u = 0 (15.3.8)

为解方程 (15.3.8)，我们首先考查它在 ρ →∞ 的渐近行为，这时式 (15.3.8)变

为
d2u

dρ2
− 1

4
u = 0 (15.3.9)

方程 (15.3.9) 的通解为

u(ρ) = Ae−ρ/2 + Beρ/2 (15.3.10)

这里 A和 B 为任意常数。因为波函数的标准条件要求当 ρ →∞时 u(ρ)应为有限

值，故 B = 0，渐近解为 Ae−ρ/2。
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根据上面的讨论，我们写出 u 的形式解

u(ρ) = f(ρ)e−ρ/2 (15.3.11)

其中，f(ρ) 是待求的函数。将式 (15.3.11) 代入式 (15.3.8)，得到 f(ρ) 的方程

f ′′(ρ)− f ′(ρ) +
[
β

ρ
− l(l + 1)

ρ2

]
f(ρ) = 0 (15.3.12)

它的解不能在 ρ = 0 附近展开成幂级数，因为它是该方程的奇点。但式 (15.3.12)

可以展开成广义幂级数

f(ρ) =
∞∑

ν=0

bνρs+ν (b0 6= 0) (15.3.13)

为了保证波函数的有限性，即 r → 0 时，R(r) = u(r)/r 有限，我们考查

u(r)
r

=
αf(ρ)e−ρ/2

ρ
= αe−ρ/2

∞∑
ν=0

bνρs+ν−1 (15.3.14)

这里 ν 的最小值为 0，为了确保 ρ 不出现在分母上，必须有 s > 1。将式 (15.3.13)

代入方程 (15.3.12) 得到

∞∑
ν=0

[(ν + s)(ν + s− 1)− l(l + 1)]bνρν+s−2 +
∞∑

ν=0

[β − (ν + s)]bνρν+s−1 = 0 (15.3.15)

将式 (15.3.15) 第一个求和中的第一项 (即 ν = 0 项) 单独写出，则该式变为

[s(s− 1)− l(l + 1)]b0ρ
s−2 +

∞∑
ν=1

[(ν + s)(ν + s− 1)− l(l + 1)]bνρν+s−2

+
∞∑

ν=0

[β − (ν + s)]bνρν+s−1 = 0

(15.3.16)

在式 (15.3.16) 左边的第一个求和项中，令 m = ν − 1，则有

∞∑
ν=1

[(ν + s)(ν + s− 1)− l(l + 1)]bνρν+s−2

=
∞∑

m=0

[(m + 1 + s)(m + s)− l(l + 1)]bm+1ρ
m+s−1

=
∞∑

ν=0

[(ν + 1 + s)(ν + s)− l(l + 1)]bν+1ρ
ν+s−1

代回式 (15.3.16)，整理后得到
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[s(s− 1)− l(l + 1)]b0ρ
s−2 +

∞∑
ν=0

{
[(ν + s + 1)(ν + s)− l(l + 1)]bν+1

+(β − ν − s)bν ]

}
ρν+s−1 = 0

(15.3.17)

式 (15.3.17) 各项是相互独立的，它导致 ρ 的各次幂的系数为零，即

s(s− 1)− l(l + 1) = 0 (15.3.18)

[(ν + s + 1)(ν + s)− l(l + 1)]bν+1 + (β − ν − s)bν = 0 (15.3.19)

由式 (15.3.18) 得到

s = −l, s = l + 1 (15.3.20)

式 (15.3.20) 相应于二阶常微分方程 (15.3.12) 的两个线性独立的解。但是 s = −l

不满足 s > 1 的条件，它导致式 (15.3.14) 在 r → 0 时发散。将 s = l + 1 代入式

(15.3.19) 得到

bν+1 =
ν + l + 1− β

(ν + 1)(ν + 2l + 2)
bν (15.3.21)

另外将 s = l + 1 代入式 (15.3.13) 得到

f(ρ) =
∞∑

ν=0

bνρν+l+1 (b0 6= 0) (15.3.22)

现在我们讨论式 (15.3.22) 的收敛性，利用式 (15.3.21) 给出收敛半径

R = lim
ν→∞

∣∣∣∣
bν

bν+1

∣∣∣∣ = lim
ν→∞

∣∣∣∣
(ν + 1)(ν + 2l + 2)

ν + l + 1− β

∣∣∣∣

= lim
ν→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣

(
1 +

1
ν

)(
1 +

2l + 2
ν

)

1
ν

+
l + 1− β

ν2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= lim

ν→∞
ν →∞

可见广义幂级数解 (15.3.22) 的收敛半径为无穷大。

我们进一步考查该级数在 ρ →∞ 的收敛性。相邻两项系数的比值为
bν+1

bν
=

ν + l + 1− β

(ν + 1)(ν + 2l + 2)
ν→∞−→ 1

ν
(15.3.23)

考查指数函数 eρ 的幂级数

eρ = 1 +
ρ

1!
+

ρ2

2!
+ · · ·+ ρν

ν!
+

ρν+1

(ν + 1)!
+ · · · (15.3.24)

它的相邻两项系数的比值也是
1
ν
，即

1
(ν + 1)!

1
ν!

=
ν!

(ν + 1)!
=

1
ν + 1

ν→∞−→ 1
ν

(15.3.25)



15.3 径向解：广义拉盖尔多项式 · 503 ·

当 ρ →∞ 时，级数的渐近性质主要取决于 ν 较大的项。现在可以看出，当 ν 很大

时，f(ρ) 与 eρ 有相同的渐近行为，因而

R(r) =
u(r)

r
=

α f(ρ)e−ρ/2

ρ

ρ→∞−→ α eρe−ρ/2

ρ
=

αeρ/2

ρ

ρ→∞−→ ∞ (15.3.26)

这表示波函数在 ρ →∞ 不是有限的，这不满足波函数的标准条件。为了保证波函
数 R(r) 在 ρ →∞ 的有限性，需要将无穷级数 (15.3.22) 截断，使之变成多项式。

设级数 (15.3.22) 被截断后其最高求和指标 νmax = nr，即

f(ρ) =
nr∑

ν=0

bνρν+l+1 (15.3.27)

则截断后所得多项式的最高幂次为 nr + l + 1，而式 (15.3.21) 变为

bnr+1 =
nr + l + 1− β

(nr + 1)(nr + 2l + 2)
bnr (15.3.28)

这时 bnr 6= 0，bnr+1 = 0，因此由式 (15.3.28) 得到

nr + l + 1− β = 0 (15.3.29)

式 (15.3.29) 表示 β 是一个正整数，设为 n，则

β = nr + l + 1 ≡ n (15.3.30)

式 (15.3.30) 扮演了一个量子化条件。由它可以确定相关量子数的取值范围。nr 称

为径量子数：nr = 0, 1, 2, · · · , n− 1，角量子数为

l = 0, 1, 2, · · · , n− 1 (15.3.31)

而 n 是主量子数，取值为

n = 1, 2, 3, · · · (15.3.32)

将式 (15.3.30) 代入式 (15.3.6)，得到能量本征值为

En = −µZ2e4

2~2n2
(n = 1, 2, 3, · · · ) (15.3.33)

由此可见，在粒子能量小于零 (束缚态) 的情况下，波函数在 r →∞ 的有限性，导
致能量取分立值 (即能量的量子化)。而基态能量 (n = 1) 为，

E1 = −µZ2e4

2~2
(15.3.34)

对于氢原子 (Z = 1)，E1 = −13.6eV。这个值恰好氢原子的电离能，可见上述量子

理论的结果与实验相符合。特别是，束缚态之间的跃迁给出
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νm,n =
Em − En

h
= Rc

(
1
n2
− 1

m2

)
(m > n) (15.3.35)

其中，νm,n 是能级 Em 与 En 之间的频率间隔；c 是真空中的高速；R =
2πµe4

h3c
是

里德堡常数。式 (15.3.35) 正是熟知的氢原子光谱的巴尔末公式，如图 15.2(a) 所

示。当 n → ∞ 时，En → 0，电子趋于自由态，光谱线变成连续谱 (νm,n → 0)，如

图 15.2(b) 所示。

图 15.2 (a) 氢原子的能级与光谱线；(b) 氢原子的势能曲线与束缚态

15.3.2 广义拉盖尔多项式

我们进一步求径向本征函数。由式 (15.3.27) 和式 (15.3.30) 得到

f(ρ) =
n−l−1∑

ν=0

bνρν+l+1 = b0ρ
l+1

n−l−1∑
ν=0

bν

b0
ρν (15.3.36)

为了计算其中的比值 bν/b0，由式 (15.3.21) 和式 (15.3.30) 写出

bν+1 =
ν + l + 1− n

(ν + 1)(ν + 2l + 2)
bν (15.3.37)

它给出
b0

b0
= 1，

b1

b0
=

l + 1− n

(2l + 2)
，· · · 这样式 (15.3.36) 写为

f(ρ) =b0ρ
l+1

[
1− n− l − 1

1!(2l + 2)
ρ +

(n− l − 1)(n− l − 2)
2!(2l + 2)(2l + 3)

ρ2 + · · ·
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+ (−1)ν (n− l − 1)(n− l − 2) · · · (n− l − ν)
ν!(2l + 2)(2l + 3) · · · (2l + 1 + ν)

ρν + · · ·

+ (−1)n−l−1 (n− l − 1)(n− l − 2) · · · 1
(n− l − 1)!(2l + 2)(2l + 3) · · · (n + l)

ρn−l−1

]

=b0ρ
l+1

n−l−1∑
ν=0

(−1)ν (2l + 1)!(n− l − 1)!
ν!(n− l − ν − 1)!(2l + 1 + ν)!

ρν

=b0ρ
l+1 (2l + 1)!(n− l − 1)!

(n + l)!

n−l−1∑
ν=0

(−1)ν (n + l)!
ν!(n− l − 1− ν)!(2l + 1 + ν)!

ρν

=b0ρ
l+1 (2l + 1)!(n− l − 1)!

(n + l)!
L2l+1

n−l−1(ρ)

其中，L2l+1
n−l−1(ρ) 是广义拉盖尔多项式，而

Lm
n (x) =

n∑

k=0

(−1)k (m + n)!
k!(n− k)!(m + k)!

xk (15.3.38)

称为 m 阶 n 度广义拉盖尔多项式。

利用式 (15.3.2)、式 (15.3.7) 和式 (15.3.11) 写出径向本征函数 (注出量子数

n、l) 为

Rnl(ρ) = Nnle−ρ/2ρlL2l+1
n−l−1(ρ) (15.3.39)

这里 Nnl 包含所有与 ρ 无关的常数因子。用玻尔半径

a =
~2

µe2
= 0.529× 10−10m (15.3.40)

表示空间尺度，注意到式 (15.3.30)，式 (15.3.7) 变为

ρ = αr =
2Z

an
r (15.3.41)

这样，式 (15.3.39) 写为

Rnl(r) = Nnl exp
(
− Z

an
r

)(
2Z

an
r

)l

L2l+1
n−l−1

(
2Z

an
r

)
(15.3.42)

至此，只剩下归一化常数 Nnl 需要确定。波函数的归一化条件为
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|ψnlm|2 dxdydz = 1 (15.3.43a)

在球坐标系中，我们有 dxdydz = r2 sin θdrdθdφ，这样式 (15.3.43a) 写为
∫ ∞

r=0

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

|ψnlm(r, θ, φ)|2r2 sin θdrdθdφ = 1 (15.3.43b)
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由于球谐函数已经归一化 [式 (15.2.67)]，故式 (15.3.43b) 变为

∫ ∞

0

|Rnl(r)|2 r2dr ·
∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

|Ylm(θ, φ)|2 sin θdθ dφ =
∫ ∞

0

|Rnl(r)|2 r2dr = 1

(15.3.44)

这表示径向函数本身是归一化的，而波函数的径向概率密度为 |Rnl(r)|2 r2。

将式 (15.3.42) 代入式 (15.3.44)，并利用式 (15.3.41)，得到

|Nnl|−2 =
( an

2Z

)3
∫ ∞

0

e−ρρ2l+2
[
L2l+1

n−l−1(ρ)
]2

dρ (15.3.45)

利用积分公式
∫ ∞

0

e−xxM+1
[
LM

N (x)
]2

dx =
Γ(N + M + 1)

N !
(2N + M + 1) (15.3.46)

由式 (15.3.45) 得到

Nnl =

√(
2Z

an

)3 (n− l − 1)!
2n(n + l)!

(15.3.47)

这样归一化的径向函数为

Rnl(r) =

√(
2Z

an

)3 (n− l − 1)!
2n(n + l)!

exp
(
− Z

an
r

)(
2Z

an
r

)l

L2l+1
n−l−1

(
2Z

an
r

)
(15.3.48)

下面列出前几个归一化的径向函数 Rnl(r)

R10(r) =
(

Z

a

)3/2

2 exp
(
−Z

a
r

)

R20(r) =
(

Z

2a

)3/2 (
2− Z

a
r

)
exp

(
− Z

2a
r

)

R21(r) =
(

Z

2a

)3/2
Z

a
√

3
r exp

(
− Z

2a
r

)

R30(r) =
(

Z

3a

)3/2
[
2− 4Z

3a
r +

4
27

(
Z

a
r

)2
]

exp
(
− Z

3a
r

)

R31(r) =
(

2Z

a

)3/2 (
2

27
√

3
− Z

81
√

3a
r

)
Z

a
r exp

(
− Z

3a
r

)

R32(r) =
(

2Z

a

)3/2
Z

81
√

15

(
Z

a
r

)2

exp
(
− Z

3a
r

)

现在我们把角向解 (15.2.69) 和径向解 (15.3.48) 代入式 (15.2.4) 得到本征函数为
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ψnlm(r, θ, φ) = Rnl(r)Yl m(θ, φ)

= Nnl exp
(
− Z

an
r

)(
2Z

an
r

)l

L2l+1
n−l−1

(
2Z

an
r

)
Yl m(θ, φ)





n = 1, 2, 3, · · ·
l = 0, 1, 2, · · · , n− 1

m = 0, ±1, ±2, · · · ,±l

(15.3.49)

我们在式 (15.2.59) 中显示，球谐函数 Yl m(θ, φ) 是算符 L̂2 和 L̂z 共同的本征函数，

而现在 ψnlm 是算符 Ĥ、L̂2 和 L̂z 共同的本征函数，事实上

Ĥψnlm = −µZ2e4

2~2n2
ψnlm (15.3.50a)

L̂2ψnlm = l(l + 1)~2ψnlm (15.3.50b)

L̂zψnlm = m~ψnlm (15.3.50c)

电子处于态 (15.3.49) 时，其能级由 (15.3.33) 式给出。由于 ψnlm 与 n、l、m 三个

量子数有关，而能级 En 只与 n 有关，所以能级对于 l 和 m 是简并的。对于一个

n 值，l 可以取 l = 0, 1, 2, · · · , n − 1(共 n 个值)，而对于一个 l 值，m 还可以取

m = 0, ±1, ±2, · · · ,±l[共 (2l + 1)个值]。不同的 l、m对应不同的波函数 ψnlm。因

此对于第 n 个能级 En，有

n−1∑

l=0

(2l + 1) = 2
n(n− 1)

2
+ n = n2 (15.3.51)

个波函数，因此电子第 n 个能级是 n2 度简并的。

本节的最后，我们把空间函数 (15.3.49)与时间函数 (15.1.9)相乘，给出 (15.1.12)

的表示式

Ψnlm(r, θ, φ, t) = ψnlm(r, θ, φ) exp
(
− i
~
Ent

)
(15.3.52)

其中，能量本征值 En 由式 (15.3.34)确定；本征函数 ψnlm 由式 (15.3.49)确定。式

(15.3.52) 就是薛定谔方程 (15.1.1) 的解。由于
∣∣∣∣exp

(
− i
~
Ent

)∣∣∣∣
2

= 1，含时波函数

Ψnlm(r, θ, φ, t) 是归一化的。

15.3.3 径向概率密度

本节我们进一步讨论径向解的性质。简单起见，考虑氢原子情况 (Z = 1)，并

讨论三种典型的束缚态：① 基态 ψ100；② ψn00 态；③ ψn,n−1,m 态。在讨论中，我

们用 Wnl(r) 表示式 (15.3.44) 中的径向概率密度，即 Wnl(r) ≡ |Rnl(r)|2 r2。

(1) 首先考虑基态 (n = 1，l = 0，m = 0)，其波函数是 ψ100(r, θ, φ)，相应的径

向概率密度由式 (15.3.44) 给出为
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W10(r) = |R10(r)|2 r2 =
∣∣∣∣

2
a3/2

exp
(
− r

a

)∣∣∣∣
2

r2 =
4
a3

r2 exp
(
−2r

a

)
(15.3.53)

这个表示式还可以从另一个更基本的思路而得到。事实上，基态波函数为

ψ100 = R10(r)Y00(θ, φ)

=
2

a3/2
exp

(
− r

a

) 1√
4π

=
1√
πa3/2

exp
(
− r

a

)

电子在空间任意处的单位体积内的几率 (概率密度) 为

|ψ100|2 =
1
πa3

exp
(
−2r

a

)
(15.3.54)

则电子在 r → r + dr 球壳 (体积为 4πr2dr) 内的出现的几率 (图 15.3) 为

|ψ100|2 · 4πr2dr =
4
a3

r2 exp
(
−2r

a

)
dr

= 4
( r

a

)2

exp
(
−2

r

a

)
d

( r

a

)

= 4ρ2 exp(−2ρ)dρ (ρ = r/a)

其中，a 是玻尔半径。由此得到电子的径向概率密度 (以 ρ 为变量)

W10(ρ) = 4ρ2 exp(−2ρ) (15.3.55)

这个结果与式 (15.3.53) 是相同的。容易验证几率的归一性，即
∫ ∞

0

W10(ρ)dρ = 4
∫ ∞

0

ρ2 exp(−2ρ)dρ = 1 (15.3.56)

由式 (15.3.55) 作出径向概率密度分布 W (ρ)，如图 15.4 所示。它的最大值相应于

dW10

dρ
= 8ρ(1− ρ) exp(−2ρ) ⇒ ρm = 1 (15.3.57)

这个结果显示，基态氢原子中的电子在整个空间 (0 < r < ∞) 出现的几率都不为

零，但在玻尔半径 r = a 处有最大几率值 [W10(1) = 0.54]。我们看到氢原子的量子

理论与玻尔的轨道理论如此奇妙地联系了起来。

图 15.3 球壳 (r → r + dr) 的体积 4πr2dr
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图 15.4 基态氢原子的径向概率密度分布

利用概率密度可以计算某些力学量的平均值，如电子运动半径的平均值为

〈ρ〉 =
∫ ∞

0

ρW10(ρ)dρ

= 4
∫ ∞

0

ρ3 exp(−2ρ)dρ = 4 · 3!
(

1
2

)4

= 1.5

它是玻尔半径的 1.5 倍。而势能 V (r) = −e2/r 的平均值为

〈V 〉 =
∫ ∞

0

(
−e2

r

)
4
a3

r2 exp
(
−2r

a

)
dr

= −4
e2

a3

∫ ∞

0

r exp
(
−2r

a

)
dr = −4

e2

a3

(a

2

)2

= −e2

a

势能的平均点在玻尔半径处。

我们进一步考查电子在有限空间的几率，引入

Pnl(s) =
∫ sa

r=0

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

|ψnlm |2 r2 sin θ dr dθ dφ

=
∫ sa

r=0

|Rnl |2 r2dr ·
∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

|Ylm |2 sin θ dθ dφ

=
∫ sa

0

|Rnl |2 r2dr (15.3.58)

它表示在任意态 ψnlm 中电子在 s 倍的玻尔半径内出现的几率。对于基态情况，注

意到 ρ = r/a，式 (15.3.58) 给出

P10(s) = 4
∫ s

0

ρ2 exp(−2ρ)dρ = e−2s
(
e2s − 1− 2s− 2s2

)
(15.3.59)

图 15.5 显示了 P10(s) 随 s 的变换曲线。可以得到，当 s ≈ 2.7，几率值达到 0.9。

当 s → ∞ 时，式 (15.3.59) 给出 P10(∞) = 1，这正是波函数的归一化条件，即式

(15.3.56)。
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图 15.5 基态氢原子的电子在 s 倍玻尔半径内出现的几率：P10(1) = 0.32，P10(2) = 0.76

下面我们计算电子在经典禁区出现的几率。经典禁区定义为 r > rn 区域，而

rn 由

V (rn) = − e2

rn
= En = − µe4

2~2n2
= − e2

2n2a
(15.3.60)

确定，即在以半径为 rn 的球面上，电子的势能等于总能量。该球面以外的区域称

为经典禁区。由式 (15.3.60) 解得

rn = 2n2a (15.3.61)

rn 称为电子运动的最大经典半径，它是玻尔半径的 2n2 倍。对于基态，最大经典

半径是玻尔半径的 2 倍。引入

Qnl(n) =
∫ ∞

r=2n2a

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

|ψnlm |2 r2 sin θ dr dθ dφ

=
∫ ∞

r=2n2a

|Rnl |2 r2dr ·
∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0

|Ylm|2 sin θdθ dφ

=
∫ ∞

2n2a

|Rnl|2 r2dr (15.3.62)

它表示在任意态 ψnlm 中电子在经典禁区出现的几率。在基态情况下

Q10(1) = 4
∫ ∞

2

ρ2 exp(−2ρ)dρ = 1− 4
∫ 2

0

ρ2 exp(−2ρ)dρ

= 1− [
e−2s

(
e2s − 1− 2s− 2s2

)]
s=2

= 1− 0.76 = 0.24

可见，基态情况下电子在经典禁区出现的几率是相当高的。这是一种很强的量子效

应。

综合上述，在基态氢原子中，电子径向概率密度的最可几半径是玻尔半径 a，

电子运动的平均半径为 1.5a，电子运动的最大经典半径为 2a，电子在经典禁区出

现的几率高达 24%。
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(2) 现在我们讨论 ψn00 态 (n = 1, 2, 3, · · · l = 0；m = 0)。这些态之间的区别

只是主量子数不同，而角向状态都是 Y00。我们将考查这些态中电子的径向概率密

度 Wn0 以及电子在 s 倍玻尔半径内出现的几率 Pn0。对于 ψ100 态，我们已经讨论

过。对于 ψ200 态，由式 (15.3.58) 得到

P20(s) =
∫ sa

r=0

|R20 |2 r2dr =
∫ sa

r=0

∣∣∣∣∣
(

1
2a

)3/2 (
2− 1

a
r

)
e−

1
2ar

∣∣∣∣∣

2

r2dr

=
∫ sa

0

1
(2a)3

(
2− 1

a
r

)2

e−
1
ar r2dr

=
∫ s

0

1
8
ρ2 (2− ρ)2 e−ρ dρ

从而径向概率密度为

W20(ρ) =
1
8
ρ2 (2− ρ)2 e−ρ (15.3.63a)

同理，对于 ψ300 态，我们有

P30(s) =
∫ sa

r=0

|R30 |2 r2dr =
∫ sa

r=0

∣∣∣∣∣
(

1
3a

)3/2
[
2− 4

3a
r +

4
27

(
1
a
r

)2
]

e−
1
3ar

∣∣∣∣∣

2

r2dr

=
∫ sa

0

1
(3a)3

[
2− 4

3a
r +

4
27

(
1
a
r

)2
]2

e−
2
3ar r2dr

=
∫ s

0

1
27

ρ2

[
2− 4

3
ρ +

4
27

ρ2

]2

e−
2
3ρdρ

W30(ρ) =
1
27

ρ2

[
2− 4

3
ρ +

4
27

ρ2

]2

e−
2
3ρ (15.3.63b)

利用上述结果作出三个态的径向概率密度，如图 15.6所示，图中还给出了当 Pn0 =

0.9 时相应的 ρ 值。可以看出，随着主量子数 n 的增大，核对电子的束缚减弱，电

子概率密度的峰向 r 增加的方向移动。

图 15.6 在 ψn00 态中，电子径向概率密度 Wn0 及 Pn0 = 0.9 时相应的 ρ 值
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(3)现在我们讨论 ψn,n−1,m 态。这些态的角量子数为 l = n− 1。首先我们根据

Wn,n−1(r) ≡ |Rn,n−1(r)|2 r2 求出前几个态的径向概率密度

W10(r) =
∣∣∣∣

2
a3/2

exp
(
− r

a

)∣∣∣∣
2

r2 =
4
a3

r2 exp
(
−2r

a

)
(15.3.64a)

W21(r) =

∣∣∣∣∣
(

1
2a

)3/2 1
a
√

3
re−

1
2ar

∣∣∣∣∣

2

r2 =
1

24a

( r

a

)4

e−r/a (15.3.64b)

W32(r) =

∣∣∣∣∣
(

2
a

)3/2 1
81
√

15

( r

a

)2

e−
1
3ar

∣∣∣∣∣

2

r2 =
8

98415a

( r

a

)6

e−
2
3

r
a (15.3.64c)

将式 (15.3.64) 中三式的 r/a 换成 ρ，再计算 dWn,n−1(ρ)/dρ = 0，得到三个态的径

向几率分布和相应的最可几 ρ 值为

W10(ρ) = 4ρ2 exp (−2ρ) , ρm = 1 (15.3.65a)

W21(ρ) =
1
24

ρ4 exp(−ρ), ρm = 4 (15.3.65b)

W32(ρ) =
8

98415
ρ6 exp

(
−2

3
ρ

)
, ρm = 9 (15.3.65c)

图15.7显示了式(15.3.65)的径向几率分布及相应的最可几ρ值。由此推测Wn,n−1(ρ)

的最可几值为 ρm = n2，下面对此作一般性的证明。为此由式 (15.3.48) 写出

Wn, n−1(r) =

∣∣∣∣∣∣

√(
2
na

)3 1
2n(2n− 1)!

exp
(
− 1

an
r

)(
2
an

r

)n−1

L2l+1
0

(
2
an

r

) ∣∣∣∣∣∣

2

r2

=
(

2
na

)3 1
2n(2n− 1)!

exp
(
− 2r

na

)(
2r

an

)2(n−1)

r2

=
1

an2(2n− 1)!
exp

(
− 2r

na

)(
2r

na

)2n

这里利用了广义拉盖尔多项式的性质 Lm
0 (x) = 1。事实上，从式 (15.3.38) 可以看

出，当 n = 0 时，广义拉盖尔多项式 Lm
n (x) 只有第一项 (其值为 1)。上式换成变

量 ρ 后变为

Wn, n−1(ρ) =
1

n2(2n− 1)!
exp

(
− 2

n
ρ

)(
2
n

ρ

)2n

(15.3.66)

这就是 ψn,n−1,m 态中电子的径向概率密度。由式 (15.3.66) 得到

dWn,n−1

dρ
=

4
n3(2n− 1)!

exp
(
− 2

n
ρ

)(
2
n

ρ

)2n−1 (
n− ρ

n

)
(15.3.67)
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由 dWn,n−1/dρ = 0 得到最可几值为 ρm = n2。

图 15.7 式 (15.3.65) 的径向几率分布及相应的最可几 ρ 值

现在计算电子在经典禁区出现的几率，由式 (15.3.61) 可以看出，经典禁区相

应于 ρ > 2n2，由式 (15.3.66) 得到

Qn,n−1(n) =
1

n2(2n− 1)!

∫ ∞

2n2
exp

(
− 2

n
ρ

)(
2
n

ρ

)2n

dρ (15.3.68)

其中的积分是一种不完全伽马函数 (incomplete gamma function)，该函数定义为

Γ(a, x) =
∫ ∞

x

exp (−t) ta−1dt (15.3.69)

如果 a 是一个正整数，则式 (15.3.69) 约化为

Γ(a, x) = (a− 1)!ex
a−1∑

k=0

xk

k!
(15.3.70)

这样式 (15.3.68) 写为

Qn,n−1(n) =
1

(2n)!

∫ ∞

4n

exp (−t) t(2n+1)−1dt

=
1

(2n)!
Γ(2n + 1, 4n) = e−4n

2n∑

k=0

(4n)k

k!

上式给出

Q1,0(1) = 0.238, Q2,1(2) = 0.100, Q3,2(3) = 0.046, Q4,3(4) = 0.022

Q10,9(10) = 0.000368

可见，随着主量子数 n的增大，电子在经典禁区出现的几率减小，量子特征趋

于经典的行为，这正是量子–经典对应原理的具体体现。
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15.4 量子谐振子与厄米多项式

本节我们讨论另一个典型的量子力学系统，即线性谐振子，并求解谐振子的薛

定谔方程，它涉及另一类重要的特殊函数 —— 厄米多项式。

15.4.1 量子谐振子

在经典力学中，质量为 µ 的弹簧振子 (图 15.8)，在弹性力 (恢复力)F = −kx

作用下运动，其中，k 是弹簧的劲度系数，x 是振子在任意 t 时刻离开平衡位置的

位移。根据牛顿第二定律，有

µ
d2x

dt2
= −kx (15.4.1)

方程 (15.4.1) 是线性的，其通解为

x = A sin(ωt + δ) (15.4.2)

其中，ω =
√

k/µ 是振子的角频率；A 和 δ 分别是振幅和位相，由振子的初始条件

决定。式 (15.4.2) 所描述的运动称为简谐振动，做简谐振动的振子称为谐振子。

图 15.8 弹簧振子

在物理学中，任何一个力 F (x)，如引力、电磁力等，均对应一个势能函数 U(x)，

二者之间有一般关系式

F (x) = −∂U(x)
∂x

(15.4.3)

这样，谐振子的势能函数 U(x) 为

U(x) =
∫

kxdx =
1
2
kx2 + U0 =

1
2
µω2x2 (15.4.4)

这里已经将参考势能选为 U0 = 0。可见谐振子的势能函数 U(x) 是抛物线，如图
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15.9 所示，当谐振子处于振幅位置时 (x = ±A)，有最大势能
1
2
kA2，而此处的动能

为零。谐振子在任意 x 处的总能量为

E =
p2

2µ
+

1
2
µω2x2 (15.4.5)

其中，p 是振子的动量。

图 15.9 谐振子的势能曲线

根据力学量的算符表示

E → i~
∂

∂t
, p → −i~

∂

∂x

(
p2 → −~2 ∂2

∂x2

)
(15.4.6)

我们由式 (15.4.5) 得到体系的薛定谔方程

i~
∂Ψ
∂t

= − ~
2

2µ

∂2Ψ
∂x2

+
1
2
µω2x2Ψ(x, t) (15.4.7)

这里，Ψ(x, t) 是任意 t 时刻的波函数。设粒子初始时刻的波函数为

Ψ(x, 0) = f(x) (15.4.8)

现在我们来求任意 t 时刻的波函数 Ψ(x, t)。设 Ψ(x, t) 具有形式解

Ψ(x, t) = ψ(x)T (t) (15.4.9)

其中，ψ(x) 和 T (t) 分别是空间与时间部分。将式 (15.4.9) 代入式 (15.4.7)，分离变

量后，得到

− ~
2

2µ

∂2ψ

∂x2
+

1
2
µω2x2ψ(x) = Eψ(x) (15.4.10a)

dT

T
= − i

~
Edt ⇒ T (t) = exp

(
− i
~
Et

)
(15.4.10b)

其中，E 是能量本征值。方程 (15.4.10a) 就是系统的定态薛定谔方程。它描述质量

为 µ 的微观粒子在势场
1
2
µω2x2 中沿 x 轴的线性振动。一般来说，任何量子体系
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在稳定平衡点附件的小幅度振动都可以近似地用线性谐振子来表示，如固体中原

子的振动、晶格的振动、原子核表面振动等。特别是，双原子分子中两原子之间的

相互作用势能就是原子间距离 x 的函数，其形状如图 15.10 所示，图中的势能函

数为

图 15.10 两原子间的势能曲线

U(x) =
1
2
k(x− x0)2

在 x = x0 处势能有极小值 U(x0) = 0，这是一

个稳定平衡点，当原子间距大于 x0 时，原子

间相互吸引；反之当原子间距小于 x0 时，原

子间相互排斥，两原子间的相对运动可以看成

一种简谐振动。这样一种相互作用势能存在于

许多体系之中，而体系在平衡点附件的振动行

为可以用势能曲线 (图 15.9) 近似地表示。

现在我们求解方程 (15.4.10a)，为方便起见，引入无量纲位移 ξ 代替 x，它们

的关系是

ξ = αx, kα =
√

µω

~
(15.4.11)

并定义无量纲参数

λ =
2E

~ω
(15.4.12)

用
2
~ω
乘以方程 (15.4.10a) 两边，并利用式 (15.4.11) 及式 (15.4.12)，得到

d2ψ

dξ2
+ (λ− ξ2)ψ = 0 (15.4.13)

这是一个变系数二阶常微分方程，称为谐振子的标准方程。为求解该方程，我们先

考查它的渐近解，即当 ξ → ±∞ 时波函数的行为。在此情况下，λ ¿ ξ2，于是方程

变为
d2ψ

dξ2
− ξ2ψ = 0 (15.4.14)

它的解是

ψ ∼ eξ2/2 + e−ξ2/2 (15.4.15)

这就是方程 (15.4.13)的渐近解 (即 ξ → ±∞时的解)。因为波函数的标准条件要求

当 ξ → ±∞ 时 ψ 应是有限的，故只取 ψ ∼ e−ξ2/2。

根据上面的讨论，现在将方程 (15.4.13) 的形式解写为

ψ(ξ) = y(ξ)e−ξ2/2 (15.4.16)
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其中，y(ξ) 是待求的函数，它必须保证波函数 ψ 在 ξ 取有限值以及 ξ → ±∞ 时都
满足标准条件。

将形式解式 (15.4.16) 代入式 (15.4.13)，并利用

dψ

dξ
=

(
−ξy +

dy

dξ

)
e−ξ2/2 (15.4.17a)

d2ψ

dξ2
=

(
−y − 2ξ

dy

dξ
+ ξ2y +

d2y

dξ2

)
e−ξ2/2 (15.4.17b)

得到关于 y(ξ) 的方程
d2y

dξ2
− 2ξ

dy

dξ
+ (λ− 1)y = 0 (15.4.18)

这个方程称为厄米方程。设方程 (15.4.18) 在 ξ = 0 处有幂级数解

y(ξ) =
∞∑

k=0

Ckξk = C0 + C1ξ + C2ξ
2 + · · · (15.4.19)

其中，Ck(k = 0, 1, 2, · · · ) 是展开系数。对式 (15.4.19) 求导数，得到

y′ =
∞∑

k=1

kCkξk−1, y′′ =
∞∑

k=2

k(k − 1)Ckξk−2 (15.4.20)

将式 (15.4.19) 和式 (15.4.20) 代入式 (15.4.18)，得到

∞∑

k=2

k(k − 1)Ckξk−2 − 2ξ
∞∑

k=1

kCkξk−1 + (λ− 1)
∞∑

k=0

Ckξk

=
∞∑

k=2

k(k − 1)Ckξk−2 −
∞∑

k=0

[2k − (λ− 1)]Ckξk

(m = k − 2)

=
∞∑

m=0

(m + 2)(m + 1)Cm+2ξ
m −

∞∑

k=0

[2k − (λ− 1)]Ckξk

=
∞∑

k=0

[(k + 2)(k + 1)Ck+2 − [2k − (λ− 1)]Ck] ξk = 0

上式中参与求和的各项是相互独立的，因此求和为零的必要充分条件是任意项 ξk

的系数为零，即

(k + 2)(k + 1)Ck+2 − [2k − (λ− 1)]Ck = 0 (15.4.21)

这是系数所满足的关系式，可以写成

Ck+2 =
2k − (λ− 1)

(k + 2)(k + 1)
Ck (k = 0, 1, 2, · · · ) (15.4.22)
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这是一个双间隔系数递推公式，我们由 C0 开始递推，得到

k = 0 : C2 =
−(λ− 1)

2 · 1 C0 =
−(λ− 1)

2!
C0

k = 2 : C4 =
4− (λ− 1)

4 · 3 C2 =
−(λ− 1)[4− (λ− 1)]

4!
C0

k = 4 : C6 =
8− (λ− 1)

6 · 5 C4 =
−(λ− 1)[4− (λ− 1)][8− (λ− 1)]

6!
C0

· · · · · ·

可以看出，每个系数都含有 C0，将 C0, C2, C4, C6, · · · 代入式 (15.4.19)，得到偶数

幂的集合 C0y0(x)，其中

y0(ξ) =1 +
−(λ− 1)

2!
ξ2 +

−(λ− 1)[4− (λ− 1)]
4!

ξ4

+
−(λ− 1)[4− (λ− 1)][8− (λ− 1)]

6!
ξ6 + · · ·

(15.4.23a)

进而我们利用式 (15.4.22) 由 C1 开始递推，得到

k = 1 : C3 =
2− (λ− 1)

3 · 2 C1 =
2− (λ− 1)

3!
C1

k = 3 : C5 =
6− (λ− 1)

5 · 4 C3 =
[2− (λ− 1)][6− (λ− 1)]

5!
C1

k = 5 : C7 =
10− (λ− 1)

7 · 6 C5 =
[2− (λ− 1)][6− (λ− 1)][10− (λ− 1)]

7!
C1

· · · · · ·

可以看出，每个系数都含有 C1，将 C1, C3, C5, · · · 代入式 (15.4.19)，得到奇数幂

的集合 C1y1(x)，其中

y1(ξ) = ξ +
2− (λ− 1)

3!
ξ3 +

[2− (λ− 1)][6− (λ− 1)]
5!

ξ5

+
[2− (λ− 1)][6− (λ− 1)][10− (λ− 1)]

7!
ξ7 + · · ·

(15.4.23b)

显然 y0(ξ) 和 y1(ξ) 是线性独立的。这样我们得到式 (15.4.18) 的通解

y(ξ) = C0y0(ξ) + C1y1(ξ) (15.4.24)

我们的结论是，厄米方程 (15.4.18)作为二阶常微分方程有两个线性独立的解 y0(x)

和 y1(x)，它们称为厄米函数，而 C0 和 C1 是两个线性无关的常数。

我们进一步讨论厄米函数y0(ξ)和y1(ξ)的收敛性。按照达朗贝尔判别法，y0(ξ)

和 y1(ξ) 的收敛半径均为
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R= lim
k→∞

∣∣∣∣
Ck

Ck+2

∣∣∣∣= lim
k→∞

∣∣∣∣
(k+2)(k+1)
2k−(λ− 1)

∣∣∣∣= lim
k→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣

(
1+

2
k

)(
1+

1
k

)

2
k
− (λ−1)

k2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= lim

k→∞

(
k

2

)
→∞

(15.4.25)

这表示厄米方程的幂级数通解 (15.4.24) 的收敛半径为无穷大。

我们进一步讨论幂级数通解 (15.4.24) 在 ξ → ±∞ 的行为。级数中相邻两项系
数的比值为

Ck+2

Ck
=

2k − (λ− 1)
(k + 1)(k + 2)

=

2k − (λ− 1)
k2(

1 +
1
k

)(
1 +

2
k

) k→∞−→ 2
k

(15.4.26)

考查指数函数 exp
(
ξ2

)
的幂级数

exp
(
ξ2

)
= 1 +

ξ2

1!
+

ξ4

2!
+ · · ·+ ξk

(
k

2

)
!
+

ξk+2

(
k

2
+ 1

)
!
+ · · · (15.4.27)

它的相邻两项系数的比值也是
2
k
，即

Ck+2

Ck
=

(
k

2

)
!

(
k

2
+ 1

)
!

=
1(

k

2
+ 1

) k→∞−→ 2
k

(15.4.28)

当 ξ → ±∞时，y(ξ)与 exp
(
ξ2

)
的级数的性质主要取决于 k较大的高次项。现在可

以看出，当 k 很大时，两级数有相同的性质，所以函数 y(ξ)与 exp
(
ξ2

)
在 ξ → ±∞

时有相同的渐近行为，因而

ψ(ξ) = y(ξ) exp
(
−1

2
ξ2

)
ξ→±∞−→ = exp

(
ξ2

)
exp

(
−1

2
ξ2

)

= exp
(

1
2
ξ2

)
ξ→±∞−→ ∞

这表示厄米函数 y(ξ) 使波函数 ψ(ξ) 在 ξ → ±∞ 发散，不满足波函数的标准条件。
为了保证波函数 ψ(ξ) 在 ξ → ±∞ 的有限性，需要将无穷级数 y(ξ) 截断，使之变

成多项式，而多项式一定是有界的。

观察式 (15.4.23a) 中的系数可以发现，一旦一个因子在系数中出现，则这个因

子会出现在后面的每一个系数中。例如，因子 [4− (λ− 1)] 在 ξ4 的系数中出现后，

在 ξ6，ξ8, · · · 系数中均会出现。这样如果取 λ− 1 = 4，则式 (15.4.23a) 被截断变成
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二项式 y0(ξ) = 1 − 2ξ2 。显然，如果取 λ − 1 = 2n(n 是偶数)，则 y0(ξ) 变成 n 次

多项式

y0(ξ) = C0 + C2ξ
2 + C4ξ

4 + · · ·+ Cnξn (n 为偶数) (15.4.29a)

同理，在式 (15.4.23b)中，如果取 λ− 1 = 2n(n 是奇数)，则 y1(ξ)变成 n 次多项式

y1(ξ) = C1ξ + C3ξ
3 + C5ξ

5 + · · ·+ Cnξn (n 为奇数) (15.4.29b)

因此得到结论：当厄米方程 (15.4.18) 中的任意实数 λ 的取值限于

λ− 1 = 2n (n = 0, 1, 2, · · · ) (15.4.30)

时，它的解是多项式 (15.4.29)。

现在我们进一步确定式 (15.4.29) 中的系数。如果 Cn 被确定，按照递推公式

(15.4.22)可以推出系数 Cn−2，Cn−4，· · · 这意味着所有系数都能依次确定。原则上
Cn 是一个任意常数，不过如果取

Cn = 2n (15.4.31)

厄米多项式 (15.4.29) 将呈现最简洁的形式。现在我们由式 (15.4.31) 推出较低次幂

的系数，为此将式 (15.4.22) 写为

Ck =
(k + 2)(k + 1)

2k − 2n
Ck+2 (k = 0, 1, · · · , n− 2) (15.4.32)

我们有

Cn = 2n =
(−1)0n!

0!(n− 2 · 0)!
2n−2·0

Cn−2 = −n(n− 1)
4

2n = −n(n− 1)(n− 2)!
22(n− 2)!

2n

= − n!
(n− 2)!

2n−2 =
(−1)1n!

1!(n− 2 · 1)!
2n−2·1

Cn−4 =
n(n− 1)

4
(n− 2)(n− 3)

8
2n =

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)!
2! · 24(n− 4)!

2n

=
(−1)2n!

2!(n− 2 · 2)!
2n−2·2

· · · · · ·

一般项为

Cn−2m =
(−1)mn!

m!(n− 2m)!
2n−2m

(
m = 0, 1, 2, · · · ,

n

2

)
(15.4.33)

特别是常数项为
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C0 =
(−1)n/2n!(n

2

)
!

(
m =

n

2

)
(15.4.34)

利用通项公式 (15.4.33)，多项式解 (15.4.29) 被写为

Hn(ξ) =
M∑

m=0

(−1)m n!
m!(n− 2m)!

(2ξ)n−2m (15.4.35)

式 (15.4.35) 称为 n 阶厄米多项式。其中，M 是求和指标 m 的最大值 (M = n/2)。

由于 M 必须是自然数，所以将它写成

M =





n

2
(n = 0, 2, 4, · · · )

n− 1
2

(n = 1, 3, 5, · · · )
(15.4.36)

这样在任何情况下，M 的取值为 M = 0, 1, 2, 3, · · · 注意在厄米多项式 (15.4.35)

中，求和指标 m 的最小值 m = 0 相应于最高次幂 ξn [它的系数由式 (15.4.31) 确

定]，而它的最大值 m = M 相应于常数项 [由式 (15.4.34) 确定]。

前几阶厄米多项式 (图 15.11) 是

H0(x) = 1,

H2(x) = 4x2 − 2,

H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12,

H1(x) = 2x

H3(x) = 8x3 − 12x

H5(x) = 32x5 − 160x3 + 120x

图 15.11 前几阶厄米多项式
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例 1 证明：n 阶厄米多项式 Hn(x) 可以写成下列形式

Hn(x) = (2x)n − n(n− 1)(2x)n−2 +
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2
(2x)n−4 − · · · (15.4.37)

证明 从递推公式 (15.4.22) 出发，即

Ck+2 =
2k − (λ− 1)

(k + 2)(k + 1)
Ck (k = 0, 1, 2, · · · ) (15.4.38)

在式 (15.4.38) 中取 λ− 1 = 2n(n = k = 0, 1, 2, · · · )，则由 Cn 6= 0 得到 Cn+2 = 0，

由此得到 Cn+4 = Cn+6 = · · · = 0。这样，幂级数解 (15.4.19) 变为多项式

y(ξ) = Cnξn + Cn−2ξ
n−2 + · · · (15.4.39)

将递推公式 (15.4.38) 写成

Ck−2 =
k(k − 1)

2(k − 2)− 2n
Ck (15.4.40)

由式 (15.4.40) 推出

Cn−2 = −n(n− 1)
4

Cn

Cn−4 = − (n− 2)(n− 3)
8

Cn−2 =
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

32
Cn

· · · · · ·

这些系数有共同的因子 Cn，取 Cn = 2n，将 Cn ，Cn−2，Cn−4 · · · 代入式 (15.4.39)，

得到

y(ξ) = 2n

[
ξn − n(n− 1)

4
ξn−2 +

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)
32

ξn−4 − · · ·
]

= (2ξ)n − n(n− 1)(2ξ)n−2 +
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2
(2ξ)n−4 − · · ·

这就是厄米方程 (15.4.18) 的多项式解，它与 n 阶厄米多项式 Hn(ξ) 是相同的，式

(15.4.37) 的曲线如图 15.11 所示。

例 2 证明厄米多项式的公式

dHn

dx
= 2nHn−1(x),

dnHn

dxn
= 2nn! (15.4.41)

证明 由式 (15.4.37) 写出

Hn−1(x) =(2x)n−1 − (n− 1)(n− 2)(2x)n−3

+
(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

2
(2x)n−5 − · · ·
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另一方面，对式 (15.4.37) 求导数，得到

dHn

dx
=2n(2x)n−1 − 2(n− 2)n(n− 1)(2x)n−2−1

+ 2(n− 4)
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2
(2x)n−4−1 − · · ·

=2n

[
(2x)n−1−(n−1)(n−2)(2x)n−3+

(n−1)(n−2)(n−3)(n−4)
2

(2x)n−5 − · · ·
]

=2nHn−1(x)

这样
d2Hn

dx2
= 22n(n− 1)Hn−2(x),

dnHn

dxn
= 2nn! (15.4.42)

15.4.2 厄米多项式

从上述讨论可以看出，为了确保波函数 ψ(ξ) = y(ξ)e−ξ2/2[式 (15.4.16)] 的有限

性，我们将无穷级数 y(ξ)截断，使之转变成厄米多项式 Hn(ξ)，而这一转变发生的

条件是厄米方程 (15.4.18) 中 λ 的取值限于 λ− 1 = 2n(n = 0, 1, 2, · · · )。由此我们
立即得到本征值 [利用式 (15.4.12)]

En = ~ω
(

n +
1
2

)
(n = 0, 1, 2, · · · ) (15.4.43)

本征函数 (15.4.16) 则为

ψn(ξ) = An exp
(
−1

2
ξ2

)
Hn(ξ) (n = 0, 1, 2, · · · ) (15.4.44)

其中，An 是归一化常数。为了求出 An，我们需要推导出关于厄米多项式 Hn(ξ)性

质的一些结果。

1. 正交性

在厄米多项式的意义上，厄米方程 (15.4.18) 现在写为

d2Hn

dξ2
− 2ξ

dHn

dξ
+ 2nHn(ξ) = 0 (n = 0, 1, 2, · · · ) (15.4.45)

下面我们按照施图姆–刘维尔理论考查 Hn(ξ) 的正交性。但是方程 (15.4.45) 显然

不能化成施图姆–刘维尔型方程。不过给方程 (15.4.45) 两边同乘以 e−ξ2

e−ξ2 d2Hn

dξ2
− 2ξe−ξ2 dHn

dξ
+ 2ne−ξ2

Hn(ξ) = 0 (15.4.46)

它变成施图姆–刘维尔型方程
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d
dξ

(
e−ξ2 dHn

dξ

)
+ 2ne−ξ2

Hn = 0 (15.4.47)

与式 (9.1.1)相比较：k(ξ) = e−ξ2
，ρ(ξ) = e−ξ2

。由于在边界 ξ → ±∞处，k(±∞) = 0，

这使得式 (9.1.7) 中的 Q = 0。而式 (9.1.6) 给出加权正交性关系式
∫ ∞

−∞
Hm(ξ)Hn(ξ)e−ξ2

dξ = 0 (m 6= n) (15.4.48)

2. 微分表示

现在我们推导厄米多项式 Hn(ξ) 的微分表示，令 U = exp(−ξ2)，则

dU

dξ
= −2ξU (15.4.49)

现在利用莱布尼茨的乘积微分法则 [式 (14.3.53)]，即

dn

dxn
(f · g) =

n∑

k=0

n!
(n− k)!k!

dkf

dxk

dn−kg

dxn−k
(15.4.50)

计算
dn

dξn
(−2ξU)，求和中只有前两项 (k = 0, 1) 是非零的

dn

dξn
(−2ξU) = −2

(
ξ
dnU

dξn
+ n

dn−1U

dξn−1

)
(15.4.51)

利用式 (15.4.49)，式 (15.4.51) 变为

dn+1U

dξn+1
= −2

(
ξ
dnU

dξn
+ n

dn−1U

dξn−1

)
(15.4.52)

再对式 (15.4.52) 求导数，得到

dn+2U

dξn+2
= −2ξ

dn+1U

dξn+1
− 2(n + 1)

dnU

dξn
(15.4.53)

方程 (15.4.53) 可以写成

d2U (n)

dξ2
= −2ξ

dU (n)

dξ
− 2(n + 1)U (n)(ξ) (15.4.54)

为解方程 (15.4.54)，引入变换

w(ξ) = (−1)neξ2
U (n)(ξ) (15.4.55)

将式 (5.4.55) 代入式 (15.4.54)，得到 w(ξ) 的方程

d2w

dξ2
− 2ξ

dw

dξ
+ 2nw(ξ) = 0 (15.4.56)
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正是厄米方程 (15.4.45)。这表示式 (15.4.45) 的解就是 w(ξ)，即 Hn(ξ) = w(ξ)。注

意到 U = exp
(−ξ2

)
，由式 (15.4.55) 得到

Hn(ξ) = (−1)neξ2 dn

dξn

(
e−ξ2

)
(15.4.57)

这就是厄米多项式 Hn(ξ) 的微分表示。

3. 生成函数

厄米多项式的生成函数表示为

S(x, r) ≡ exp
(
2xr − r2

)
=

∞∑
n=0

Hn(x)
rn

n!
(15.4.58)

其中, r 是实参数。这个生成函数是非常有用的，我们现在论证其中的 Hn(x) 是 n

阶厄米多项式。式 (15.4.58) 两边分别对 x 和 r 求导数，得到

∂S

∂x
= 2r exp

(
2xr − r2

)
=

∞∑
n=0

Hn(x)
2rn+1

n!
=

∞∑
n=0

rn

n!
dHn

dx
(15.4.59a)

∂S

∂r
= (2x− 2r) exp

(
2xr − r2

)
= 2

∞∑
n=0

Hn(x)
(x− r)rn

n!

=
∞∑

n=0

nrn−1

n!
Hn(x) =

∞∑
n=1

rn−1

(n− 1)!
Hn(x) (15.4.59b)

其中，n = 0 项为零。由式 (15.4.59a) 得到

∞∑
n=1

Hn−1(x)
2rn

(n− 1)!
=

∞∑
n=1

rn

n!
dHn

dx

(
dH0

dx
= 0

)
(15.4.60)

两边比较 rn 幂的系数，得到

dHn

dx
= 2nHn−1(x) (n = 1, 2, 3, · · · ) (15.4.61)

由式 (15.4.59b) 得到

2
∞∑

n=0

Hn(x)
xrn

n!
− 2

∞∑
n=0

Hn−1(x)
nrn

n!
=

∞∑
n=0

rn

n!
Hn+1(x) (15.4.62)

两边比较 rn 幂的系数，得到

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x) (n = 1, 2, 3, · · · ) (15.4.63)
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由式 (15.4.61) 和式 (15.4.63) 得到

dHn

dx
= 2xHn(x)−Hn+1(x)

这样

d2Hn

dx2
= 2Hn(x) + 2x

dHn

dx
− dHn+1

dx

= 2x
dHn

dx
+ 2Hn(x)− 2(n + 1)Hn(x)

= 2x
dHn

dx
− 2nHn(x) (n = 0, 1, 2, · · · )

这正是方程 (15.4.45)，可见生成函数 (15.4.58) 中的 Hn(x) 确实是 n 阶厄米多项

式。上述的论证还推出了厄米多项式的两个递推公式 (15.4.61) 和式 (15.4.63)，而

前者正是式 (15.4.41) 的第一式。

现在由式 (15.4.58)，即

S(x, r) ≡ exp
(
x2

)
exp

[−(x− r)2
]

=
∞∑

n=0

Hn(x)
rn

n!
(15.4.64)

我们随即得到
∂nS

∂rn

∣∣∣∣
r=0

= Hn(x) (15.4.65)

注意，对于任意函数 f(x− r)，我们有

∂f

∂x
= −∂f

∂r
,

∂nf

∂xn
= (−1)n ∂nf

∂rn
(15.4.66)

这样
∂nS

∂rn
= ex2 ∂n

∂rn
[e−(x−r)2 ] = (−1)nex2 ∂n

∂xn
[e−(x−r)2 ] (15.4.67)

由式 (15.4.65) 和式 (15.4.67) 得到

Hn(x) = (−1)nex2 ∂n

∂xn

(
e−x2)

(15.4.68)

这就是 n 阶厄米多项式的微分表示式 (15.4.57)。利用生成函数方法，推导它相当

简单。

4. 归一化常数

现在我们来求式(15.4.44)中的归一化常数 An，由归一化条件

∫ ∞

−∞
|ψn(x)|2dx =

1 得到

|An|−2 =
1
α

∫ ∞

−∞
e−ξ2

H2
n(ξ)dξ =

(−1)n

α

∫ ∞

−∞
Hn(ξ)

dn

dξn
(e−ξ2

)dξ (15.4.69)
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这里已经利用了 ξ 与 x的关系式 (15.4.11)及式 (15.4.57)。对式 (15.4.69)右端的积

分用分部积分法，得到

|An|−2 =
(−1)n

α

∫ ∞

−∞
Hn(ξ)

dn

dξn
(e−ξ2

)dξ

=
(−1)n

α

∫ ∞

−∞
Hn(ξ)d

[
dn−1

dξn−1
(e−ξ2

)
]

=
(−1)n

α

[
Hn(ξ)

dn−1

dξn−1
(e−ξ2

)
]∞

−∞
+

(−1)n+1

α

∫ ∞

−∞

dHn(ξ)
dξ

dn−1

dξn−1
(e−ξ2

)dξ

上式中的第一项是 e−ξ2
与一个多项式的乘积，所以把 ξ = ±∞ 代入后等于零。

上述的分部积分共进行 n 次，得到

|An|−2 =
(−1)n+n

α

∫ ∞

−∞

dnHn(ξ)
dnξ

(
e−ξ2

)
dξ (15.4.70)

注意到式 (15.4.42) 的第二式，并利用高斯积分公式 (3.3.8)，得到

An =
(

α

2nn!
√
π

)1/2

(15.4.71)

利用这一结果，厄米多项式的正交性关系式 (15.4.48) 变为
∫ ∞

−∞
Hm(ξ)Hn(ξ)e−ξ2

dξ = 2nn!
√
πδmn (15.4.72)

这个关系式还可以由生成函数式 (15.4.58) 直接推出。事实上，写出生成函数

exp
(
2xt− t2

)
=

∞∑
m=0

Hm(x)
tm

m!
(15.4.73)

式 (15.4.73) 与式 (15.4.58) 相乘，得到

exp
(
2xt− t2 + 2xr − r2

)
=

∞∑
m=0

∞∑
n=0

Hm(x)Hn(x)
tmrn

m!n!
(15.4.74)

用 e−x2
乘上式两边，然后对 x 从 −∞ 到 ∞ 积分，得到

∫ ∞

−∞
exp

[
2tr − (x + t + r)2

]
dx =

∞∑
m=0

∞∑
n=0

tmrn

m!n!

∫ ∞

−∞
Hm(x)Hn(x)e−x2

dx (15.4.75)

现在左边为
∫ ∞

−∞
exp

[
2tr − (x + t + r)2

]
dx = e2tr

∫ ∞

−∞
exp

[−(x + t + r)2
]
dx

= e2tr

∫ ∞

−∞
e−u2

du = e2tr
√
π
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将 e2tr 展开成幂级数，有

e2tr
√
π =

√
π

∞∑
n=0

(2tr)n

n!
= 2n

√
π

∞∑
n=0

(tr)n

n!
(15.4.76)

由式 (15.4.75) 与式 (15.4.76) 得到

2n
√
π

∞∑
n=0

(tr)n

n!
=

∞∑
m=0

∞∑
n=0

tmrn

m!n!

∫ ∞

−∞
Hm(x)Hn(x)e−x2

dx (15.4.77)

该等式的成立要求是
∫ ∞

−∞
Hm(x)Hn(x)e−x2

dx = 2nn!
√
πδmn (15.4.78)

这正是厄米多项式的正交性关系式 (15.4.72)。

15.4.3 系统的含时解

在式 (15.4.78) 的意义上，量子谐振子的本征函数的正交性表示为
∫ ∞

−∞
ψm(x) ψn(x)dx = δmn (15.4.79)

其中，归一化的本征函数为

ψn(ξ) =
(

α

2nn!
√
π

)1/2

exp
(
−1

2
ξ2

)
Hn(ξ) (15.4.80a)

或

ψn(x) =
(

α

2nn!
√
π

)1/2

exp
(
−1

2
α2x2

)
Hn(αx) (15.4.80b)

现在我们可以讨论由式 (15.4.7) 和式 (15.4.8) 构成的定解问题。本征解式

(15.4.9) 给出 [注意到式 (15.4.10b)]

ψn(x) exp
(
− i
~
Ent

)
(15.4.81)

其中，En 由式 (15.4.43)表示。对本征解式 (15.4.81)叠加，我们得到线性薛定谔方

程 (15.4.7) 的一般解

Ψ(x, t) =
∞∑

n=0

cnψn(x) exp
(
− i
~
Ent

)
(15.4.82)

其中，cn 是展开系数，由初始条件 Ψ(x, 0) = f(x) 得到

f(x) =
∞∑

n=0

cnψn(x) (15.4.83)
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对式 (15.4.83) 两边同乘以 ψm(x)，然后在 (−∞,∞) 上积分，并利用式 (15.4.79)，

得到

cn =
∫ ∞

−∞
ψn(x)f(x) d x (15.4.84)

例 1 设谐振子的初态为基态和第一激发态的叠加态，即

Ψ(x, 0) = A [3ψ0(x) + 4ψ1(x)] (15.4.85)

其中，ψ0(x) 和 ψ1(x) 由式 (15.4.80b) 给出。

(1) 求出归一化常数 A；

(2) 求出谐振子任意时刻的状态。

解 由归一化条件

∫ ∞

−∞
|Ψ(x, 0)|2dx = 1，即

∫ ∞

−∞
A2 [3ψ0(x) + 4ψ1(x)]2dx = 1 (15.4.86)

及正交性关系式 (15.4.79)，得到

A2 = 9
∫ ∞

−∞
ψ2

1(x)dx + 16
∫ ∞

−∞
ψ2

2(x)dx = 25 (15.4.87)

故 A = 5。因此初态为

Ψ(x, 0) =
3
5
ψ0(x) +

4
5
ψ1(x) (15.4.88)

由式 (15.4.84) 得到

c0 =
3
5
, c1 =

4
5
, cn = 0 (n 6= 1, 2) (15.4.89)

进而由式 (15.4.82) 得到

Ψ(x, t) =
3
5
ψ0 exp

(
− i
~
E0t

)
+

4
5
ψ1 exp

(
− i
~
E1t

)

=
3
5
ψ0 exp

(
− i

2
ωt

)
+

4
5
ψ1 exp

(
−3i

2
ωt

)

这就是谐振子任意时刻的状态，其中 E0 和 E1 分别是基态和第一激发态的能量，

而 ω 是能级的频率间隔，由式 (15.4.43) 确定。

15.4.4 概率密度

现在进一步讨论量子谐振子本征态的概率密度，它由式 (15.4.80a) 给出

|ψn(ξ)|2 =
α

2nn!
√
π

exp
(−ξ2

)
H2

n(ξ) (15.4.90)
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我们首先思考一个问题：一个经典谐振子运动时，在什么位置出现的几率最大 (图

15.12)？这个问题其实是问振子从一个端点 (x = −A) 运动到另一个端点 (x = A)，

在 T/2(T 为周期) 时间内，在哪个位置停留的时间最长？或者更确切地说，在哪个

位置上，通过单位距离用的时间最长。我们知道，振子以最大速度通过平衡位置，

在该位置附件通过单位距离用的时间最短，因此出现的几率最小；而在振幅位置速

度由正变负 (或由负变正)，总要经历速度为零的时刻，在该位置上通过单位距离用

的时间最长，因此出现的几率最大。如果用 ρ(x) 表示振子在 x 处的概率密度，则

几率的归一化写为 ∫ A

−A

ρ(x)dx = 1 (15.4.91)

图 15.12 经典谐振子在平衡位置的几率最小，在振幅位置的几率最大

现在我们按照这样的知识考查量子谐振子的概率密度。首先，定义经典禁区

|x| > An，其中 An 被下式定义

1
2
µω2A2

n = ~ω
(

n +
1
2

)
(15.4.92)

式 (15.4.92)表明，在 An 处振子的势能等于总能量，An 称为最大经典振幅。利用无

量纲变量 ξ = αx[式 (15.4.11)]，最大无量纲经典振幅表示为 an = αAn。式 (15.4.92)

给出

an =
√

2n + 1 (15.4.93)

现在我们考查基态的量子谐振子 (n = 0)，由式 (15.4.93)知道最大无量纲经典

振幅为 a0 = 1。振子的本征能量为 E1 =
1
2
~ω，它称为零点能；相应的概率密度由

式 (15.4.90) 给出

|ψ0(ξ)|2 =
α√
π

exp
(−ξ2

)
(15.4.94)
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这是一个高斯函数 (图 15.13)。首先可以看出，基态量子谐振子概率密度的行为与

经典情况完全相反，它的最大值出现在 “平衡位置”ξ = 0。另外按照经典力学的知

识，基态振子只允许在 |x| 6 A0(即 |ξ| 6 1) 范围内运动，而 |x| > A0 属于经典禁

区。但量子谐振子可以出现在禁区内，事实上我们可以计算振子在经典禁区出现的

几率

Q0 =
∫ −A0

−∞
|ψ0(x)|2dx +

∫ ∞

A0

|ψ0(x)|2dx (15.4.95)

用 ξ = αx 以及高斯函数的对称性，我们得到

Q0 =
2√
π

∫ ∞

1

exp
(−ξ2

)
dξ (15.4.96)

这是余误差函数 erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

exp
(−ξ2

)
dξ 在 x = 1 的取值：Q0 = 0.157。可

见量子谐振子在经典禁区有可观的存在几率，这是一种量子效应。

图 15.13 基态量子谐振子的概率密度，振子在经典禁区有 15.7% 的存在几率

为了搞清楚量子谐振子与经典谐振子的关系，下面对经典谐振子的概率密度

问题进行定量的研究。由图 15.8 考查振子从 x = −A 到 x = A 的运动 (经历的时

间为半个周期)，振子在任意区域内 dx(停留的时间为 dt) 出现的几率为

ρ(x)dx =
dt

T/2
(15.4.97)

概率密度 ρ(x) 的归一化条件由空间变量表示为式 (15.4.91)，而用时间变量还可以

表示为 ∫ T/2

0

dt

T/2
= 1 (15.4.98)

现在我们求解方程 (15.4.97)，为此对简谐振动的位移式 (15.4.2) 关于时间 t 求导

数，有

dx

dt
= Aω cos(ωt + δ) = Aω

√
1− sin2(ωt + δ)
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= Aω

√
1−

( x

A

)2

= ω
√

A2 − x2

由式 (15.4.97)，并注意到 T = 2π/ω，我们有

ρ(x) =
2/T

dx

dt

=
2

Tω
√

A2 − x2
=

1
π
√

A2 − x2
(15.4.99)

这就是经典谐振子的概率密度表示式，如图 15.14 所示。

图 15.14 经典谐振子的概率密度

经典振幅 A 对于不同的本征态 ψn(x)，应该有不同的尺度。为了与量子谐振

子的概率密度相比较，式 (15.4.99) 中的经典振幅 A 应该用相应的最大经典振幅

An[式 (15.4.92)] 代替，即

ρ(x) =
1

π
√

An − x2
(15.4.100)

利用关系式 ξ = αx，an = αAn，概率密度式 (15.4.100) 用无量纲变量 ξ 表示为 [注

意到式 (15.4.93)]

ρ(ξ) =
1

π
√

2n + 1− ξ2
(15.4.101)

相应的归一化条件为 ∫ 1

−1

1

π
√

2n + 1− ξ2
dξ = 1 (15.4.102)

现在我们将量子谐振子的概率密度式 (15.4.90)与相应的经典结果式 (15.4.101)

相比较，如图 15.15 所示。可以看出，当量子数 n 取前两个值时，量子谐振子的概

率密度与经典情况毫无相似之处 (甚至完全相反)；随着 n 的增加，量子谐振子概

率密度两侧的峰逐渐升高，与经典情况的相似性随之增加。在较大量子数 n 情况

下 (图 15.16)，量子谐振子的概率密度呈快速振荡，其平均值接近经典行为。可见，

能量高的振子比能量低的振子 “更经典”。量子系统在量子数较大情况下趋于经典

系统的行为，这是量子–经典对应原理的普遍规律。
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图 15.15 量子 (实线) 与经典 (虚线) 谐振子的概率密度

图 15.16 n = 10 时量子 (实线) 与经典 (虚线) 谐振子的概率密度

为了进一步说明谐振子中的这种效应，我们计算激发态情况下，振子在经典禁

区的几率。对于量子数为 n 的激发态，我们有

Qn =
∫ −An

−∞
|ψn(x)|2dx +

∫ ∞

An

|ψn(x)|2dx

= 2
∫ ∞

An

|ψn(x)|2dx =
2
α

∫ ∞

an

|ψn(ξ)|2dξ

=
1

2n−1n!
√
π

∫ ∞
√

2n+1

exp
(−ξ2

)
H2

n(ξ)dξ

上式给出
Q0 = 0.157, Q1 = 0.112, Q2 = 0.095, Q3 = 0.085

Q10 = 0.060

可见随着量子数 n的增加，谐振子在经典禁区的几率减小，系统趋于经典行为。我

们再次看到，能量高的振子比能量低的振子 “更经典”。
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高频传输线问题 higher-frequency  

transmission line problem  102, 128,  

149 

高斯波包 Gaussian wave packet  284 

高斯定理 Gaussian theorem  352 

高斯函数 Gaussian function  56, 531 

傅里叶变换  Fourier transform of  58 

高斯核 Gaussian kernel  312, 340, 348, 349 

高斯积分 Gaussian integral  57 

格林定理 Green’s theorem  362 

格林公式 Green’s identities 362, 366 

第二格林公式 Green’s second identity 

367 
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第一格林公式  Green’s first identity   

367 

格林函数 Green’s function  304 

第二类边值问题   for the second 

boundary value problem  387 

第三类边值问题 for the third boundary 

value problem  389 

电像法 method of images  376 

定义 defined  349 

对易性 commtation 369 

盘内 for a disk  387 

球内 for a sphere  380 

三维波动方程 for three dimensional 

wave equation  353 

上半空间 for the upper half-space  376 

上半平面 for the upper half-plane  378 

无界域 for infinite space  349, 352 

二维 two dimensional 352   

三维 three dimensional  349  

一维有源热传导方程 for heat 

equation with source  358  

格林函数法 Green’s function method  349 

格林算子法 Green’s operator method  303 

Goursat 问题 Goursat problem  280 

孤立子 soliton  120, 309 

固体中原子的振动 vibrations of atoms in 

solids  516 

光学系统 optical systems  306 

光学系统的格林算子 Green’s operator of 

optical systems  306 

广 义 拉 盖 尔 多 项 式  generalized Laguerre 

polynomials  485, 499, 504, 512 

广 义 幂 级 数 解  generalized power series 

solution  401, 502 

光子−声子耦合  photon-phonon coupling 

96 

H 

哈密顿算符 Hamiltonian operator  76, 485  

哈密顿算符的本征方程  eigenequation of 

Hamiltonian operator  486 

亥姆霍兹方程 Helmholtz equation  15, 395 

球坐标系 in spherical coordinates  396 

柱坐标系 in cylindrical coordinates 

397 

函数 function  3, 281, 531 

分段光滑 piecewise smooth  22, 362, 

495 

分段连续 piecewise continuous  22, 79 

绝对可积  absolutely integrable  29,  

55, 215 

惠更斯原理 Huygens’s principle  300 

J 

基尔霍夫定律 Kirchhoff ’s law  4, 6, 102 

积分变换 integral transform  35 

核 kernel of  35 

积分变换法 integral transform 

method  311 

傅里叶变换法 Fourier transform 

method  311 

拉普拉斯变换法 Laplace transform 

method  324 

联合变换法 joint transform method 

334 

积分算符 integral operator  121 

积分微商定理 theorem on derivative of a 

integral  291 

级数截断 series truncated  441, 503, 519 

简并 degeneracy  497, 507 

角动量算符 angular momentum operator 

496 

焦耳热 Joule heat  106 
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角向方程 angle equation  217, 489 

经度角 longitude angle  489   

纬度角 latitude angle  489, 490 

解的适定性 posedness of the solution  130 

存在性 existence  130 

唯一性 uniqueness  130  

稳定性 stability  130 

解析函数 analytic function  415, 452 

经典禁区 classically restricted region  510, 

513, 533 

经典谐振子的概率密度  probability density 

of classical harmonic oscillator  531, 

532 

晶格振动 lattice vibration  516 

径向波函数 radial wave function  505 

径向方程 radial equation  489 

镜像对称点 mirror symmetrical point  

376, 388, 390 

矩形膜 rectangular membrane  155, 159 

矩阵元 matrix element  304, 307, 309 

卷积 convolution  40 

δ 函数 with delta function  44 

定义 defined  40 

傅里叶变换 Fourier transform of  40 

交换律 commutative of  41 

拉普拉斯变换 Laplace transform of  

83 

绝对可积 absolutely integrable  29 

函数 function  29, 30 

条件 condition for  29, 30 

K 

柯西积分公式 Cauchy integral formula  450  

空间频率 spatial frequency  308 

空穴浓度分布 hole concentration 

distribution  348 

库仑场 Coulomb field  499 

扩散系数 diffusion coefficient  106, 312, 

346 

L 

-L C 电路 -L C circuit  3, 5 

Logistic 模型 Logistic model  2 

拉普拉斯 Laplacian  15 

极坐标系 in polar coordinates  17 

球坐标系 in spherical coordinates  18 

柱坐标系  in cylindrical coordinates 

17 

拉普拉斯变换 Laplace transformation  78 

存在性 existence  79 

定义 defined  79 

典型函数 of tipycal functions  84 

反变换 inverse of  79 

积分定理  transformation of integral  

81 

卷积 of convolution  83 

微分定理 I transformation of  

derivative  81 

微分定理 II derivative of  

transformation  81 

位移定理 I displacement theorem I  82 

位移定理 II displacement theorem II 

82 

线性变换 linearity  80  

拉普拉斯变换法 Laplace transform 

method  324 

拉普拉斯方程  Laplace’s equation  15, 108,  

208  

二维 two dimensional  107, 156, 368, 

378 

基本解 basic solution of  368 

极坐标系 in polar coordinates  216 
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盘内 in a disk  216, 219, 222 

球坐标系 in spherical coordinates  18 

三维 three dimensional  367, 378, 380 

直角坐标系 in rectangular  

coordinates  208 

柱坐标系 in cylindrical coordinates 

17 

拉普拉斯方程边值问题 boundary value 

problem of Laplace’s equation  380, 

387  

拉普拉斯算子 Laplace operator  11, 15, 

极坐标系 in polar coordinates  15 

球坐标系 in spherical coordinates  18 

柱坐标系  in cylindrical coordinates  17 

莱布尼茨法则 Leibniz rule  458, 461, 524 

勒让德多项式 Legendre polynomial  440 

递推公式 recurrence formula  455 

积分表示 integral representation  450, 

462 

积分公式 integral formula for  467 

微分表示 differentail representation 

449 

模值 mode  467 

生成函数 generating function  451 

完备性 completeness  469 

正交性 orthogonality  466 

勒让德多项式级数  Legendre polynomial 

series  469, 473, 474, 476, 477 

勒让德方程  Legendre differential equation  

440 

级数解法 power series method of  442 

通解 general solution  446 

勒让德函数 Legendre function  443 

第二类 the second kind  446  

力学量的算符表示 representation of 

mechanical quantity in terms of 

operator  515 

连带勒让德方程 associated Legendre 

differential equation  490 

连带勒让德函数 associated Legendre 

function  486, 490, 492 

定义 defined  491  

负数阶 negative order  491 

归一化 normalization  493 

完备性 completeness  495 

正交性 orthogonality  492 

两原子势能曲线  potential energy curve of 

two-atom system  516 

量子化条件 quantization conditions  486 

量子霍尔效应 quantum Hall effect  67 

量子−经典对应原理 quantum-classical 

correspondence principle  513,532 

量子力学 quantum mechanics  6, 495, 514 

量子力学态叠加原理  quantum mechanical 

principle of state superposition  140 

量子数 quantum number  503 

角量子数 angle quantum number  503 

径量子数 radial quantum number  503 

主量子数 principal quantum number 

503 

量子谐振子 quantum harmonic oscillator 

514 

概率密度 probability density  529 

在经典禁区的概率 probability in 

classical harmonic oscillator  531 

零电位线 zero-potential lines  389 

洛必达法则 Luo Elpida rule  33  

罗德里格斯公式  Rodrigues formula  449, 

458, 465, 491 

洛朗级数 Laurent series   

M 

脉冲响应 impulse response  306 
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麦克斯韦方程 Maxwell equations  107 

幂级数 power series  401, 501, 528 

模值 model  179, 186 

N 

能量量子化 quantization of energy  503 

牛顿第二定律 Newton’s second law of 

motion  99 

牛顿冷却定律 Newton’s law of colling  129 

牛顿万有引力定律  Newton’s law of 

gravitation  453 

诺伊曼函数 Neumann  function  406 

O 

偶极矩阵元 dipole matrix element  309 

欧拉常数 Euler’s constant  407 

欧拉方程 Euler’s equation  218, 398, 448, 

481 

P 

泊松方程 Poisson’s equation  109 

无界域 unboundary domain  373, 374 

泊 松 方 程 的 边 值 问 题  boundary value 

problem of Poisson’s equation  370 

第一类 first kind  370, 376, 378, 379, 

384 

第二类 second kind  371 

第三类 third kind  372 

泊松方程的定解问题 problem set solution 

of Poisson’s equation  247, 250 

泊松方程的基本积分公式  basic integral 

formula of  Poisson’s equation  368 

二维 two dimensional  370 

三维 three dimensional  269 

泊松核 Poisson kernel  321, 349 

旁轴波动方程 near-axis wave equation  303 

频谱 spectrum  32, 34, 38, 308  

平均温度 average temperature  149, 206, 

265 

平面波 plane wave  307 

平庸解 mediocre solution  133 

普朗克常数 Planck’s constant  14, 309, 485 

Q 

齐次化原理 principle for homogeneous  292 

迁移率 mobility  346 

强迫弦振动 forced vibrating string  100, 

294 

半无界  semi-unbounded 331, 333 

氢原子 hydrogen atom  503 

玻尔半径 Bohr radius  505, 509, 511 

电离能 ionization energy of the  503 

光谱分布 spectrum distribution of the 

504 

基态 the ground state of the  503 

波函数 wave function  507   

径向概率密度 radial probability 

density  509 

平均半径 average radius  509 

平均势能 average potential energy 

509 

经典禁区的概率  probability in 

classically restricted region  510, 

513 

径向本征函数 radial eigenfunction of 

the  506 

径向概率密度 radial probability density 

of the  506, 507 

能级 energy levels in the 503 

势能曲线 potential energy curve of the 

504 

束缚态 bound states of the  503 

有限空间的几率 probability in finite 
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space  509 

球贝塞尔方程 spherical Bessel differential 

equation  396 

球贝塞尔函数 spherical Bessel function 

437 

定义 defined  438 

递推公式 recurrence formula  439 

正交性 orthogonality  439 

球谐函数 spherical harmonics  486, 488,  

495 

归一化 normalization  498 

级数 series  499 

正交性 orthogonality  498 

R 

热传导方程 heat equation  15, 104 

半无限长细杆 on the half-infinite line 

325 

对流 with convection  334 

放射性衰变 with radioactive decay 

232  

非常数系数 with nonconstant coefficient 

319 

无界杆 on the infinite line  334 

线性衰变 with linear decay  336 

有源 with a heat source  106, 236 

热传导问题 heat problem in a bar  123, 

314, 361 

辐射−吸收系统  in the 

radiating-absorbing system 

两端辐射 with two radiating  ends 

两端绝热 with two insulated ends   

150 

两端吸收 with two absorbing  ends 

热辐射问题 heat radiation problem 

163, 170  

吸收−辐射系统 in the absorbing- 

radiating system   

吸收−耗散系统 in the absorbing- 

dissipative system  175 

吸收−绝热系统 in the absorbing- 

insulated system  184 

热导率 thermal conductivity 

热库温度 temperature of a thermal reservoir  

325, 327  

热扩散系数  thermal diffusivity coefficient  

106 

人口增长模型 model for population growing 

人 体 光 子 辐 射  biophoton emission from 

human body 

S 

S 曲线 S-curve  3 

散度定理 divergence theorem  364 

三维波动方程 three-dimensional wave 

equation 

泊松公式 Poisson’s formula of  297  

球对称解 spherically symmetric 

solution  297 

三质点间的引力作用  gravitations between 

three particles  453   

生态学问题 ecological problem  10  

实部 real part  64, 85, 416 

势函数 potential function  453, 489 

矢量微分算子 vector differential operator  

10  

施列夫利积分 Schläfli integral  450 

束缚态 bound state  76, 499 

数学物理方程的建立 establishment of 

equations of mathematical physics  98, 

110 

规律法 law method  110 
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统计法 statistical method  110 

微元法 method of differential elements 

110  

数学物理方法 mathematical methods for 

physics  132 

本征函数法 method of eigenfunction 

expansions  224 

电像法 method of images  376 

分离变量法 method of separation of 

variables  132    

傅里叶变换法 method of Fourier 

transform  311 

格林函数法 method of Green’s function 

349 

积分变换法 method of integral 

transform  312 

拉普拉斯变换法 method of Laplace  

transformation  324 

联合变换法 joint transform  334, 347 

特征线法 method of characteristic  

curves  278, 289 

行波法 method of traveling-wave 278 

双曲型方程 hyperbolic equation  111 

定解问题 problem set solution of  286  

标准形式 standard form  113, 117  

瞬时点源 instantaneous point source  353, 

358 

Sine-Gordon 方程 Sine-Gordon equation 

121, 309 

斯特林公式 Stirling formula  400 

施图姆−刘维尔本征值问题 

Sturm-Liouville eigenvalue problem 

266, 268 

施图姆−刘维尔理论 Sturm-Liouville 

theory  266 

施图姆−刘维尔型方程 Sturm-Liouville 

equation  266, 397 

算符 operator  121 

非线性 nonlinear  121 

线性 linear  121  

T 

弹簧振子 spring oscillator  514 

调制热源 modulated heat source  263, 265 

态矢量 state vector  304, 306, 307 

特里科米方程 Tricomi equation  115 

特殊函数 special function  8, 395, 514, 

贝塞尔函数 Bessel function  395 

伽马函数 gamma function  398 

勒让德多项式 Legendre polynomial 

440  

连带勒让德函数 associated Legendre 

function  490 

球贝塞尔函数 spherical Bessel function 

437 

球谐函数 spherical harmonics  488 

误差函数 error function  341 

余误差函数 complementary error 

function  327, 531 

特征方程 characteristic equation  113, 116, 

270 

特征函数 characteristic function  358 

特征函数法 characteristic function method 

358 

特征频率 characteristic frequency  136, 157, 

309 

特征线 characteristic curve  113, 285, 294 

特征线法 characteristic curve method   

278, 289  

透过率算子 transmittance operator  306  

W 

微分算符 differential operator  121 
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稳态解 steady-state solution  9, 152, 199 

误差函数 error function  341 

物质方程 material equations  107 

X 

衔接条件 convergence condition  124 

弦振动 vibrating string  98, 132 

本征解 eigenvalue solution  135 

边界条件 boundary conditions  133 

初始形状 initial shape  98 

平衡位置 equilibrium position  98 

特征频率 charicteristic frequncy  136, 

157, 159   

一般解 generating solution  135 

阻尼 with damping  100, 142 

线性化解法 solving method of linearization 

9  

线性齐次方程组 linear homogeneous 

equations  136, 203, 270 

线性衰变 linearity decay  336,     

线性算符 linearity operator  121 

线性谐振子 linear harmonic oscillator 

516 

像电荷 image charge  376, 387, 392 

行波 traveling wave  6, 283, 344 

右行波 right-traveling wave  283 

左行波 left-traveling wave  283 

行波法 method of traveling-wave  278 

行波解 traveling-wave solution  6 

虚部 imaginary part  64, 85, 416 

薛定谔方程 Schrödinger’s equation  15, 

76, 140, 485, 515 

分离变量解 solution by separation of 

variables  515   

含时解 time-dependent solution  507, 

528 

一般解 general solutions  486, 528  

Y 

雅可比行列式 Jacobi determinant  111 

湮灭算子 annihilation operator  96 

一维无限深势阱 one-dimensional infinite 

well  139 

有源热传导问题 heat problem with source  

236,  255, 263, 358, 361 

绝热−辐射系统 insulated system with 

radiation  242 

绝热−耗散系统 insulated system with 

dissipation 240 

绝热系统 insulated system  236 

吸收−耗散系统 insulated system with 

absorption 244 

余误差函数 complementary error function 

531 

原子核表面振动 nuclear surface vibration 

516 

圆域的泊松核 Poisson kernel in a disk 

387 

圆 域 的 泊 松 积 分 公 式  Poisson’s integral 

formula in a disk  387 

圆 域 内 泊 松 方 程 的 边 值 问 题  boundary 

value problem of Poisson’s equation 

in a disk  250 

Z 

载流子 carrier  346 

扩散系数 diffusion coefficient  346 

迁移率 mobility  346 

寿命 lifetime  346 

输运方程 transport equation 

正交性 orthogonality  20, 420, 486, 529  

贝塞尔函数 of Bessel function  424 
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厄米多项式 of Hermite polynomial  

523 

厄米算符本征函数 of eigenfunctions 

of Hermite operator  275 

二阶常微分方程 in the second-order 

ordinary differential equation  266 

傅里叶级数中的基底函数 between 

the basic functions in Fourier series  

20 

复指数函数 of complex exponential 

function  497 

加权正交性 with respect to a weight 

266, 424 

勒让德多项式 of Legendre polynomial 

466  

连带勒让德函数 of associated Legendre 

function  492 

球贝塞尔函数 of spherical Bessel 

function  437 

球谐函数 of spherical harmonics   

497 

正则奇点 regular singular point  401 

中心力场 central force field  488   

轴对称系统 axisymmetric system  448, 

454 

周期函数 periodic function  20, 30, 499 

周期函数积分 integral of periodic function 

23 

驻波解 standing-wave solution  6 

驻波条件 standing-wave condition  138 

柱面波 cylindrical wave  303 

柱坐标系 cylindrical coordinates  15, 395, 

435 

自催化反应 autocatalytic reaction  10 

自感应透明 self-induced transparency 

310 

自由落体 free fall  333 

自由散热 free cooling  129 

综合定解问题 comprehensive problem set 

solution  256, 262
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